Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 383
(Oktober 2021)

Opgave:

AABC er ligebenet med BA = BC og h = BE er hgjden fra B.
Punktet D veelges pa forleengelsen af CA ud over A.

Den indskrevne cirkel i AABD har radius r1 og

radius i den ydre raringscirkel for siden BC i ADBC er ro.
Vis,ath=ry +ra.

Besvarelse:

1. metode

Lad P og Q vare cirklernes centrer. Projektionerne af P pa BE, AD og DB er X, G og U og
projektionerne af Q pd BC, AD og DB er Y, H og V. Den lille cirkel tange- rer BA i K.
Vi seetter

a=AB=BC , b=AE=EC , x=GA=AK , y=CH=CY.
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Lad 2s1 0g 252 veere omkredsene af ADBA og ADBC, sa

2s1=AD+AB+BD , 2s,=DC+BC+DB.
Vi har at
DC=DA+2b og AB=BC,
sa vi far
2s1-AD=AB+BD og 2s;-DC=BC+BD,
og da AB =BC er

251-AD=25-DC < 251-AD=25;-(AD+2b) < s1=%2-b.
For den ydre reringscirkel for ADBC svarende til siden BC geelder
BV=BY=s,-DB=s5;- (DU + UB) .
Da en tangentvinkels ben er lige lange er
UB=BK=BA-KA=a-AG=a-x og DU=DG ,

s&
BV=BY=s5-(DG+a-x). 1)
Nu er
251 = (DG + DU) + (BU + BK) + (AG + AK) = 2DG + 2BK + 2x

< $1=DG+BK+x=DG+BK+KA=DG+a . (2
Idet sz = s1 + b far vi af (1) og (2):

BV=BY=s1+b-DG-a+x=x+b=GE. (3)
Vi saetter
u=/ABP og v=2/BAC.
Saer
/ZXBA=Z/ZEBA=90°-v
og i ABPX far vi

ZXBP = ZXBA+ ZABP =90°-v+u , ZBPX=v-u.
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Derefter ser vi pA ABYQ og far
ZQBY =1/VBY =1.(180°~ ZDBY) .

I AABD er ZDAB =180°—-v og dermed
/ADB =180°-2u—(180°-v)=v—-2u.
1 ADBC er
/DBY = /DBC =2u +180°-2v ,
sa vi efter (4) far
ZQBY =90°—1. /DBY =90°— (u+90°-v)
=90°-u—-90°+v=v—-u=/ZBPX .
Dermed far vi i ABQY, at
ZBQY =90°- ZQBY =90°-v+u=2XBP .

Derfor er ABYQ og ABXP ensvinklede, og da vi efter (3) har at

BY = GE = PX,
er de to trekanter endda kongruente. Sa er

BX=QY=r ,
og da desuden

XE=PG=n
har vi

h=BE=BX+XE=r2+r1 .

2. metode

Vi seetter a = AB = BC og b = AE = EC. Med figurens betegnelser har vi, at

AL=AQ , BQ=BK , DL=DK .
Dermed er
DL+BQ=DK+BK=DB,
hvoraf
(AD - AL) + (AB - AQ) = DB..
Da AL = AQ, far vi heraf

AQ=AD-AL+AB-DB <« 2AQ=AD+AB-DB.

(4)
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Pa samme made er
2CM=BD +CB-DC,
fordi dette under anvendelse af CM = CN og BM = BS er ensbetydende med
2CM=BD+CM+BM-DC < CM=BD+BM-DC
< CM=BD+BM-(DN-CN) < CM=BD+BM-DN+CN
< BD+BM=DN «< BD+BS=DN <« DS=DN,

hvilket er sandt.
Sder
2(AQ+CM)=AD+AB-DB+BD+CB-DC=AD+AB+BC-DC

=AD+AB+BC-DA-AC=AB+BC-AC=2a-2b.

eller
AQ+CM=a-b.

Dermed er AQ + CM uafhangig af valget af punktet D pa AC.
Hvis v= ZBAC = ZBCA, ser vi i AO1AQ, at ZO,AQ =90°-3v, sd

° I
tan(90°—3v) A—lQ,

og 1 AO2MC er
o_1 _
tan(90 —5v)_C—NI .
Altsé er
o_1y)—_N1th h+h  +1,__Sinv
tan(90 2V)_P~Q+Cil\/| < a—b_COtZV_l—cosv
h L+r, _ h

Altsderh=ry + .
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3. metode (Jens-Sgren Andersen)

I en vilkarlig AABC gelder, at
A fd r_a
tan 2=

Hvor ryer radius i den ydre rgringscirkel, der tangerer siden a og s er trekantens halve omkreds.

Desuden gelder i en retvinklet AABC hvor C er ret, at

. a
tan%— sinA ¢ _ a

“l+cosA 14D b+c’

Lad nu s; 0g sz vaere den halve omkreds af AABD og ABCD og lad projektionerne af centrene for
cirklerne med radier r1 og r2 pa DC veere K og L.

h I
\{r\
_ []
D K A = C L
Nu er DK =s; - AB, sa vi i AABD far
p_h __ &
N7 =Bk s, —AB’
1 ABCD far vi
D_l
tan 3 s,
hvoraf
L+r,=tan2.(s;—AB+s,). (5)
Nu er

s1=L(BD+DA+AB) , s;=1(CD+BC+BD),

og idet BC = AB giver dette
s1+5;- AB = 1 (2BD + 2AB + DA + CD) - AB=BD + AB + 1 (DA + CD) - AB

=BD+ }(DA+CA+AD)=BD+DA+ }CA=BD + DA +AE =BD +DE .

Af (5) far vi sa
r+r,=tan3-(BD+DE). (6)
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Da ABED er retvinklet geelder efter bemarkningen oven for, at

tan%:i < tan2-(BD+DE)=BE,
BD + DE
sa (6) giver
rr+r,=BE=h.

Bemerkning

Walther Janous, Innsbruck, viser en udvidelse, nemlig fglgende:

I AABC er B stump. Hgjden fra C er h = CF og radius i trekantens indskrevne cirkel er r1. Punktet D
ligger pa forleengelsen af AB ud over B og radius i den ydre reringscirkel i AADC pa siden CD er r».
Daer r1 + r2 = h netop hvis ABCD er ligebenet med CB = CD.

Lad FD = x, BC =a, AC =b og AF =c. Vi kan s&tte BF = 1, sa AB = ¢ - 1. Hvis s er den halve
omkreds af AABC, er
[AABC] =r1-5,
hvoraf
. 2[AABC] __h(c-)
! 2s a+b+c-1"

I AACD setter vi CD =d. I AACD er r2 radius i den ydre raringscirkel over for A, sa efter en kendt
formel er

_ [4ACD]
s, —d

P

hvor s; er den halve omkreds:
2s1=c+x+b+d,
sa vi far
_ 2[AACD] _ (c+x)-h _ (c+Xx)-h
2728 -2d c+x+b+d-2d c+x+b-d

Derfor er
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h(c-1) 4 h(c + x) —h

htr=h < a+b+c-1 c+x+b—-d

c-1 CHX__q_g ab—ad +b®—bd —c’ —cx+ctx _ g )
a+b+c-1 c+x+b-d (a+b+c-D(c+x+b—-d)

< ab-ad+b’*-bd-c?-cx+c+x=0 <« d@+b)=ab+b?-c2-cx+c+x

ab+b?—c”+c(l—x)+X

& d= a+b

I AACF, ACBF og ACFD er
h2=p%-¢® , h?=a%-1 , h?=d*>-x* . (8)

Heraf fas

2
d2=x+h2=x2+b2-c2 X2+bz_cz:(ab+b2—0; +k;:(1—x)+xj
+

2
2 2
PN Xz+bz_cz_[ab+b -C +c(1—x)+xj _0.
a+b

Flittig brug af algebra giver, at dette er ensbetydende med, at
a’(c+x)+2ab(l-x)-b*(c+x-2)+(c-1)*Cc+x)=0,

hvilket giver
2 2 2
y = a c+22ab+b (22—c)+c(c2—1) _ 9)
a“+2ab+b°—(c-1)
Efter (8) er
b2-c?=a?-1 eller b?=a?+c?-1. (10)

Ved brug heraf reduceres bade teeller og naevner i (9) til
2ab +2a*+2c-2.
Dermed er x = 1, s3 FD = BF og ACBD er ligebenet.
Hvis omvendt x = 1, er d = a, sa vi af (1) far
c-1 C+X _ c-1 c+1
a+b+c-1 c+x+b-d a+b+c-1 c+1+b-d

_(c-D(c+l+b-a)+(c+D(a+b+c-1) 2c’+2bc+2a-2
(b+c+(@a-1)(b+c-(a-1) (b+c)? —(a-1)?

__ 2c*+2bc+2a-2  _ 2c® +2bc +2a—2 _
b>+c®+2bc—a’-1+2a a’+c*-1+c’®+2bc—a’-1+2a

Her har vi ved det sidste lighedstegn brugt (10).
Dermed er beviset fart.
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