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Opgave:

Et par (lette?) uligheder i to variable

a. Vis, at der for ikke-negative reelle tal a og b geelder
(@a+b)(1+ab) > 4ab.

b. Vis, at der for ikke-negative reelle tal a og b gaelder
(@ - b%(a-b) > 3ab(a- b)?.

c. Vis, at der for reelle tal a, b > 1 geelder

avb-1+bya—-1<ab.

d. Vis, at der for positive reelle tal a og b geelder

1 n 1 > 2 .
1+2a 1+2b ab+2

e. Vis, at der for positive reelle tal a og b geelder

1 1 1
+ = .
(a+1)* (b+1)* ab+1

f. Vis, at der for ikke-negative reelle tal a og b gaelder
1(a+b)’+1(a+b) >avb+bya.

Besvarelse:

a.

Vi har i almindelighed, at
a+b> 2\/% ,

2
fordi denne ulighed er ensbetydende med (\/5—\/5) > 0. Desuden er
1+ab>2\ab
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2
fordi den er ensbetydende med (1—\/5) > 0. Multiplikation giver
(a+b)(1+ab) > 2J/ab -2 ab = 4ab.
Lighedstegn geelder netop hvisa=b =0cellerhvisa=b = 1.

b.

Der gelder, at
(@®-b%(a-b)=(a?+ab +b?(a-b)?.

Desuden er
a’?+b? > 2ab,
sa at
a?+ab+Db%> 3ab.
Dermed er

(@ -b%)(a-b)=(a? + ab + b?(a-b)?> > 3ab(a - b)? .
Forudseetningen om, at a og b skal veere ikke-negative, er overflgdig. Lighedstegn geel- der netop

hvisa=b.
C.
1. metode.

Vi har, at
a?>4a-4

fordi uligheden er ensbetydende med (a - 2)> > 0. Derefter er

2 5 B 142> a_ a-1 1 a—lgl_
a“>4a-4 <:>4a_a1c>a2_4<:> Z <3
Altsa er
a-1_1 b-1_1
<= <=
-2 o9 b 2

Addition giver

a
a-1l,3¥b-19 o pa-1+avb-1<ab.

a b

Lighedstegn geelder netop hvisa =b = 2.

2. metode (Jens-Sgren Andersen).

Uligheden er ensbetydende med

Nu er
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2
1 o-1_(b-D+1-2Jb-1 _ (Vb-1-1) >0
27 b 2b

2b -
sa at
Vb-1 o 1 5 tilsvarende Y3-1<1
b 2 a 2
Addition giver det gnskede. Lighedstegn i uligheden geelder fora=b = 2.

3. metode (Walther Janous, Innsbruck).

Vi seetter
a=x+1, b=y?+1,
sa uligheden er ensbetydende med
O+ Ly + (y? + x < (¢ +1)(y* + 1)
& XY HY XX < (C+ 1)+ 1)
< (X+y)xy+1) < (+1)(°+1)
& XY -y+1)-x(yP+1)+y-y+120.

Pa venstre side er udtrykket et andengradspolynomium i x med diskriminanten

(y2+1)?-4(y? -y + 1)> = -3y* + 8y - 10y* + 8y - 3= (y - 1)*(-(y - 1)* - 2(y* + 1)),
som er ikke-positiv for alle y. Altsa er andengradspolynomiet i (1) ikke-negativt for alle x.

4. metode (Jan Erik Pedersen).

Ved kvadrering fas, at uligheden er ensbetydende med

a2(b - 1) + b%(a - 1) + 2ab\/(a-1)(b-1) < a’h?.

Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal giver for de ikke-negative tal

a-logb-1,at
3(@-1)+(b-1)>/(a-1(b-1)
eller
2\(a-1)(b-1) <a+b-2.
Altsa er

a%(b - 1) + b¥(a - 1) + 2ab./(a-1)(b-1) < a’(b—1)+b*(a—1)+ab(a+b—2).

Vi viser nu, at
a’(b-1)+b’(a-1)+ab(a+b-2) <a’h®,

hvilket medfarer den gnskede ulighed. Vi far, at (2) kan omskrives til
a’b - a + b%a - b®> + a’b + ab? - 2ab < a’b?

< a?+b?+2ab-2a%b-2ab?+a%h? >0

(1)

()
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< (a+b)*-2ab(a+b)+a®h?’>0 < (a+b-ab)>>0,

hvilket er sandt.

d.
1. metode.

Vi satter s = a + b og p = ab. Sa omskrives uligheden sadan:

1+2b+1+2a2 2 PN 2+2s > 2 N 1+s > 1
(@+2a)(1+2b)  ab+2 1+2s+4p — p+2 1+2s+4p — p+2

& (L+s)2+p) > 1+2s+4p < 2+p+2s+sp>1+2s+4p
< 1+ps>3p < 1l+aba+b)>3ab < 1+a’h+ab>>3ab. (3)

Efter uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal geelder

2 2
%Zm < l1+a’b+ab? > 3ab,

og dermed er (3) sand.

2.metode (Jens-Sgren Andersen).

Som under 1. metode far vi uligheden

1+ a’b +ab? > 3ab,
som omskrives til
ab(a+b)-3ab+1 >0,

og denne ulighed skal vises. Idet

a+b> 2\/%,
far vi

ab(a+b)-3ab+1 > ab-2./ab—3ab+1=2ab —3vab +1
=(J%-1)2 (2vab+1) 20,

hvilket er det gnskede.

3. metode.

Vi bemeerker farst, at der positive tal p, q, x og y geelder, at

Poxs (prx)° (@)
qa y pg+xy’

thi denne ulighed er efter lidt treelse men simple algebraiske reduktioner ensbetydende med
(y-a)’ >0.
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Nu saetter vi a = % og b= % sa uligheden er ensbetydende med
1 1 2 X y 2xy
> >
142 112  Ly2 T X2 y+2- 2yl
Efter (4) er
2
X . Y 5 (x+y)

X+2 y+2  x(x+2)+y(y+2)’
s& vi gnsker at vise, at

(x+y)? o2y 5)
X(X+2)+y(y+2) — 2xy+1 °

Vi satter igen s = x +y og p = xy, sa at

X+y2=(x+y)?-2xy=s2-2p,
sa (5) er ensbetydende med
2 2

s 2p S 2p
> =S > : 6
X2 +y +2(x+y)  2p+1 s°—2p+2s 2p+1 ©)

Her er navneren positiv, sa (4) er ensbetydende med
S?(2p+1) > 2p(s? +2s-2p) < 2ps?+s? > 2ps® + 4sp - 4p?
& $2-4sp+4p* 20 < (s-2p)? =0,

hvilket er sandt.

4. metode (Jan Erik Pedersen).

Uligheden er ensbetydende med
(1+2b)(ab+2) +(1+2a)(ab+2) —2(1+2a)1+2b) 0

(1+2a)(1+ 2b)(ab +2)
2a’h + 2ab® —6ab + 2 a’b+ab?—3ab+1
(1+2a)(1+2b)(ab+2) 20 < (1+2a)(1+2b)(ab+2) >0. @)

Uligheden mellem det aritmetiske og geometriske middeltal giver
1(a’b+ab®+1) >a%-ab®-1 < a’b+ab®+1>3ab.

Dette viser, at uligheden (7) er opfyldt.

5. metode (Asger Olesen).

Ved multiplikation med navnerne er uligheden efter 1. me- toometode ensbetydende med

l+ab(a+h)>3ab < a+b+31=>3.

Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal giver
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hvilket er ensbetydende med

hvilket skulle bevises.

e.
1. metode.

Vi benytter Cauchy-Schwarz’ ulighed

(aihy + a2h2)? < (a1 + a?)(0:? + b?)

6‘1:\/E ' blz\/% , a2:b2:1,

hvor

sa vi far
(@a+1)* <(2+1)(ab+1) ,
og tilsvarende
(b+1)* <(5+1)(ab+1).

Dermed er
1 1 o 1 1

(a+1)° " (b+1)° ~ (&+1)(ab+1) * (2+1)(ab+1)
Vi udregner hgjre side af ulighedstegnet til:

bil4241 byas2 1
(@b+1)(2+1)(2+1) (ab+D(1+E+2+1) ab+1’

sa (9) er ensbetydende med

1 1 1
+ > :
(a+1)? (b+1)* ab+l

Uligheden (8) ses i gvrigt at veere sand uden brug af Cauchy-Schwarz’ ulighed, idet den er

ensbetydende med

a2+1+2asa2+%+ab+l < 2a< 2 +ab

oo

& 2ab<a+ab? & 2b<1+b® o (b-1)2>0.

Problemet er naturligvis at finde pa uligheden (8) i farste omgang.
2. metode.

Uligheden omskrives til

(8)

)
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b+1)°+@+)* . 1
(a+1)°-(b+1)*> 1l+ab’

Visetters= 1 (a+b) ogp = +/ab,sda+b=2s0gab = p® Dermed er
a?+b? = (a+ b)?- 2ab = 4s? - 2p?.

Vi udregner navneren i ulighedens venstre side:
(@a+1)2-(b+1)2=(@b+a+b+1)>=(p?>+2s+1)?,
og teelleren
(@a+1)2?+(b+1)?=a?+b?+2@+b)+2=4s2-2p>+4s+2.

Uligheden er dermed ensbetydende med

4s°—2p°+4s+2 1

> 452 - 2p° + 45 + 2)(1 + p?) > (p% + 25 + 1)?
(p2+25+1)2 1+p2 < | p ) p7) = (p )

& 48?7 -2p% +4s + 2 + 4s%p? - 2p* + 4sp? + 2p? > pt + 4% + 1 + 4sp? + 2p? + 4s
& 3t +2p?-2-48Pp?+1<0 o 4s%p?-3p*-2p2+12>0
& A4p(st-pH) + (pP-17 = 0.
Dette er sandt, das > p . 3. metode (Jan Erik Pedersen). Uligheden er ensbetydende med
(1+b)’(ab+1) + (@ +a)*(ab+1) —(1+a)’A+b)* - ,

(1+a)’(L+b)*(ab+1)
som reduceres til
3 3 2.2
a(?IZ?Z (145;l bt;z(asibl;l =0. (10)
Nu er
a’+Db?>2ab eller a’b+ab®> 2a%?
sa at

a’h + ab® - a%b? - 2ab + 1 > 2a%b? - ab? - 2ab + 1= (a’b?- 2ab + 1) = (ab - 1)°.
Altsa er
a’b+ab’—a’’®—2ab+1 (ab—1)? 0
(1+a)’@+b)’(ab+1) ~ (I+a)’@+b)’(ab+1) = '

sd (10) er sand.

f.
1. metode.

Vi viser, at

1(a+b)?+i(a+b) > (a+b)E(a+b) og (a+b)i(a+b)=avb+ba,

for af disse to uligheder fremgar det gnskede.
Ved kvadrering af den sidste ulighed fas
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3(a+b)’ > (avb+bya) o 3(a°+3ath+3ab* +b°)a%h +ab’ + 2abyab

o ad+a’hrab®+b® > 4abyab .

Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal for tallene a, b3, a%b og ab? giver

1(a®+a’b+ab? +b) > a’-a%-ab? b’

o a’+a’b+ab? +b® > 4Ya%h® = dab/ab .

Dermed er den sidste ulighed vist.
Den farste ulighed vises ved at sette k =a + b:

I +3ik 2 kTk < 2kP+k2ky8k < 2k+1> Bk

& 4k*P+1+4k 28k < (2k—-1)* =0,
hvilket er sandt.

2. metode.

Uligheden er ensbetydende med
1(a+b)(a+b+1)-avb-bya>0. (11)
Vi benytter, at der for ikke-negative a og b gelder, at
1(a+b)>+/ab

1(a+b)(a+b+1)—avb—ba > @(a+b+§)-@(ﬁ+¢6)
:@(Mm%_@_%):@((@_%f+(ﬁ_%)2)zo.

Altsa er uligheden (11) opfyldt.
Lighedstegnet i den givne ulighed geelder netop hvisa=b=0ellera=b= 1.

3. metode (Walther Janous, Innsbruck).

Vi seetter

sa uligheden er ensbetydende med
10 +y?)? +3 (X% +y?) = Xy + yx

& FCHY) +3(C+Y) = xy(x+y) . (12)
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Nuer xy <3(x*+y?) fordi denne ulighed er ensbetydende med
2xy < xX°+y? < (x-y)*=0.
Vi viser den skarpere ulighed i forhold til (12):
FOC Y)Y +5 (X +y%) 2 3 (X + Y )(X+Y)
10 +y)+1 > I(x+y) < 2 +2y*+1>2x+2y
& 2¢+2yP-2x-2y+120 < 2(x-1) +2(y-1) 20,

hvilket er sandt.

4. metode (Asger Olesen).

Ved multiplikation med det positive tal aib er uligheden ensbetydende med

2(a+b)* , a+b . 4avb+4by/a
ab ab ab

Foralle a, b >0, sa (13) er opfyldt.

Besvarelser modtaget fra:

Jens-Sgren Andersen
Hans Benner
Walther Janous
Hans Mortensen
Asger Olsen

Jan Erik Pedersen

(13)
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