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Opgave:

Vis folgende trigonometriske identitet:
L 1 1 _us.

indm in43n indSn
Sin 14 SIn 14 SIn 14

Besvarelse:

1. metode.

Vi seetter
a=sinZ =cos&Z=cos& , b=sin%=—cosit=—-cosZ ,
c=sin3E=cosZ =cosZ.
Efter det trigonometriske formelmaskineri geelder

cos7v = 64cos’v - 112¢0s°v + 56¢0s%V - 7¢OosV .
Forv = 3£ f3s

-1 =cos3n = 64c0s’ 2 —112cos’ 32 +56c0s° 2 —7 cos 2
< 64a’-112a°+56a%-7a+1=0.
Forv = 2 f3s
-1 = cos5n = 64c0s’ & —112¢0s’ 3£ +56.cos’ & — 7 cos &
& 64(-b) - 112(-b)5 + 56(-b)3 - 7(-b) + 1 =0,
Endelig fas forv = Z:
-1 =cosn = 64cos’ 2—112¢0s° 2 +56c0s> Z —7cosZ
& 64c’-112¢° +56¢3-7c+1=0.

Nu er
64X - 1125 + 56x3 - 7x + 1 = (X + 1)(8X3 - 4x2 - 4x + 1)? | (1)

sa vi ser, at a, -b og ¢ er nulpunkter i polynomiet (1) og dermed i ligningen

2

8 -4x2-4x+1=0 < X -3ix*-1ix+1i=0,

og efter Vietas formler for rgdderne i et polynomium er

a-b+c=%1 , -ab-bc+ac=-% , abc=1%.
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Sa far vi

hvoraf

Videre er

hvoraf

Endelig er

hvoraf

Til slut er

1 =(a-b+c)=(a®+b*+c?) +2(-ab-bc+ac)=a?+b?+c?-1,
a?+b*+c’=3.

1 =(-ab - bc + ac)? = (ab)? + (bc)? + (ac)? + 2abc(-a + b - ¢)
= (ab)? + (bo)” + (ac)’ +2-§-(~3) .

(ab)® + (bc)? + (ac)* = ¥ .
o = ((@b)* + (bc)” + (ac)?)® = (ab)* + (bc)* + (ac)* + 2(abc)*(a* + b* + ¢?)
= (ab)* + (bc)* + (ac)* + 2- 553
(ab)* + (bc)* + (ac)* = &% .

1.1 .1 (ab)*+@0e)"+(ac)’ 1%
At gt 7= 7 ZTC
a’ b" c (abc) (%)

2. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).

Vi satter i

S& har vi

09

den komplekse plan
ik

_ald _ Kt | icin kn _
g =e =cosqz+isingg k=012,..,27.

144k = "8k

ikn  1(14-K)n 14in

iz

. _pld i _ald _ -
& Epay =€ e =e¥ =" =-1.

(1)
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For k =1, 3, 5 sa&tter vi

X, =sin* &
og desuden far vi brug for det lidt kryptiske udtryk

. 2 2 2
& =—& &k —_(5k+514—k) +26, -6

=—(2i-Img, ) ~2=—4i*-(Img, ) ~2=4sin*kx 2 =4x, 2.

Nu er
X28 -1= (X14 _ 1)(X14 + 1) - (X14_ 1)(X2 + 1)(X12_ X10+ X8_ X6+ X4_ X2 + 1)

= (x"- D¢+ 1)p(x) .
Polynomiet x? — 1 har de 28 enhedsrgdder g fork=0,1,2,...,27. Disse tal fordeler
sig saledes:

Tallene &, er radder i x* - 1fork=0,2,4,86,...,24,26,

Tallene ¢, er rgdder i x>+ 1fork=7,21,

Tallene &, er rgdder i p(x) fork=1, 3,5, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27.
Redderne i p(x) kan deles i grupperne

{51’513"915"927} ' {‘93"911’517"925} ' {85’59’519"923}-

)
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For grupperne far vi fglgende udregninger:
(X—&g)(X—&,3)(X—&5)(X—¢€y) =(X—&)(X—&3)(X+ &) (X+ &)
=X —-&2)(C —¢g5) =X +(~&° —g5 )X + &g =X +ax’ +1.

Den anden gruppe giver

(X=&)(X—&,)(X— &, )(X—&p5) =" - - = x* +33X2 +1,
og den tredje:

(X=&)(X—&)(X—&g)(X— &) =+ - - = x* +a5X2 +1.
Dermed far vi oplgsningen

p(x) = (x* + arx® + 1)(x* + asx® + 1)(x* + asx® + 1)
=x1? + (a1 + a3 + as)x'% + (3 + a1as + asas + asar)x® + (2a1 + 2a3 + 2as + ajazas)xX°
+(3+aaz +asas + asa)x* + (ar +az+as)x> + 1.

Sammenligning af koefficienter giver

aatazt+tas=-1 , 3+aiaz+azas+asar=1 , 2a1+2a3z+2as+ aiazas =-1 ,

hvoraf
aatazt+tas=-1 , axaz+azas+asa1=-2 , aiazas=1.
Efter (2) er
+2 +2 a +2 +a,+a.+6 5
x1+x2+x3=a14 +a34 + 54 _4 a34 2 =7
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+2 a,+2 +2 +2 a+2 a +2
XiX3 + XaXs + Xexq = o2 Bate BHL Bl Bvl B

4 4 4 4 4 4
_a1a3+a3a5+a5a1+4(a1+a3+a5)+12__2+4.(_1)+12_§
B 16 - 16 8’
X _at2 a;+2 a5+2_a1a3a5+2(a1a3+a3a5+a5a1)+4(a1+a3+a5)+8
T 64
_1+2-(29)+4-(-D+8_ 1
64 64 -
Dermed har vi
1 1 11 1 1 XX XX XX
s 4 g s 4 3g e L ML 2
sin® [ sin" 4% sinTgr XS X© X (X X5Xs)
2 3)\2 1.5
_ (X + XXs + %6 %,) _2X1X3X5(X1+X3+X5):(§) ~2-45°3 _416.
(4 %%)* (6*14)2

3. metode (Palle Bak Petersen, Hillergd).
Redderne i polynomiet f (x) = x - 1 er de 7. enhedsradder
g =cosZK tisin2Zk | k=0,1,2,...,6.
Summen af rgddernes realdele er 0, og hvis vi for nemheds skyld sztter v= %, er derfor

1+ cos2v +cos4v +cos6v +cos8v +cos10v+cosl2v =0

< 1+c0s2v—Cc0sS3v—CcoSV—CcosV—Ccos3v+cos2v=0

< 1-2c0sv+2c0s2v—2cos3v=0 <> cosv—cos2v+cos3v =1

5 -
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Vi seetter u = {5, s& det givne udtryk kan omskrives til
1 1 1 1 1 1
— + =75 = + +

. .4 . . . .
sin“Z  sin“3%  sin®3% sin*u sin®3u sin®S5u

_sin*u-sin*3u+sin®u-sin®5u+sin® 3u-sin“5u _ t
sin® u-sin* 3u -sin* 5u n

Efter det trigonometriske formelmaskineri er
sinu = (cos4u—4cos2u +3)
sin“3u = §(cos12u—4cos6u+3)
sin®5u = £(cos20u—4cos10u+3) .
Dermed kan vi udregne de tre produkter i teelleren:
sin‘u-sin*3u = & (cos4u —4cos2u+3)(cos12u—4cos6u +3)

= (cos2v—4cosv+3)(cos6v—4cos3v+3)

=& (cos2v—4cosv +3)(—cosv—4cos3v+3) .

Ved multiplikation af parenteserne og brug af formlen

COSX-COS Y = 1(cos(X—y)+cos(x+Y))
far vi
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sin®u-sin*3u =& (11— cosv+15c0s 2v -4 cos3v) .
Efter samme princip fas

sin®u-sin®5u =& (11-4cosv+3 cos2v-15cos3v)
09
sin® 3u-sin® 5u = & (11-15cosv +4 cos 2v - cos3v) .
Addition af de tre produkter giver

t = &(33+53(—cosv+cos2v—cos3v)) =& (33+53-3) =43 .
Derefter reducerer vi naevneren:

n = sin®u-sin*3u-sin?5u = k5 (cos2v - 4cosv + 3)(11 - 15cosv + 4l cos2v - £ cos3v) .

Efter et orgie af algebra nar vi frem til
n= g (73%+146% (cos2v—cosv—cosdv)) = (ZE2+ 3. )= L L = Lo
Den sggte sterrelse har derfor veerdien

13
1 1 1 128 _13-4096
Y e B BT =416.
sin“ {7 sin" 37 Sin" 37 a0

Bemaerkning Vi kan ogsa reducere navneren pa fglgende made. Da
sin 3% =cos 4% 0g sin 3% =Cos 4%, er

i i i —qj in3 in3T — qj in3 2
smu-sm3u-sm5u_smﬁ-smﬁ-smﬁ_smﬁ-smﬁ-cosﬁ

T . ojn T 2n 4n 2n 4n
_ 2COSH~SIHH'COSH'COS 14 Sln 14 -CO0S 14 COS 14 _ sin 14 -COS 71 14

2cos {7 2cos i 4cosiy
in8 8
_ sin% cos(f—ﬁ) _ cos(—4%) 1
8cos 8cos{; 8cosy; 8

Dermed er

:(sinﬁ-sini—ﬁ'Si” %)4 = (%) = 7565 -

Bemarkning. Som oven for navnt er
H — 3 in3n _ Sm 2 inSnt _
sin& =cos& |, sin{% =—C0s2E =Ccos4E , singfF =cos%
sa formlen ogsa kan skrives pa fglgende smukke made:

1 1
7

1
— +—5 = 416.

3n
< COos

3
4. metode (Asger Olesen, Tander).

Ved at benytte formlerne

cos(3—x)=sinx 0g Cos(m—X)=—cosX
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fas
H _ 4 in 3t 2 in St
sin& =-cos4: | sin3Z=cosZ , sinZ=cosZ,

s& formlen kan omskrives til

=416.

Den trigonometriske funktion secans er som bekendt defineret ved

secx = —— ,
cos X

sa vi skal vise, at
sec’ Z+sec’ 2% +sec’ 4L =416 .
Nu er

(ne.0)=(3.2.%)

vinkelszttet i den sakaldt heptagonale trekant, som indeholder en mangde interessante satninger,
som kan findes i henvisninger for neden. | den heptagonale trekant skal vi vise, at
sec’A + sec’B + sec’C = 416 .
Vi har, at
sec*A + sec’B + sec*C = (sec?A + sec®B + sec’C)?

- 2(sec?A- sec?B + sec?B- sec’C + sec’C- sec?A)
S4& det gnskede vil vaere vist, hvis vi kan vise, at

sec®A + sec’B + sec’C =24
0g
sec®A- sec’B + sec?B- sec’C + sec?C-sec’A =80,
fordi
24%2-2.80=416.

Vi viser to lemmaer, der fgrer frem til disse resultater.

Lemma 1. | den heptagonale trekant geelder
cos A-cosB-cosC =—1.
Bevis. Vi far, at
—sinZ =sin(n+%)=sin% =2sin 4 cos & =4sin L -cos L& - cos &

=8sinZ-cosZ-cos4-cos4 =8sinZ-cos A-cosB-cosC ,
hvoraf
cos A-cosB-cosC =—1%.

Lemma 2. | den heptagonale trekant geelder
cos® A+cos’B+cos’C =2,

Bevis. | enhver trekant er
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-cosC = cos(A + B) = cosA- cosB - sinA-sinB

<> C0SA-cosB + cosC = sinA-sinB ,

og ved kvadrering fas
c0s?A- c0s?B + 2¢0sA - cosB - cosC + cos?C = sin?A- sin’B
< (1-sin®A)(1 - sinB) + 2cosA- cosB- cosC + 1 - sin?C = sin?A-sin’B
< sin?A +sin®B + sin?C = 2 + 2c0sA- cosB- cosC .

I den heptagonale trekant bliver dette til

sinA +sin’B +sin’C=2-2-1=1,
sa at

1-cos?A+1-cos’B+1-cos’C=1%

< cos’ A+cos’ B+cos’C=3-£=2,

Nu far vi

1 cos’C

sec’A-sec’B = — —=— . —
cos” A-cos”B  cos” A-cos” B-cos”C

og tilsvarende for de to andre produkter sec?B- sec’C og sec’C- sec?A. Efter lemma 1 og lemma 2
far vi sa
cos? A+cos? B+cos?C

sec?A- sec?B + sec?B- sec?C + sec?C - sec?A = =

=80.
cos® A-cos? B-cos® C

j‘;‘»—\lb\m

Vi viser dernast, at
sec?A + sec’B + sec’C =24 .
Vi har, at

sec’ x = 12 =1+tan®x,

CoS X

sa vi skal vise, at der i den heptagonale trekant gealder

1 +tan®A + 1 + tan’B + 1 + tan’C = 24
eller at
tan’A + tan’B + tan’C = 21.
Vinklerne i trekanten er

(A,B,C):(%,ZT",“T’TJ ,
og vi far
tan4-2=-tan3-%
tan4-Z =tan & =—tan L =—tan3-2£
tan4 -4 =tan1$f =tan 2% = —tan 122 =—tan 3. 4¢.
For enhver af vinklerne x i den heptagonale trekant gealder altsa, at
tan4x = -tan3x .

Efter det trigonometriske formelmaskineri er
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4tan x —4tan® x
tan* x—6tan® x+1 "’

3tan x —tan® x
1-3tan® x

tan3x = , tan4dx =

sa vi far
4tanx—4tan®x _ tan®x—3tanx

tandx = -tandx < 7 > = >
tan® x—6tan” x+1 1-3tan” x

For overskuelighedens skyld satter vi t = tanx og far

4t _ 43 t3 -3t 3 2\ — (+4 2 3
= < (4t-41°)(1 - 3t9) = (t7 - 6t + 1)(t° - 3t
t*—6t2+1 1-3t° ( X )=( X )

&ttt -21t4+3512-7) =0 <« tanx((tan®x)® - 21(tan?x)? + 35tan>x - 7) = 0 .

I denne ligning kan x antage verdierne %,27“,47”, sa lgsningerne til ligningen
72-2122+352-7=0
er tanA, tan’B og tan®C. Efter Vietes formler for rgdderne i polynomiet far vi, at
tan®A + tan’B + tan’C = 21

som gnsket.
Bemerkning:

Den anfarte formel er et specialtilfeelde af falgende generelle formel:
n

+kn =%n(n +D(n*+n+1).
k=105 2n41
For n = 3 far vi formlen i opgaven pa formen
1 1 1
+ + = 416.
cos*Z  cos*ZF  cos' 3
For n =4 far vi
1 1 1 1
it + = 1120,

og n =5 giver
1 1 1 1 1

+ + + =2480 .
4 q 4 2n 4 3 4 4n 4 51
CoOs {7y COS g7 COS 47 COS 77 COS 17

Henvisninger:
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Leon Bankoff & Jack Garfunkel: The heptagonal Triangle (Mathematics Magazine,
Jan-Feb 1973, The Mathematical Association of America)

Alija Muminagi¢ & Jens Carstensen: Den heptagonale trekant (MatematikMagasinet 100,
oktober 2017)
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Jan Erik Pedersen
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