Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 389
(April 2022)

Opgave:

a. Vis, at der for alle naturlige tal n > 3 geelder

2.J3-34.45..7Yn > n.

b. Vis, at der for alle naturlige tal n geelder
1.4/21-331.4/a1...¢/n1 < %

c. Vis for alle naturlige tal n, at

62I’I + 3I’l+2 + 3”
er delelig med 33.

Besvarelse:

a.
1. metode.

Vi benytter uligheden A > G mellem det aritmetiske middeltal A og det geometriske middeltal G pa
de k- 1 tal
k,k,...,k,1,

hvor tallet k er gentaget k - 2 gange. Sa far vi
=M :k_l k-2
A 1 og G="vk“*.
Altsa geelder fork=2, 3, ..., n:
A>G o Kk=D+1 iz (k —1)° 5 k_i/$

k-1 k-1

o k-1>K_ o kYk > X

= k-1’

hvor lighedstegn kun galder for k = 2. Dermed er

2 3. YG 4B 234 0

4
123 n-1

2. metode.
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Vi benytter uligheden G > H mellem det geometriske middeltal G og det harmoniske middeltal H
pa tallene

1,1,1,...,1,k,
hvor 1 er gentaget k - 2 gange. Sa er
G = Yk
0g

Moo k-l k-1 _ k(1) _kk-D_ k
Teledlel k-2+% (k-2k+1 (k-1 k-1°

Fork=2,3,...,neraltsa

- k
> k
G>H < k > 1
og derefter fortsaettes som under 1. metode.
3. metode.

Binomialformlen giver

)

Her er der k - 1 led, og

L9 [

k-1
1
k—lj G U N (T

Il
VR

'_\

_l’_

ogforl<i<k-1ler

k-1
( i J:(k—lxk—z)-q(k—i)<(k—1)(k—2)-_~<k—i)<1_
(k-1 it (k-1 (k-2

Dermed er

k-1
k _
(k_—lj <1+1+---+1=k,

hvor 1 er gentaget k gange. Altsa er

k-1
(ki_lj <k o L_s"—é/i.

k-1

Derefter fortsaettes som under 1. metode.
4. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).

Vi bruger induktion. For n = 3 er pastanden
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2./3>3,

hvilket er sandt. Antag, at uligheden er sand for n =k - 1, hvor k > 3, dvs. at

23 Fk-1>k-1.
2.\/§.§/Z...k_,2/k_1.k_\]/i> k .

Efter induktionsforudsaetningen har vi, at

2334 -1 Yk > (k-1)- <k,

k-1)-“Ik >k.

Vi skal vise, at

s vi gnsker at vise, at

Nu er
k-1)-Yk >k o INIk>Ink < Link>Inds

< Ink > (k=1)-(Ink—-In(k-2)) .
Efter middelverdisatningen findes et tal c mellem k - 1 og k, s&
Ink —In(k —1)

k- "
eller
_1 1
Ink - In(k- 1) = < <11
Dette giver
(k-1)-(Ink-In(k-1)) <1<Ink,
sa (1) er opfyldt.

5. metode (Hans Mortensen, Skive).

Som under 4. metode skal vi vise, at

(k-1)*Ik > k.

Denne ulighed omskrives saledes:

In(k—1)+&;Ink>Ink < In(k—-1) > Ink-(1-¢%;)

In(k-1) _ Ink
k-2 ~k-1°

Dette er tilfeeldet, hvis funktionen f(x)= '”X er aftagende. Vi finder, at

< Ink-1)>Ink-£2 <

%-(x—l)—ln X-1_x-1-x-Inx
(x-1)? x(x—1)°

f'(x) =

sa at
f'(X)<0 < x(1-Inx)<1.

Dette er opfyldt for x > 2, og dermed er den gnskede vist.

(1)
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b.
1. metode.

Vi husker, at talfelgen
a,=(1+1)" . n=1,23,...

er monotont voksende og konvergerer mod e. Idet a; = 2, geelder altsa for alle n at

1+1)'22 < n"(1+3)' 220" < (n+D)"=2n". 2)
Nu viser vi ved induktion, at

2"-nt <n" for n>6. 3)
Forn=1,2,3,4,5galder2"-n! > n", menforn==6er
2°.6! = 64720 = 46080 < 46656 = 6° .

Vi multiplicerer induktionsforudsatningen (3) med 2(n + 1) og benytter (2), sa vi far
2"nl-2(n+1) <n"-2(n+1)
& 2™+ <2n+D)-N" < (n+ DN+ 1)"=(n+1)™L,
Dermed er (3) vist, hvor n er erstattet med n + 1 og induktionsbeviset er fart.
Af (3) fas forn > 6:

< < < (4n) o Yni<in. (4)
Uligheden
121331441 4ot < 57 (5)

Viser vi ved induktion for n > 6. Vi far ved hjelp af induktionsforudsatningen (5) ved at benytte
(4), at

12! 3144t nt-rgf(n 1)1 < Sl + D)1 < @%_6@;})',

og dermed er beviset fart for n > 6, idet n er erstattet med n + 1.
Uligheden geelder forn =1, 2, 3, 4, 5, idet

1<621 3, 121=2<821_3 1.\/5-E/Qz2,57<633'=4,5,
1'&'@'@%5,69<6f’|:9 : S_25,

2. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).

Vi satter

f(n)=1-v21-331.-4a1.-.Ynl og g(n)= ”—n,

hvor a forelgbig er et givet positivt reelt tal. Vi far, at
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f(n)=1-+/20-331- Y41 Y -D1-Unt = £ (n-1)-Unt

og at
|
gim=a-gr=a-U7 N =g(n-1)-3
Heraf fas

g(n) _g(n-1) 3
fn) ~ f(n—D Yo

Ved udregning ser vi, at

n
2 n
—= = <1 for n<5.
Yt 2Um
Vi viser dernast, at
——>1for n>6.
2\/

Dette er ensbetydende med, at
n>2Ynl < nl< (%) for n>6.
Denne ulighed viser vi ved induktion, sa vi antager, at
(n-1)! < (%52)"
for et n > 6. Efter induktionsforudseetningen er

n'=n(n-1)!< n-(”Tfl)n_1

Vi skal derfor vise, at

Vi kan omskrive denne ulighed saledes:
(nT_l)n—l - %.%.(%)nfl - (nT_l)n—l - %.(%)nfl

< (-2 <Inf+(n-1)-In]

< (-1)-(In2%2-InJ)<-In2 < Inn-In(n-1) > ;-2

Efter middelverdisatningen findes et tal ¢, sdn-1<c<nog
Inn-In(n-1) _ 1
n-(n-1) F(c)= n
eller
Inn—In(n-1) > £ =-L;(1-1)> ;- In2.

Her har vi benyttet, at der for n > 6 geelder, at 1 <1, s3

ol

1-4>1- >O70>|n2

Altsa er uligheden (5) eftervist.

()
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Ovenfor fik vi

g(n) _g(n-1) 3
fn) - f(-1) Ynt'’

og efter induktionsbeviset geelder for n > 6, at

n
ﬁ >1,
og dermed
g(n) _ 9(n-1)
f(ny ~ f(n=1)
sa at

g(6) L 9B 9 _ 9(6)
(6 f6) ' @) fE®

Dette betyder, at ?E”)) er mindst for n = 5.

Hvisa=4er

9(6) _ 94 3 _9® 2 3 9@ 3 2 3
f(6) () 51 TQ) ar 31 T2 331 a1 3o
9(1)1%2%4'%1%2,%k.

F@ J2r 331 a1 s 21 31 4far s

Vi udregner tallet k:

kep L 3 2 5

2. . . . ,
2 2306 424 23120

k60 _ 260 i ' 360 ' 260 ' 560 _ 2120 ‘360 .560
230 260 R 620 2415 260 .12012 290 . 220 . 320 . 245 .315 . 260 . 236 .312 . 512

9120 80 60 13 a8

- 2251 . 347 . 512 - 2131

Vi finder ved hjelp af regnemaskine, at
log(k®®) = 13-1og3 + 48-log5 - 131-log2 ~ 0,3182,
hvoraf

k>1 %ﬂ o g)> f(n),

hvilket er det gnskede.
Hvis man synes, at det er *usportsligt’ at bruge regnemaskine, kan vi vurdere k sale- des:

3 48 12 48 4 12 2 12 2 12
3°.5% 2.33°.5% (35} (325 | o325
o131 7132 ol 2-1024 2-1025

12
6. (3 25) =6(Ej >60'912=6(0’92)6>60’86

2-41 82

=6-(0,8°)° > 6-0,6°=6-0,216 >1 .
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Dette er en skeerpelse af den oprindelige ulighed i opgaven, idet konstanten 6 er erstattet med
konstanten 4.

C.

Vi bruger induktion. Forn=1er
62+ 3%+ 31 =66
delelig med 33. Antag nu, at 33 garop i
a=g2k+D) 4 gk+1)+2  gk+1_ 2k+2 4 gk+3 4 gk+1

Vi far, at
a=62.6%K+3.3k*243.3k=36.62K+3.3k*2 4 3.3k

- 3(62k + 3k+2 + 3k) + 3362k .
Her gar 33 op i bade farste og sidste led, og dermed i a.

Bemerkning.

Jens-Sgren Andersen, Esbjerg, har falgende bemaerkning. Vi har, at
an = 62" +3M2 4+ 3" =37 22" 4+ 3M2 + 3" = 37(3". 2" + 32 + 1) = 3" (12" + 10) .

Hvis vi regner modulo 4 fas
an=(-1)"-(0+2) =2 (mod 4),
sd an er delelig med 2 men ikke med 4. Regnes modulo 5 far vi
an =3"-2"=6"=1(mod5),
sa ap er ikke delelig med 5. Da 3, 11 og 2 er indbyrdes primiske, er alle a, delelige med 66 og ikke

blot med 33. Vi far, at
aa=66 , a2=1386=21-66 , a3=46926=711-66 , as=1680426 = 2546166

Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen
Roger Bengtsson
Hans Benner
Walther Janous
Hans Mortensen
Asger Olesen
Jorgen Olesen
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