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Svar pa opgave 391
(August 2022)

Opgaverne:

Et par smukke, men mindre kendte seetninger om den retvinklede trekant.

a. I AABC er C = 90° og punkterne D og E ligger pa AC og BC. Projektionerne af C pa AB, AE, DE
ogBDerP,Q,RogS. Vis,at P, Q, R og S ligger pa en cirkel.

A

b. I AABC er C = 90° og M er midtpunkt af hypotenusen AB. Punktet D ligger pa AC, sa CD = CM.
De omskrevne cirkler for AAMC og ABDA skeerer hinanden endnu en gang i punktet P. Vis, at AP
er vinkelhalveringslinje for vinkel A.
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c. IAABC er C =90° og B = 30° og AD er vinkelhalveringslinje for A. Desuden er F midtpunkt af
AC. Den vinkelrette pd BC i D skaerer AB i E. Vis, at CE L DF.

A
E
F
30°
C D B

d. I AABC er C =90°. Den indskrevne cirkel i AABC tangerer BC og AC i D og E. Lad M veere
midtpunkt af AB og P og Q centrer i de indskrevne cirkler i ABCM og AACM. Vis, at PD// QE og at
PD? + QE? = PQ2

B

C E A

e. IAABC er C =90° og AM og BN er vinkelhalveringslinjer fra A og B. Hgjden CH skerer AM og
BN i P og Q. Vis, at forbindelseslinjen mellem midtpunkterne E og F af PM og QN er parallel med
hypotenusen AB.
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Besvarelse:

a. Vi seetter
u=~CED , v=2CBD , w=ZDEA.

I oCQPA er vinklerne CQA og CPA rette, sa firkanten er indskrivelig, og AC er diameter i den
omskrevne cirkel. Sa er ZCQP =180°— A, og lige store periferivinkler i den omskrevne cirkel
giver

ZAQP = Z/ACP =90°-A=B.

c D A

Modstaende vinkler er supplementvinkler, sa ~QPA=180°—~/QCA Lige store periferivinkler

giver
ZQPC = ZQAC =90°— ZQCA=ZECQ =90°— (u+w) . 1)
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I oBPSC er vinklerne BPC og BSC rette, sa firkanten er indskrivelig, og BC er diameter i den
omskrevne cirkel. Vi far, at #/BPS =180°— /BCS og

/CPS = /BPS — /BPC = /BPS —90° = (180°— /BCS) —90° = 90°— /BCS =v. (2)

C D A

Modstaende vinkler i firkanten giver
/PSC =180°-B,
og lige store periferivinkler i den omskrevne cirkel giver
/PSB=/PCB=90°-B=A.
I oCRSD er ZCRD = ZCSD =90°, sa firkanten er indskrivelig og diameteren i den omskrevne
cirkel er CD. Modstaende vinkler i firkanten giver
/RSD =180°—- Z/RCD =180°—(90° — ZECR)
=90°+ ZECR =90°+(90°—u) =180°—u .
Lige store periferivinkler i den omskrevne cirkel giver
ZRSC = /RDC =90°—u .
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Desuden giver lige store periferivinkler, at
ZCRS = ZDRS + ZCRD = ZDRS +90° = ZDCS +90°
=90°— ZBCS +90° =180°— /BCS =180°—(90°—v) =90°+V .
Af denne sidste omskrivning far, at
Z/DRS =v . (3)
I oCRQE er ZCRE = ZCQE =90°, sa firkanten er indskrivelig og diameteren i den omskrevne
cirkel er CE. Modstdende vinkler giver
ZCRQ=180°—2ZCEQ=180°—(u+w) .

Lige store periferivinkler giver, at

ZERQ = ZECQ =90°—(u+W) . 4

B

Vv P
E..Q

W
u ‘s
"iR .
- - -

Sa fas efter (3) og (4), at
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ZQRS =180°—(4ERQ+4DRS) =180°-(90°—u—-w+Vv)=90°+u+w-v,
og efter (1) og (2) er

Dermed er

ZQPS = ZQPC+ ZCPS =90°—u—wW-+V .
sa oPQRS er indskrivelig.

ZQRS + ZQPS =180°,
b. Da oBPDA er indskrivelig, er

/PBA=180°- ZADP = /CDP ,
og da otCPMA er indskrivelig, er

ZACP =180°- Z/PMA = /PMB.

(9]

er kongruente, fordi

MB=CD |,

Da AABC er retvinklet, er CM = MB, og da CM = CD, er CD = MB. Nu ser vi, at APMB og APCD
ZPMB = ZACP = ZPCD

/PBM = /PBA= ZCDP ,
sa de to trekanter har en side og to hosliggende vinkler parvis lige store. Dermed er hgjderne fra P
pa siderne MB og CD lige lange, sa P har samme afstand fra AC og AB.
Altsa ligger P pa vinkelhalveringslinjen for A.
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Bemaerkning. Det lan tenkes, at kateten b er sa
kort, at D falder pa forlaengelsen af CA ud over A.
Dette sker, hvis b < MC, sa vi har

b<MC < b<ic

& 2b<c o 4b%<c?
< 4bP<ai+b? o 3b?<a’
= %>\/§ & tanA>3
< A>60°.

Igen er oBPAD (fer var det otBPDA) og cCPMA
indskrivelige, og argumentet forlgber som far.

c. Vihar, at AC = b og AB = 2b, da AABC er en 30°-60°-90°-trekant.
Desuden er BC = b+/3 og AF = 1b.

Nu er AACD en 30°-60°-90°-trekant, sa CD = % 0g

BD =BC-CD=by3-2=4b\3 .

Da ABDE er en 30°-60°-90°-trekant, er DE = BT?E) =2b.

Vi ser, at ADAE er ligebenet, sd AE = DE = 4b.
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A
E
F
30°
C D B

I AEFA giver cosinusrelationen
EF? = AF? + AE? - 2AF - AE - c0s60°

=(3b) +(3b) ~2-3b-2b-3 =102 +4b” - 1b* = Bp?.

Dermed far vi

2
2 2 - 13RK2 b _ 25R2
EF-+ CD* = %b +(ﬁ) =£<22p '

CF?+DE’= 1b? +(2b) =1b% +4b? = Bp? .

Dermed er tDEFC en ortodiagonal firkant, sa A
CE LDF. B

For en ordens skyld viser vi, at hvis summen
af modstaende siders kvadrater i en firkant er
den samme for de to par modstaende sider, sa er
diagonalerne ortogonale.

Med figurens betegnelser er v vinklen mellem
diagonalerne og p, g, r og s de stykker, som
skaeringspunktet deler dem i. Cosinusrelationen
giver

AD? + BC? = p? + g% + r? + s - 2cosv- (pr + (s)
AB?+ CD? =p? + g% + r? + s2 + 2cosv - (rq + ps)

hvoraf
AD? + BC?2=AB2+ CD? <> (rq+ ps)cosv = (-pr - s)cosv

< cosv-(p+qg)(r+s)=0 < v=090°.
d. Den indskrevne cirkel i AABC tangerer AB i F. Sa er BD = BF, og da BP er vinkel-

halveringslinje for ZCBA, er APBD og APBF kongruente, sa PD = PF og
/PDB = /PFB.
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P4 samme made er AQAF og AQAE kongruente, sa QE = QF og ~QEA= ~ZQFA.
Forleengelsen af PD ud over D skerer AC i G. Da ACBM er ligebenet, er MP midtnormal for BC og
derfor skarer MP siden BC i K, hvor BK = KC. Vi finder i ABPK og ABMK, at

PK =BK-tan1B=BM -cosB-tan3B =cosB-4 AB-tan ;B
=1AB-sinA-tan$B=AB-tan$B-sinJ A-cos$ A. 1)
Nu er det kendt, at radius i den retvinklede trekants indskrevne cirkel er
CD=1(AC+BC-AB),

hvoraf
BD=BC-CD=BC- $(AC+BC-AB)=$(BC+AB-AC) .
Séer
KD=KC-CD=41BC-CD=3%BC- $(AC+BC-AB)
= 1 (AB-AC) = 1 (AB - AB-cosA) = $AB(L - cosA) = AB- sin’1 A . 2
Vi seetter

v=/PDB og w=ZQEA,
og far i APKD ved hjeelp af (1) og (2), at

tany = PK _ AB-tan3B-sinjA-cosj A taniB-cos3 A tan$B
- KD AB-sin* 3 A ~ sinfA taniA’

P& samme made er

_tanjA

tan w T .
an 1B

Datanv-tanw =1, er v+ w = 90°. Endelig er
ZQEA=w=90°-v=90°- ZCDG = #ZDGC.
Derfor er PD//QE.

Nu er
/PFQ =180°- ZQFM — /PFB =180°— Z/QFA— ~ZPDB =180°—w—Vv =90°.
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I den retvinklede APFQ er sa

PQ?=PF? + FQ? = PD? + QE?.
e.
1. metode.
I AAMC og AAPH er

ZCMA=90°-3A=ZAPH = ZCPM .

Sa er ACPM ligebenet og CE L PM. Da ZCEA og ZCHAer rette, er oCEHA indskrivelig, og lige
store periferivinkler i den omskrevne cirkel giver, at

/ECH = ZEAH = Z/EAC = ZEHC .

Dette medferer, at ACEH er ligebenet og EC = EH. Punktet E ligger altsd pa midtnormalen af CH.
Analogt vises, at F ligger pA midtnormalen af CH. Dermed er EF L CH, sa EF[JAB.

Vi har som ekstra resultat opnaet, at EF halverer hgjden CH.

2. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).
Lad I veere skaeringspunkt mellem BN og AM, dvs. | er centrum for den indskrevne cirkel. For
nemheds skyld setter viv= 3 A ogw = 3B, sdv +w =45°,

August 2022 Side 10/11 Matematik




Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

I ACNB er
ZCNQ = ~ZCNB =90°—w.
I AHQB fas, at
ZCQN = ZHQB =90°—w.
Dermed er Z/CNQ = ZCQN , sa AQCN er ligebenet. Da F er midtpunkt af NQ, er CF hgjde i
AQCN.
I ANCF finder vi, at
Z/NCF =90°— ZCNF =90° — ZCNQ =90° —(90° —w) = w.
Pa praecis samme made ses, at /MCE =v. Saer
/FCE = ZNCM — ZNCF — ZMCE =90°—w—Vv =90°—45° = 45°,

Efter sasmme fremgangsmade som oven for ses, at CE er hgjde i APCM. Da altsa ZCFI og ~CEl
er rette, er OFCEI indskrivelig og lige store periferivinkler giver

/EFB = Z/EFI = Z/ECI = Z/MCI — ZMCE =45°—-v =w= /FBA.
Altsa er EF||AB.

Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen
e Walther Janous
e Jan Erik Pedersen.
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