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Opgaverne:

a. Lad u og v vere hele positive tal, sa
43 _u 17
197 “v =77
Bestem den mindst mulige veerdi af na&vneren v.
b. De hele positive tal x og y opfylder, at

2020 _ x _ 2021

2021 “y 2022
Bestem x og y, sa x + y er mindst mulig.

c. Find de to mindste hele positive tal n, sa brgkerne

68 69 70 133
N+70 ' n+71' n+72’'° "' n+135

alle er uforkortelige.

d. De hele positive tal a, b og ¢ opfylder, at

a>b>c og 12b>13c>1la.
Vis,ata+b+c > 56.

e. Vis, at der blandt tallene af formen 2023k + 8, hvor k er et helt positivt tal, findes uendelig mange

kvadrattal.

Besvarelse:

a. 1. metode.

Vi finder, at
77 v 197 9 \Y; 25
7<0<a3 eller 4+ﬁ<ﬁ<4+4_3'

sd 4 < ¥ <5. Dauog vV er positive hele tal, er v=4u + x, hvor 0 < x < u. Vi far sa om- skrivningen

9 X 25 9 x _25
4+ﬁ<4+ﬁ<4+4_3 S 7<,n
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&S < =<7 & —<uUu<—.

9 1 _ 25 43x 17x
17x u 43X 25 9

Vi vil finde den mindste veerdi af x, for hvilken u er et veldefineret helt tal. For x = 1, 2, 3 far vi
18 8 11 7 4 2
12—5<u<1§ , 32—5<u<3§ , 52—5<u<5§.
Forx=4er
22 5
62—5 <u< 7§ .

Dermed kan vi brugeu=7o0gv=4u+x=4-7+ 4 = 32. Dette er den mindste verdi for v, thi hvis x
> 5, er
43x _ 43
u> E > ? > 8 s

sd Vv =4u+ x> 32+ 5=37. Den sggte mindste veardi af v er altsa 32. Vi far, at

43 7 17
97 <33 <77 eller 0,21827 <0,21875 < 0,22078 .

; - 7 i i 43 17
Vi kan sige, at 5 er den brgk med mindst navner, der ligger mellem ;5> 0g 7.

2. metode (Jan Erik Pedersen, Aakirkeby).

Vi skriver uligheden saledes:
43 X 17
197 “X+y 77"
hvor x og y er naturlige tal. Vi kan omforme séledes:

LENPRD SHPY Y APIN A3(x+Yy) <197x A TTx<17(x+Y)

197  x+y 77

43x+43y <197x A T7xX<17x+17y < 154x>43y A 60x<17y

154 60 60 154
= y<4—3X A\ y>ﬁX = ﬁX<y<4—3X .

Tilnsermelsesvis far vi, at
3,529x <y < 3,581x .

Ved at lade x gennemlgbe tallene 1, 2, 3, ... ser vi, at forste gang uligheden er opfyldt for en hel
veerdi af y, er for x = 7, hvor vi far

24,706 <y < 25,070 ,
sa y = 25. Altsa har vi fundet lgsningen

43 _ 7

17
197 <32 :

< ==

~J

Den naste veardi af x, der giver en hel veardi for y, er x = 9, hvor vi far

31,765 <y < 32,233,
sa vi fary =32 og
fo7 <@ <7 -
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LY
25 ........................................................................... ;
_ 154 :
20 ®y= 43X
_ 60
@ y—vx
10
X
2 4 6 7

Pa en figur angiver x = 7 den farste lodrette linje gennem et helt tal pa x-aksen, som indeholder et
punkt med hel y-koordinat mellem de to linjer med ligningerne y = % X

og y=%x.
3. metode (Walther Janous, Innsbruck).

Vi omskriver uligheden sadan:

A3
197

u 17 77 v 197 77 197
<v<ﬁ = ﬁ<ﬁ<ﬁ = ﬁu<V<EU

eller
4,529411764u < v < 4,581395348u . (1)

Vi lader u gennemlgbe de naturlige tal og far ulighederne

u=1: 4529411764 <v < 4,581395348
: 9,058823529 < v < 9,162790697
. 13,58823529 < v < 13,74418604
: 18,11764705 < v < 18,32558139
. 22,64705882 < v < 22,90697674
: 27,17647059 < v < 27,48837209
: 31,70588235 < v < 32,06976744 .

Altsa far vi for u = 7, at det naturlige tal v = 32 som det mindste passer i uligheden (1) og dermed i
den oprindelige ulighed.

cccoccoccocc
L e I 1
~No o widN

b. 1. metode.

Viser,atx <y, sax =y -d, hvor d er et positivt helt tal. Vi har sa

1 d 1 1 _d_ 1
201 <ty <t 20m © 027y 022
d _.d, d o 2021d<y<2022d . 1)

2021d ~ y ~ 2022d
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Dette er ikke opfyldt for d = 1. For d = 2 fas
4042 <y <4044,

sdy=4043.Saerx=y-d=4041 09 x +y = 8084.
Dax=y-derx+y=2y-d,ogdaviefter (1) har, aty > 2021d, er

X+y=2y-d>4042d - d =4041d .
Hvis d > 3 er dermed
X+y > 4041d > 12123 .

Altsa antages den mindste veerdi af x +y for d = 2, hvor (x,y) = (4041,4043).
2. metode (Jan Erik Pedersen, Aakirkeby).

Den mindste sum fas, hvisy =x + 1. Sd er

2020 X 2021
2001 < %11 <2002 & 2020(x+1) <2021x A 2022x < 2021(x+1)

< x>2020 A x<2021,

hvilket er umuligt.
Sa har vi muligheden y = x + 2, som giver

2020 X 2021
5091 < %23 <202 & 2020(x+2) < 2021x A 2022x < 2021(x+2) ,

hvilket efter lidt regning giver
X>4040 A x<4042,

sa vi kan bruge x = 4041 og dermed y = 4043.

Bemerkning.

Roger Bengtsson, Lund, navner, at opgave a og b kan lgses ved at ga ud fra det sakaldte binzre
Stern-Brocott-tree, som konstrueres ved at man trin for trin dan- ner de sakaldte medianter til
allerede konstruere rationale tal. Her defineres medianten af brakerne £ og ¢ som braken &<

Brokerne i dette tree kan spores ved hjalp af brekerners kaedebreksfremstilling. Mere om dette kan
ses pa Wikipedia Stern-Brocot tree.

C.
Brgkerne har formen

k
T for 68 < k < 133.

Nu geelder for den starste feelles divisor, at
sfd(k,k+n+2)=sfd(k,n+2) .

Brakerne er altsa uforkortelige, nar n + 2 er primisk med tallene 68, 69, . . ., 133. Derfor man + 2
ikke veere delelig med noget primtal, der gar op i mindst et af tallene 68, 69, . . ., 133. Da 133 - 68 =
65, bortfalder derfor alle primtal p < 65 som divisorer i n + 2, da disse er divisorer i mindst et af
tallene 68, 69, . . ., 133.
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Desuden er naturligvis ogsa primtallene i intervallet 68 < p < 133 udelukket. De to mindste
muligheder forn + 2 erdermed n + 2 =67 og n + 2 = 137, dvs. n = 65 og
n = 135. | det farste tilfeelde er de sggte braker

68 69 70 133
1357136 ' 137 ' 200’
0g i det andet tilfeelde
68 69 70 133
205’206 ' 207 ' 270

d. 1. metode.
Daa>b >c, galder, at
a>b+1>c+2,

hvoraf a - ¢ > 2. Vi deler op i tilfeelde.
l.La-c >4.Sdera>c+4,sa

13c>1la > 11(c +4) = 11c + 44,
sa c > 22. Dermed er
a+b+c>c+c+c>66>56.
Il.a-c=2.Da
a>b+1l>c+2,

ma gelde,ata=b+1=c+2,savifar
12b>13c>1la <« 12(c+1)>13c>1l(c+2)
& 12c+12>13c>11lc+22 < c¢<12 A ¢>11,
hvilket er umuligt.
Ill.a-c=3.Derforerb=c+lellerb=c+2.
Hvisb=c+1,er
12b>13c>1la <« 12(c+1)>13c>11(c+3)

< 12c+12>13c>11c+33 < ¢<12 A ¢c>16%

hvilket er umuligt.
Hvisb=c+ 2, er

12b>13c>1la < 12(c+2)>13c>11(c+3)
& 12c+24>13c>11c+33 < €<24 A ¢c> 163 .
Altsaerc > 17ogdermedb=c+2 > 190ga=c+ 3 > 20. Dermed er
atb+c>20+19+17=56.

2. metode (Jan Erik Pedersen, Aakirkeby).

Vi vil undersgge, hvilken minimumsvardi

a + b + c har under de stillede krav til a, b og c.

Viprever meda=x,b=x-10gc=x-2,somkunne vere et af de talseet med mindst mulig sum.
Saer
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12b>13c < 12x-12>13x-26 < x<14,
13c>1la <« 13x-26>11x <« x<13.
Dette er umuligt. Vi prever samed a=x,b=x-1o0gc=x-3og far
12b>13c < 12x-12>13x-39 < x<27,
13c>1la < 13x-39>11x < x<195.

De brugbare veerdier af x er 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26. Fora =20 er b =19 og ¢ = 17 de mindst
mulige veerdier, og a + b + ¢ = 56. Vi ser, at

12b>13c>1la < 12-19>13-17>11-20 < 228>221>220 .

Pa figuren er tegnet linjerne med ligningerne y = 11x, y = 12x - 12 og y = 13x - 39 og deres
indbyrdes skaeringspunkter.

A
B2 G e :
oy=12x-12
D4 B greererrenserenar st :
132 @remerremmrrenn s :
oy =11x o ¥=13x-39 :
// 12 19,5 27

3. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).

Efter det givne er

0<12b-1la=11(b-a)+b,
hvoraf
b>11l(a-b)>11-1=11.

Altsderb > 12, ogdaa> b, era > 13.
Idet
13c>11a >11-13,
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erc>11,dvs.c > 12.
Videre far vi
12b>13c < 12(b-c)>c > 12,

sab-c>1 Altsderb-c > 2,sd at
a-c=(@-b)+((b-c)=>1+2=3.

13c>1la < 2c>1l(a-c)>11-3,

b=(b-c)+c>2+17=19
0g
a>b+1>20
og dermed
at+b+c>20+19+17=56.

Kontrol viser, at a =20, b =19 og ¢ = 17 opfylder a > b > c og at 12b > 13c > 11a, idet
12b =228 , 13c =221 , 11a=220.

e. 1. metode.

Fork=4er
2023k + 8 =2023-4 + 8 = 8100 = 902 .
Nu far vi for et vilkarligt helt positivt tal m, at
(2023m + 90)% = (2023m)? + 2-90- 2023m + 902
=2023’m? + 2023-180m + 2023-4 + 8 = 8 + 2023(4 + 180m + 2023m?) .
For k = 4 + 180m + 2023m? er altsd 2023k + 8 et kvadrattal.

2. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).

Vi viser, at hvis a er et naturligt tal og b et helt tal, sa indeholder differensreekken
an+b , n=123, ...

uendelig mange kvadrattal, hvis den blot indeholder et enkelt.
Antag, at k og m er naturlige tal, sd ak + b = m2. Saer

(an + m)? = a(an? + 2mn) + m?> =a(an® + 2mn) + ak + b=a(@an®+ 2mn +k) +b .

Her er an? + 2mn + k er et naturligt tal g, sd aq + b er et kvadrattal. Disse er der uendelig mange af,
idet an? + 2mn + k er en voksende funktion af n.
Den foreliggende opgave er indeholdt i dette for a = 2023, b =8, m =90 og k = 4, idet

2023-4 + 8 =4(2023 + 2) = 4-2025 = 4-45% = 90° .
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