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Svar pa opgave 395
(December 2022) version 2

Opgaverne:

a. Bestem samtlige hele tal n, for hvilke n* + 6n® + 11n? + 3n + 31 er et kvadrattal.

b. Vis, at der ikke findes positive hele tal n, for hvilke n* - 7n? + 1 er et kvadrattal.

c. Oplas polynomiet x1° + x> + 1 i faktorer med hele koefficienter.

Besvarelse:

a.

Vi satter
f(n)=n*+6n®+11n?+3n+31=(n?>+3n+1)>-3(n - 10).
Altsa er f (10) et kvadrattal, og vi viser, at der ikke findes andre. Vi deler op i tilfelde.
I. n > 10. Her ligger f (n) i intervallet J(n? + 3n)? ; (n? + 3n + 1)’[ mellem to konsekutive kvadrattal,

idet
(n?+3n)? < f (n) < (n?+ 3n + 1)?

< (NP+3n)2<(n?+3n+1)?-3(n-10) < (n®+3n+1)>.

Hgjre ulighedstegn er opfyldt, da n > 10. Venstre ulighed er ensbetydende med

(N?+3n+1)%2-(n*+3n’>3(n-10) < 2n*+3n+31>0,
hvilket er opfyldt. Altsa er f (n) ikke et kvadrattal.
I1. 2 < n < 10. Her ligger f (n) i intervallet ]J(n? + 3n + 1) ; (n? + 3n + 2)’[ mellem to konsekutive
kvadrattal, idet

(n?+3n+1)2<f(n) <(n®+3n+2)?

< (MP+3n+1)2<(n?+3n+1)?2+3(10-n) <(n?+3n+ 2)?.

Venstre ulighed er opfyldt. Hgjre ulighed er ensbetydende med
310-n)<(N®+3n+2?-(n*+3n+1)? < 2n*2+9n-27>0,

hvilket er opfyldt. Heller ikke i dette tilfeelde er f (n) et kvadrattal.

I11. n < -6. Ogsé her ligger f (n) i intervallet ](n? + 3n + 1)? ; (n? + 3n + 2)?[ mellem to konsekutive
kvadrattal, idet regningerne forlgber som i tilfeelde II.
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IV.-6 < n < 2. Vi far fglgende tabel over funktionsvardier:
n |6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2
f(n) |409 166 67 40 37 34 31 52 145

Ingen af disse veerdier er kvadrattal.

b.
1. metode.

Vi har, at
n*-7n2+1=n*+2n?+1-9n*=(n>+1)2- (3n)>=(n*-3n+ 1)(n>+3n+1) .

Antag, at dette er et kvadrattal, og at p er et primtal, der gr op i bade n? - 3n + 1 og
n?+3n + 1. S& gér p op i forskellen

n+3n+1-(n%-3n+1)=6n.
Altsd garpop i 2, 3eller n.
Hvisp=2,er

n*-7n+1=16-28+1=-11,
og hvisp=3er

n*-7n?+1=81-63+1=19,
som ikke er kvadrattal. Endelig kan p ikke ga op i n, fordi p gar op i

n+3n+1=nn+3)+1=kp+1,

hvilket er umuligt, da kp og kp + 1 er konsekutive hele tal.

Da der altsd ikke findes primtal, der gar op i bade n? - 3n + 1 og n?+ 3n + 1, er begge disse tal
kvadrattal. Specielt er n? + 3n + 1 et kvadrattal.

Hvisn =1 (mod3),ern?+3n+1 =5 =2 (mod 3), og hvis n = 2 (mod 3), er
n+3n+1=4+6+1=2(mod 3). Dette er umuligt, da alle kvadrattal er kongruente med 0 eller
1 modulo 3. Altsd er n = 0 (mod 3), sa n = 3k. Dermed er

nN+3n+1=9k®+9k+1
et kvadrattal. Imidlertid er

(Bk+1)>=9k?>+ 6k + 1 <9k?>+ 9k + 1 < 9k? + 12k + 4 = (3k + 2)?.

Tallet n? + 3n + 1 ligger altsd mellem to konsekutive kvadrattal og kan derfor ikke selv vere et
kvadrattal. Dermed er en modstrid opnaet.

2. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).

| det falgende betegner n et positivt helt tal. Vi ser, at
(N?-32-(n*-7n’+1)=n*-6n*+9-n*+7n>-1=n2+8>0
0g
(N?-4)2-(n*-7n?+1)=n*-8n’+16-n*+7n?-1=15-n?,
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Altsa gzlder for n? > 15, at
(n?-4)><n*-7n’+1<(n?-3)2.

Forn?> 15, dvs. n > 4, er k = n* - 7n? + 1 ikke et kvadrattal, fordi k ligger mellem to konsekutive
kvadrattal. For n =1, 2, 3 far vi tabellen:

n 1 2 3
n*-7n+1|-5 -11 19

Altsé er n* - 7n? + 1 ikke et kvadrattal for nogen hele positive veerdier af n.

3. metode (Jan Erik Pedersen, Aakirkeby).

Antag, at n* - 7n? + 1 er et kvadrattal, s& vi kan skrive, at
n-7n?+1=s> < n*-7n?+1-5°=0.
Dette er en andengradsligning i n? med diskriminanten
d=149-4+4s2 =45+ 4s?
Vi ma kraeve, at d er et kvadrattal, og vi satter
t2 = 45 + 4s?
hvoraf
2-4s2=45 <& (t+2s)(t-2s)=45.
Idet 45=45-1=15-3=9-5, har vi mulighederne
(t+2s,t-2s)=(451) hvoraf (t,s)=(23,11)
(t+2s,t-2s)=(15,3) hvoraf (t,s)=(9,3)

(t+2s,t-2s)=(9,5) hvoraf (ts)=(7,1).
Af disse veerdier fas
2 _T++45+4s® _ 7+t
2 2’
at n? =15, n> = 8 og n? = 7, som ikke har hele Igsninger. Altsé findes ingen veerdier af n, s& n* - 7n?
+ 1 er et kvadrattal.

n

C.
1. metode.

Hvis vi satter x = a° er

x*-1_a"°-1

— 2 -
P@=x"+x+1= 1= a1

Her er a = 1 rod i n&vneren, s

( )_ a.15_1
C(a-D@*'+a*+a’+a+l)
Vi seetter y = a3, sa vi far
a®-1=y>-1=(y-1)(* +y +y?+y+1),
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_@-D@%+a’+a’+a’+) _ (@ +a+l(@’+a’+a’+a’+1)

P(a
@ (a-D@*+a’+a’+a+1) a'+a’+a’+a+1

Division giver
a?+a’+a’+a’+1
a'+a’+a’+a+l

8

a®-a’'+a*-a*+a*-a+1.

Dermed er
P@=@+a+1)@-a"+a°-a*+a*-a+1).
2. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).
Vi saetter
X oqi .- .
€, —et5? =cosZx +isind% , k=0,1,2,...,14.

Disse er de 15. komplekse enhedsrgdder i ligningen x!° = 1. Vi finder, at

ek . e_k _ e%Qni ) e—%lm’ _ eo :1
09
K oni Ko .. ..
_ pl5 15 — 27K 21k =27k -2k __ 27k
e te,=e> +e =COSSE +1-SINE- +C0S == +1-SIN =2 = 2C0S 5E*.
Desuden er

(x—€)(Xx—e.)=X*—(g, +€.)X+6e
=X’ —2c0s X +1=X"-2-(-3)x+1=x"+x+1 .

Erstattes x med x° fas
(x°-es)(x°-es5)=x0+x>+1.

2mi
Polynomiet x° - es = x° - e 3 har rgdderne e1, €4, €7, €10 0g €13. Da x° eller es har argumentet
=-2n=%-2m, har x som ferste argument - 2% og de gvrige redder har s argumenterne

E2n+t2n=:42n , L-2n+4-2n=4%-2n osv.,
dvs. rgdderne er netop e, es, €7, €10 0g €13.

2z

Tilsvarende har polynomiet x° - e.s=x°- e ¥ rgdderne

€1=€14 , €4=€11 , €7=€3 , €10=65 0g €13=¢€2.
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Heraf far vi

X0+ %% + 1= (x° - es)(x° - €.5)

= (X -e1)(X - es)(x - er)(X - ew)(X - e13)(X - e-1)(X - e-4)(X - e-7)(X - e-10)(X - e-13)
= (X - e1)(X - e1)(X - es)(X - e4)(X - e7)(X - e7)(X - e10)(X - €-10)(X - €13)(X - €-13)
= (X* —2cos 22 x+1)(x* —2c0s 42 x +1)(X* —2cos = x +1)

'(xz—Zcos%xﬂ)(xz—Zcos%xH)
= (X% - 2€0524° X + 1)+ (X% - 20s96° X + 1)- (X? - 2c0s168° X + 1)
(X2 +x+1) (x?-2c0s312° x + 1) .

Vi har opnéaet en faktoroplgsning af p(x) = x'° + x> + 1 i andengradspolynomier uden rgdder (fordi
p(x) ikke har nogen rgdder). Vi finder, at

10 5
q() = XX s X XL

X2 +x+1
Vi seetter
0u(X) = X2 - 2c0s24°x +1 ,  (Qa(X) = x%- 2c0896°x + 1
g3(X) = X2 - 2c0s168°x + 1 , Qa(x) = X2 - 2c0s312°x + 1 ,
s&

P() = (¢ +x +1)-q(x) = (¢ +x + 1) 02(X) 42(X) - da(X) - Ga(X) -

Polynomiet p(x) har ingen reelle radder. Derfor har p(x) ingen faktorer af ulige grad, idet ethvert
polynomium af ulige grad har mindst en reel rod.

Vi undersgger nu, om polynomiet
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qX) =x8-x"+x°-x*+x3-x+1
kan oplases i faktorer med reelle koefficienter.

Farst ser vi pa andengradspolynomier som faktorer. Hvis g(x) som faktor har et andengrads-
polynomium med 1 som hgjestegradskoefficient, er dette er af polynomierne

q1(x), g2(x), g3(x) eller ga(x). Disse har imidlertid ikke hele koefficienter.

I enhver oplgsning af q(x) i faktorer af anden grad, er hgjestegradskoefficienten +1, sa q(x) kan
ikke som faktor indeholde et andengradspolynomium med hele koefficienter.

Dernast ser vi pa den mulighed, at g(x) er produkt af to polynomier af 4. grad med
hgjestegradskoefficient 1. Hvert af disse fjerdegradspolynomier kan oplgses i andengrads-
polynomier med hgjestegradskoefficient 1, sa vi far oplgsningen

a(x) = g2(x) - g2(x) - q3(X) - ga(x) -

Det ene af fjerdegradspolynomierne ma veere q1(x)q2(x) eller g1(x)gs(x) eller gu(x)ga(x).
Koefficienterne til x3 i disse polynomier er henholdsvis

-2(cos24° + c0s96°) , -2(cos24° + c0s168°) , -2(cos24° + cos312°) ,

som ikke er hele tal. Derfor kan q(x) ikke oplgses i et produkt af to fjerdegradspolynomier med hele
koefficienter, sa q(x) er irreducibelt over de hele tal. Den eneste oplgsning er altsa

XO+xP+1=0C+x+1)-(X-x"+x°-x*+x3-x+1).
Bemerkning.
Jens-Sgren Andersen anfarer:

At polynomiet q(x) ikke kan oplgses som produkt af to fjerdegradspolynomier med hele
koefficienter kan ogsa indses pa felgende (mere brutale) made.
Antag, at vi har oplgsningen

XX+ X0 -xt+x3-x+ 1= (x*+ a3+ ax® +aX + 1) (x* + bax® + bix? + box + 1) .
Multiplikation af parenteserne pa hgjre side af lighedstegnet giver ligningen
XX+ -x+x3-x+1=x3+ (a2 + ba)x” + (a1 + by + azb2)x°

+ (a0 + bo + azby + 8.1b2)X5 + (2 + azbo + azb; + aobz)X4 + (a2 + b2 + aho + aobl)X3

+ (a1 + by + agho)x? + (a0 + bo)x + 1
& XX -3+ X2 - 1= (az + b)x8 + (a1 + by + axb)x®

+ (ap + bo + azb1 + a1b)x* + (2 + azbo + aibs + aoh2)x® + (a2 + by + arho + aob1)x?

+ (a1 + by + agho)x + ap + bo .

Sammenligning af koefficienter giver

az+by=-1 (6.gradsled) @
ao +bo=-1 (konstantled) (2)
ai + by +ah, =0 (5.gradsled) (3)
ar + b1 + agbo = 0 (1.gradsled) 4)
ao + bo + azb1 + a1b2 = 1 (4.gradsled) (5)
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a2 + bz + aibo + aoby = 1 (2.gradsled) (6)
2 + azho + aiby + aghz = -1 (3.gradsled) . (7)
Antag farst, at a; = by. Sa fas af (5) og (6), at
aotho+acar+aib,=1 og az+hy+abp+acar =1,
og af (1) og (2) fas heraf, at

acay +aihy =2 0g aibo + agar =2
eller
al(@a+b)=2 og ai(ao+ho)=2.

Benyttes (1) fas a1 = -2 og dermed b; = -2 efter forudsaetningen a1 = bs.
Af (3) fas s3, at
“A4+ah=0 < ab2=4.

Dette er imidlertid umuligt, da a» + b, = -1. Altsd er a1 # ba.
Betragt nu ligningssystemet
x +y=-1 (8)
bix+ay=2,

hvis hoveddeterminant er a1 - b1 # 0. dermed har ligningssystemet preecis én lgsning (x,y). Efter
ligningerne (1), (2), (5) og (6) har vi
ao+bo=-1 og at+th=-1
biag+abo=1-a2-b2=2 0g biaz+ab,=1-ag-bo=2.
Dette viser, at bade (ao,bo) 0g (az,b2) er lgsninger til ligningssystemet (8), sa der ma gaelde, at
ao=az 09 bo="h,.
Af (4) og (3) falger sa, at
azbo = aghp = -a1 - by 0g aob2 = aghp=-a1 - bs .
Dette indsattes i (7):
2-ar-bi+taib-ai-bi=-1 < -2(ar+bi)+abi=-3. 9)
Daai # b1 (se oven for), er a1 eller by forskellig fra 2, thi by = 2 ville medfare
2@ +2)+2a1=3 ,
hvilket er umuligt. Af symmetrigrunde kan vi antage, at by = 2. Af (9) far vi sa

ab —2a —-3+2h < a- ;*_2;’1 =2+ﬁ |

Da a1 skal veere et helt tal, ma by = 1 eller by = 3. Hvis b1 = 1 far vi a1 = by = 1 i strid med
antagelsen om, at a1 # bi. Dermed findes ingen hele tal ao, a1, az, bo, b1, b2, der opfylder
ligningerne (1)-(7).
Der folger sa, at polynomiet q(x) ikke kan oplgses som produkt af polynomier med hele
koefficienter. Det samme galder polynomiet x? + x +1 uden rgdder. Den eneste faktoroplgsning af
x1% + x5 + 1 som produkt af polynomier med hele koefficienter er alts&

X0+ 0+ 1=+ x+1)- (xE-x"+xX°-x+x-x+1).
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