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Opgaverne:

a. Find inden for de reelle tal samtlige lgsninger (x,y) til ligningen
intx-inty =x+vy.

b. Bestem de hele tal b, for hvilke ligningen

1 1 + 1

b int2x int5x

har lgsninger x.

c. Vis, at der for alle reelle tal x geelder

o X+3 - o X+4 . X+5
int 6 —Int 6 +Int 6 5 3

X+1 X+1

Besvarelse:

a.

=intZ——=—int=—=.

Da venstre side af lighedstegnet er et helt tal, geelder det samme for hgjre side. Vi setter

X=a+r , y=b+s,
hvor a og b er hele tal og r og s ligger i intervallet [0;1[. Sa er

intx-inty = int(a+r)-int(b +s)=a-b

0g
X+y=a+r+b+s=za+b+r+s.

Dax+yoga+berhele tal, er ogsa r + s hel. Vi deler op i tilfelde.

l.r+s=0.Saerr=0,s=0,x=aogy=h. Derfor er

intx-inty=a-b og x+y=a+hb,
hvoraf

ab=a+bhb < ab-a-b=0 < (a-1)(b-1)=1.

Heraf fasa=b=2ellera=b=0.Saerx=y=2eller x =y =0. Lasninger er altsa

(x,y) = (2,2) eller (x,y) = (0,0).

Il.r+s=1.Saers=1-r,ogvifar

intx-inty=a-b og x+y=a+b+1,
hvoraf
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ab=a+b+1l < (a-1)(b-1)=2.
Mulighederne for lgsninger fremgar af falgende tabel:

a-1 -1 -2 2 1
b-1 -2 -1 1 2
a 0 -1 3 2
b -1 0 2 3
X=a+r r -1+r 3+r 2+r
y=b+1-r|-r 1-r 3-r 4-rv

..........................

| koordinatsystemet ligger punkterne med lgsningskoordinater (x,y) saledes:

(x,y) = (r, -r) : Linjestykket mellem (0,0) (incl.) og (1,-1) (excl.)
(xy)=(-1+r,1-r): Linjestykket mellem (-1,1) (excl.) og (0,0) (incl.)
(x,y) = (3 +r,3-r): Linjestykket mellem (3,3) (excl.) og (4,2) (excl.)
(x,y) = (2 +r,4-r): Linjestykket mellem (2,4) (excl.) og (3,3) (excl.) .

Man kan sammenfattende skrive lgsningerne (x,y) sadan:
x+y=6 hvor 0<|x—3<1
x+y=0 hvor 0<|x<1
(xy) = (0,0) og (x,y) = (2.2) .

b.

Vi saetter n = intx. Sa ligger x i praecis et af intervallerne

[nin+l  [n+din+3] [n+&in+3) ... [n+35: 1,
dvs.

| Januar 2023 Side 2/6 Matematik




Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

r r+l
N+35 < X<N+4 0<r<9.

For hver veerdi af r kan vi udtrykke int2x og int5x ved n:

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
int2x {2n 2n 2n 2n 2n 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
int5x [ 5n 5n 5n+1 5n+1 5n+2 5n+2 5n+3 5n+3 5n+4 5n+4

For eksempel far vi for r = 4:
N+4 < X<N+3y,
og multiplikation med 2 og 5 giver
2n+& <2x<2n+1 , 5n+2<5x<5n+2%,
hvoraf
int2x=2n , intSx=5n+ 2.
Vi deler op i tilfeelde.

I.r=0 v r=1. Ligningen er

Da b skal vere hel, ma n veere delelig med 7, sa n = 7k og dermed b = 10k. Altsa kan b veare et
hvilket som helst helt multiplum af 10 (bortset fra 0). Vi far

1 _ 1 1
10k int2x | intsx ’ (1)
sa x ligger i et interval af typen
[7k;7k+35] eller [7k+4;7k+3[ |
dvs. et interval af typen
[7k;7k+3] .

Alle sadanne veerdier af x er lgsninger til (1).

Il.r=2 v r=3.Vifar
2
1 1 b:10n +2n.

1_1.
b 2n 5n+1 n+1
Polynomiers division giver
_10 4n _ _ _4n
b=+ 7gny © Pn=rg

Den sidste brgk ligger mellem 0 og 1 for alle hele n, sa ligningen har ingen lgsninger i dette
tilfeelde. For n = 0 fas b = 0, som ikke er brugbar.

1. r=4. Vifar
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1_1, 1 _10n* +4n
b 20 ez < Pz
Samme metode som oven for giver
_ h-2
7b - 10n 1—7n+2.

Den sidste brgk skal veere et helt tal. Hvisn = 1, er b = & . Hvis n = 2 er b = 3 og hvis

n > 3, ligger brgken i intervallet ]0;1[ og er ikke hel.
Hvis b = 3, er n = 2, sa intx = 2. Desuden ligger x i intervallet

[2+d5:2+4] =[#:3 .

og alle x i dette interval er lgsninger til ligningen
1 1 1

3 int2xJr int5x

IV.r=5.Herer

1 1 1 _10n%+9n+2
b 2n+1 Bn+2 o b= 7n+3

Dette giver

_5n+2
7b-10n-4= 23

og den sidste brak er ikke hel for nogen hele veerdier af n =0, sa ligningen har ingen lgsninger.
Verdien n = 0 giver b = £, som ikke er brugbar.

V.r=6 v r=7.Vifar

11 1 _10n*+11n+3
b= i1 Ens3 & =T o
hvoraf
2n+1
b-10n-5=
b-10n-5 mn+4 "'

og her er den sidste brgk ikke et helt tal for nogen veerdi af n.

VI.r=8 v r=9.Vifar

11 1 ~10n% +13n+4
b= i1 Ensd & °=T 7n45
hvoraf
_ 6n+3
7b - 10n 5_7n+5’

og den sidste brgk har veerdien 1 hvis n = -2. | sa fald er
7b+20-5=1 < b=-2.
Dar=8ellerr=90gn =2, ligger en lgsning x i et af intervallerne
[-2+8;-2+3 eller [-2+5;-1 ,
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dvs. i intervallet [-1,2 ; -1[, og alle x i dette interval er lgsninger.

Sammenfattende har vi fundet, at den givne ligning har lgsninger, hvisb = 3, b =-2eller b er
delelig med 10 (og b #0).

C.

1. metode.

Visattery = £(x+1). Saer

x+3_x+#1 1 _ 1 x+4 x+1 1 1
6 6 '3 773 6 6 2 V2
x+5_x+1,.2_\, 2  x+1_ x+1_
6 ~ 6 T3 Ytz T T
Ligningen er derfor ensbetydende med
int(y +3) —int(y +3)+int(y +3%) =int3y —int 2y . (1)

Nu geelder de sakaldte Hermites identiteter:
inty+int(y+1)=int2y og inty+int(y+3)+int(y+2)=int3y.
Derfor er (1) ensbetydende med
int3y—inty—int(y +3) =int3y —int2y
< inty+int(y+3)=int2y ,
hvilket er sandt.

Bemaerkning. For en ordens skyld viser vi Hermites indentitet. Lad n veere et naturligt tal og x et
reelt tal. Vi gnsker at vise, at

int(nx) = intx + int(x+3)+int(x+2)+--+int(x+01)
Vi seetter
f(x) =intx+ int(x+3)+int(x+2)+-+int(x+ L2 ) —int(nx) . €
Saer
f(x+§)=int(x+&)+int(x+2)+--+int(x+I2)+int(x+1) —int(nx+1)

= int(x+3)+int(x+2)+--+int(x+ 52 ) +int x+1-int(nx) -1 = f (x) .

Dermed er f (x) periodisk med perioden L. Vi skal derfor blot vise, at f (x) = 0 for
O£x<%.

For O£x<% er

O<x+i<2  0<x+2<? .. 0<x+2l<1  0<nx<l.
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Dermed er alle leddene i udtrykket (1) for f (x) lig med 0. Altsa er f (x) = 0 for alle reelle verdier af
X.

2. metode.

Vi kan skrive, at x = 6k +y, hvor k er et helt tal og y er et reelt tal, s&
0 < y<#6. Safar ligningen udseendet

int 6k+y+3_int 6k+y+4+int 6k +y+5 —int 6k+y+1_int 6k +y+1
6 6 6 2 3
= 1+intyT”—(1+inty%4J+l+intyT+‘r’:3+intyT+1—(2+intyT+lj

o y+3 L y+4 L y+5 Lyl L y+]l
< Int Int 5 +iInt 5 =Int > int 3

Denne ligning efterpraves i hvert af tilfeeldene
0<y<l,1<y<2 ,2<y<3 , 3<y<4 |, 4<y<h5 |, 5Ly<6,
og i hvert af disse tilfeelde passer ligningen.

Besvarelser modtaget fra:

Jens-Sgren Andersen
Roger Bengtsson
Walther Janous

Hans Mortensen
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