Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 397
(Februar 2023)

Opgaverne:

Nogle smukke og ikke s& kendte egenskaber ved trekantens vinkelhalveringslinjer.
Opgavesattet bestar af 4 dele (a, b, ¢, d).

a. IAABC er X og Y projek-
tionerne af A pa vinkelhalve-
ringslinjerne BQ og CP fra
vinklerne B og C.

Vis, at XY || BC.

A
P
Q
m
B C

b. I AABC er AD vinkelhalverings- A
linje fra A. Cirklen c tangerer BC i

D og gar gennem A.

Vis, at den omskrevne cirkel for

AABC tangerer c i A.
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c. I AABC ligger E og F pa AC og BC, sa AE =
BF. Cirklen c1 gar

gennem A, C og F, og cirklen c gar gennem B,
C og E. Cirklerne skerer hinanden i C og D.
Vis, at CD er vinkelhalveringslinje for C.

d. I AABC er BL vinkelhal-
veringslinje fra B og desuden
er D og E midtpunkter af bu-

erne ABogBC i den om-
skrevne cirkel. Projektionerne
af Aog C paBD og BE er P

og Q.
Vis, at PQ halverer BL.

Besvarelser:

a.

1. metode.
Lad AD vere hgjden fra A pd BC. Vi ser, at tAYDC er indskrivelig pa grund af de rette vinkler AYC
og ADC. Lige store periferivinkler i den omskrevne cirkel giver, at

ZADY = ZACY =1C = LYCD = £YAD.

Altsa er AADY ligebenet og AY = YD.
P4 samme made er cAXDB indskrivelig, sa vi far

ZADX = ZABX =31 B =«ZXBD = ZXAD.
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Sé er AADX ligebenet og AX = XD.

Nu er 0AYDX sammensat af to ligebenede trekanter ADY og ADX med faelles grund- linje AD.
Dermed er XY hgjde i begge trekanter, som er vinkelret pa grundlinjen, sa AD L XY eller BC || XY.
Vi har som gevinst desuden faet, at XY halverer hgjden AD.

2. metode.
Lad I veere vinkelhalveringslinjernes skaringspunkt. Vi setter

A=2u,B=2w , C=2v .

Sder
u+v+w=90°.
1 AACP far vi
A+ /CPA+ ZACP =180° < 2u+ZCPA+v=180°
< ZCPA=180°-2u—-Vv=2Uu+2V+2W—2U—V =2W+V.
I AAYP er

ZPAY + ZAYP + £LYPA=180° < LPAY +90°+ £ZCPA=180°
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& /PAY =90°- ZCPA=U+V+W—(2W+V)=U—W.

Dermed er
ZIAY = ZIAP — ZPAY =u—(U—-W) =W,

sa at
ZAlY =90°— ZIAY =90°—w=u+V .
Samme argument i hgjde del af figuren giver tilsvarende

ZIAX =v og ZAIX=u+w.

Idet
ZAYl =90° = ZAXI ,

er oAXIY indskrivelig, og den omskrevne cirkels centrum O er midtpunkt af den feelles hypotenuse
Al for AAYI og AAXI. Vi far sa, at

ZXQY =2- ZXAY =2w+2v .
Nu er AXOY ligebenet, sa

ZOXY = Z0YX =3(180°—£XOY ) = 3(2u+2v+2w—(2w+2v))=u .
Da AOYA og AOXA er ligebenede, er
ZOYA=Z0OAY =ZIAY =w 0g ZOXA=L/OAX =ZIAX =V,

s& vi til slut far
ZXYC = XYl =90° - LZOYA—- ZO0YX =Uu+V+W—W—-U=V.

Dermed er £XYC = ~YCB, s& XY || BC.
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3. metode (Roger Bengtsson, Lund).
Linjerne AX og AY forlaenges til skeering med BC i
D og E. Sa er AABX og ADBX kongruente, da de
har to vinkler parvis lige store samt den falles side
AX. Dette giver, at X er midtpunkt af AD.

Pa samme made er AACY og AECY kongruente,
og Y er midtpunkt af AE. Dermed er XY
midtpunktstransversal i AAED, sa BC || XY

b.

1. metode.
Lad centrum for c veere P og centrum for den
omskrevne cirkel veere O. Vi har, at

ZADB=180°-B-1A

0g
ZADC =180°-C -3 A.

Vi kan antage, at C > B. Sder Z/ADB > ZADC.
Nu er PA = PD, s& APAD er ligebenet. Sa far vi

ZDAP = ZADP = ZADB - ZPDB
= Z/ADB-90°=90°-B-1A.

Dette giver, at
ZCAP = ZCAD + ZDAP =3 A+90°-B-A=90°-B. (1)

Vi far desuden, at
ZAOC =2-/ABC =2B ,

s& vi i den ligebenede AAOC far, at

ZCAO =1(180°- £ZAOC) =1 (180°—-2B) =90°-B . (2)
Af (1) og (2) fas

ZCAP = /CAO ,

sa linjerne AP og AO falder sammen. Dette medfarer, at tangenterne i A til ¢ og til den omskrevne
cirkel en vinkelrette pa samme linje, sa tangenterne til de to cirkler falder sammen. Dermed tangerer
cirklerne hinanden i A.

2. metode.
Vi kan antage, at AC < AB. Lad tangenten til ¢ i A skeere BC i L. Da bade LA og LD er tangenter til
c,er LA=LDog ZLAD = ZLDA. Sa far vi i ABAD:

B =180° - ZBDA—- /BAD = ZLDA—- ZBAD = ZLAD - ZCAD = ZLAC .
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Efter korde-tangentsaetningen betyder dette, at LA er tangent ogsa til den omskrevne cirkel i AABC.

3. metode (Magnus Jakobsson, Lund).
Lad c skeere siderne AB og AC i L og M. Vi be- nytter betegnelser for leengder:

a=CD ,b=AM,c=MC ,d=AL, e=BD, f=BL .
Korde-tangentseetningen (punkts potens) for cirklen c giver
a?=c(b+c) , e2=f(f+d) . (1)

Satningen om vinkelhalveringslinjers delingsforhold
af den modsatte side i trekanten giver

f+d_e
b+c a
(f +d)>  (b+c)?
e’ =4 az) ' )

Her indseettes (1):

(f +d)’>  (b+c)?
f(f+d) c(o+c)

- f+d _b+c
f c

d b
= T—E

Dette medferer, at AALM og AABC er ensvinklede, og at LM || BC.
Desuden er ZLPM = ZBOC , fordi de er centervinkler, der spaender over buer med samme gradtal i
de to cirkler. Da APLM og AOBC er ligebenede, er /PLA=_/0OBA. Saer ogsa ZLAP = /BAO, og

derfor tangerer ¢ den omskrevne cirkel for AABC.
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C.

1. metode.
Da oACFD er indskrivelig, er

/DAE = ZDAC =180°-/DFC = ZDFB.

Da oBDEC er indskrivelig, er
/FBD = 2CBD =180°—- ZCED = ZAED.

I AAED og AFBD har vi altsa
/FBD=/ZAED , /DFB=/DAE , FB=AE,

sa de to trekanter har to vinkler og den
mellemliggende side parvis lige store og er dermed
kongruente. Dermed er ED = BD, og disse to korder
spaender over to lige lange buer i co. Lige store
periferi- vinkler giver, at

/BCD = ZACD.

2. metode. Lad m1, m2, ms og ms vaere midtnormaler for AC, CE, CB og CF. Sa vil m; og ms skaere
hinanden i O, centrum for den omskrevne cirkel for AABC. Desuden skaerer m: og ms hinanden i
centrum Oy for c1, 0og m2 og ms skaerer hinanden i centrum O for c..
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Vi betegner skeeringspunktet mellem m2 og ms med V. Nu er afstanden mellem m1 og m2 1 AE og
afstanden mellem m3 og m4 er 4 BF . Disse to afstande er lige store, sa 0O1VO20 er en rombe.
Linjen O10; er diagonal i romben, sa den halverer £VO,0 . Da vinkelbenene CA og CB for ZACB
er vinkelrette pa vinkelbenene VO og OO;: for £VO,0, er CD 1 010, og CD halverer ZACB.

3. metode (Magnus Jakobsson, Lund).
Lad cirklerne skaere AB i K og H og lad CD skere AB i L. Vi indfarer betegnelserne

a=BF=AE , b=CF , ¢c=CE , d=BH ,
k=HL , m=LK , f=AK , x=CL , y=LD.
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Efter kordesatningen geelder

xy = (d + k)m = (f + m)k .

Det sidste lighedstegn giver

d.m :f.k = i:k = g:ﬂl
f m f  f+m

I cirklen gennem A, F og C giver sekantsatningen (punkts potens) for punktet B, at
a@+b)=d(d+k+m+f),

og i cirklen gennem B, E og C giver sekantseetningen for punktet A, at
a@+c)=f(f+m+k+d).

Division af de to sidste ligninger giver

a+b _d
a+c f°

Sammen med (1) giver dette

atb_d+k _ CB_BL
a+c f+m CA AL’

(ep

Efter den omvendte se&tning til setningen om vinkelhalveringslinjens delingsforhold af den

modstaende side i trekanten, er s& CD vinkelhalveringslinje for C.

d

(1)

Lad M, N og S vaere midtpunkter af BC, BA og BL. Sa ligger punkterne M, S og N pa linje. Vi viser,

at PQ gar gennem S.

Vi trekker linjerne AE og CE. Lige store periferivinkler i trekantens omskrevne cirkel giver, at

ZEBC=ZECB=1A,
og desuden ses i den indskrivelige tBECA, at Z/BEC =180°—A.
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I den retvinklede ACBQ er M midtpunkt af hypotenusen BC og dermed centrum for tre- kantens
omskrevne cirkel. Da ZQBC = ZEBC =1 A er en periferivinkel, der spander over samme bue som

centervinklen QMC, er

Z/QMC =2 Z/QBC = A.

Da MS er midtpunktstransversal i ABCL, er
ZCMS =180°— ~/BMS =180°-C .
Dermed er
ZQMS = ZQMC + ZCMS = A+180°-C . 1)
P& samme made galder i den retvinklede AABP, at
ZPNA=2-/PBA=2-/DBA=2-1C=C,

o

sa
/BNP =180°—- /PNA=180°-C ,
hvoraf
Z/SNP = /SNB + /BNP = Z/CAB +180°-C = A+180°-C.. (2
Af (1) og (2) fas, at
ZSNP =ZQMS .

Setningen om vinkelhalveringslinjens delingsforhold af den modstaende side i trekan- ten giver
QM _Bm _3BC _BC _BA_3BA_BN _PN
MS MS lcL CL AL 1AL NS NS°

Vi har brugt, at QM = BM og PN = BN i de retvinklede trekanter QBC og PBA. Da altsa
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QM _ PN

MS NS

0og ZQMS = ~/SNP ,

er AQMS og APNS ensvinklede. Dermed er #/MSQ = ~NSP, sa M, S og N ligger pa linje.
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