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Opgaverne:

a. Bestem alle funktioner f : R — R, som for alle x og y (x = 0) opfylder,

x-f(y-y-f=1(3).
b. Bestem alle funktioner f: R —> R, som for alle x (x # + 1) opfylder, at
fE2)+f(2)=x.
c. Bestem alle funktioner f: R > R, som for alle x (x # -1) opfylder, at

f(x)z-f(};—i):64x , X#0, x#+1.

d. Bestem alle funktioner f : R — R, som for alle x opfylder, at
X2 f () +f(1-x)=2x-xt.

Besvarelser:

a.

Vi saetter x = 1 og far
fy)-y-f(1)=1(),
hvoraf f (1) = 0. Hvis vi saetter y = 1, far vi
x-fQ-f)=1(3) < f(3)=-F(x,
fordi f (1) = 0.

Vi saetter y = 0 og far
x-f(0)-0-f(x)=f(0) < x-f(0)=f(0),

og da x er et vilkarligt tal, ma f (0) = 0.
Derefter seetter viiy = % og far

x-f(%)—%-f(x):f(x—lz) e x-f(H)-L f(x)=-
o —x-f)-%f()=—F() < fOA)=(x+31) f(x).

at

f(x?)
1)

| den oprindelige funktionalligning indsatter vi nu x? i stedet for x og y? i stedet for y:
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K F () -y 10 = 1( %)
og her indseetter vi f (x?) og f (y?) og f( )fra (1):
Ky ) FD=y (e d) F00=(3+3) £ (3)
Her erstatter vi f (%) med udtrykket i den oprindelige ligning og foretager fglgende omskrivninger:
X (y+3) 0=y (x+4)- T =(3+%)- 0 F )=y~ ()
& [y +5) 1) -(yx+ ) 100 =5 1) -x 100 +y- T () -+ ()
N f(x)( y? x——+x+ )+f(y) (x2y+§—x—y2—y)=0

& x(1L-y)- () +y(x* =1 f(y)=0

2_qy. _ 2 4y, f(x) _ f(y)
& YOED- T =xy =D 109 & LT
x-f(x) _y-f(y)

=N = :
-1  y*-1

Dette geelder for allexogy (x,y #0, X,y # +1), sa vi far, at brgken er konstant:

X f(x)

k(x 1)
x* -1 '

=k < f(x)=
Dermed er den gnskede funktionsforskrift fundet:

2
MXX—_Q for x#0

0 for x=0
Ved indsettelse i funktionalligningen ses, at disse funktioner passer.

f(x) =

b.
Antag, at f opfylder (1) og set
_ X+3
y=1x
Saery = +1 og vi kan udtrykke x ved y:
x) = —y_ _y-3
y(1-x)=x+3 < x(1+y)=y-3 <& X R
Desuden er
y+3_)1(%rf+3_x+3+3(1—x)_x—3 @)
1-y 1-23 7 1-x-x-3  x+1°
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Efter (2) og (1) er sa

hvoraf
fO)+f(53)=22. (3)
Nu setter vi
_x-3
z= X+1

Saerz # +1 og vi kan udtrykke x ved z:
Ix+1)=x-3 < x@z-1)=-z-3 <& x=2+3

Desuden er

z—3_§ﬁ 3 x-3-3x-3_ x+3 @)
z+1 X+1+1 X—3+x+1 1-x

Efter (4) og (1) er
fE2)+ 0 ="f(&3)+f(&2)=z,
hvoraf
fo)+f(E2)=23. (5)

X+1

Addition af (3) og (5) giver under anvendelse af (1):
2-£00+f(553)+f(8)=22+2%3

X+1
(X+3)A+x)+(x=3)(1—x)

2-f =
o (X)+x -

8x X3 +7x X2 +7x
=N 2~f(x)+x=1_X2 = 2-f(x)=ﬁ =N f(x)=2_+2X2.

Vi forudsetter, at x = +1. Sa er argumenterne ’1‘;3 og § X+3 begge forskellige fra +1. Derfor
optraeder f (1) og f (-1) ikke i funktionalligningen, sa de kan valges frit.
Samtlige lgsninger til funktionalligningen er dermed

3
XLIX for x # +1
2-2

f(x)=4 a for x=1 |,
b for x=-1

hvor a og b kan vealges vilkarligt. Ved indsettelse i funktionalligningen ses, at disse funktioner
passer.
C.

Vi skal finde samtlige funktioner f (x), sa

)7 f(35%)=64x , x =0, x =1, (6)
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Vi saetter x = ==, Saer
x(1+y)—1—y o x+xy=l-y & xy+y=l-x < y=£%.
Altsa er efter (6)
(i ) f(y)=64-1F,
eller idet vi omdgber y til x:
) fo=64d% o f(B) =% (7)
(x)
Af (6) fas
F)°- f (%) =642.X°
og ved indszttelse af (7) heri fas
(0 B =642 & F(0°EX=6axt o f(x)7=20EN

Da vi forudsetter, at x = 0, =1, antager argumentet i—ﬁ ikke veerdierne 0 og +1. Derfor optraeder
f(-1), f(0) og f(1) ikke i funktionalligningen, sa de kan veelges frit. Altsa far vi

- k, for x=-1
f(x)= 413’%1_*—;‘1 for x =0, #1 ,  f(x)=1k, for x=0 ,
k, for x=1

hvor ki, k2 og ks er vilkarlige reelle tal.

d.

Vi erstatter x med 1 - x og far
(1-x2f@A-x)+f(X)=2(1-x)-(1-x)*.

For nemheds skyld sztter vi
a=f(x) , b=f(1-x),

sa vi far fglgende ligningssystem i a og b:

x2-a+b=2x-xt
(1-x)%-b+a=2(1-x)-(1-x)*.

Af den farste ligning fas
b=2x-x*-x%a,
som indsat i den anden giver

(1-x)32x-x*-xfa)+a=2(1-x)-(1-x)*
a(-x2(1-x)2+ 1)+ (1-x?2x-xH=2(1-x) - (1-x)*
a(l-(x-x)H)=2(1-x)-(1-x*-(1-x?%2x-x4
al-x2-x*+23) = (L-X)(x°+ X+ x3-x2+ x + 1)

a(x*-23+x2-1)=(1-)x°-x*-x3+x2-x-1)

g 000
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& at-23+x2-1) = (1 -+ DX -2x3+x2-1) (8)

o a=f(x)=1-x%.

Vi bemerker, at da
X - 23 -x2-1=x3(x%-2x+1)-1=x3(x-1)%-1

kan vi i ovenstaende regninger kun forkorte med denne starrelse, hvis den ikke er 0, dvs. vi ma
forudseette, at

X(x-12#21 < x(x-1)#z4+l < xX-x+t120 < x¢1i£/g.

Hvis x = 1+2\/§, er 1—x:1—%:% 0g

2 2

4
2x—x4=2-1+‘/§—{1+2‘/§j _ 55

Vi seetter

()%
hvor ki er et vilkarligt valgt reelt tal.
Vi far af funktionalligningen, at

(%)Zkﬁ f (%F‘S—QE = f(l—f):—s?/ﬁ_s?ﬁ.kl _

Altsé er

S

1+
2

f(x)=1k, for x=15
505 _ 3145 15
S8 _3By for x=

1-x? for x =

i
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