Svar 400

a. 1. metode. De retvinklede trekanter DCM A N

og DAN har lige lange hypotenuser DM og J— -
DN. Desuden er kateterne DC og DA lige
lange. Derfor er de kongruente og
ZMDC = ZNDA. Vi har, at , \F

90° = /MDC + /NDM + /NDA j
& 90°=/MDC +60°+ ~NDA AN o
& 30°=2-/MDC < /MDC=15°. AN M

Sa er ogsd ~NDA=15°. INY
Dette medforer, at ADCM, ABAF, AADE og .. Qe

ADAN er indbyrdes kongruente, fordi de er D E C

retvinklede med lige lange kateter DC, CD og

BA og desuden har et par lige store vinkler. Altsa er

DE=CM=FB=NA.

I ocDENA er to modstaende sider DE og NA lige lange og parallelle, og de to vinkler
EDA og DAN er rette, og dermed er firkanten et rektangel. De to diagonaler DN og AE
halverer hinanden, sa P er midtpunkt af AE. I den ligesidede AAEF er derfor FP hgjde,
sa /PFE =30°.

Nu har vi sa

DC=CB <« DC-DE=CB-DE
< DC-DE=CB-FB < EC=CF.
Sé er AECF en retvinklet, ligebenet trekant og Z/EFC =45°. Dermed er

/PFM = /PFC = /PFE + /EFC =30°+45°=T75°

0g da desuden
/DMC =90°- ZMDC =90°-15° =75°,
er /PFM = Z/DMC, sa PF|| DM eller PF|| QM.
Videre er
/PDQ =60° og <PEQ=60°,

hvilket medferer, at tPDEQ er indskrivelig. Lige store periferivinkler i den omskrevne
cirkel giver
ZQPE = ZQDE = ZMDC =15°

0
) Z/FPQ = ZFPE — ZQPE =90°-15° =75°,
Idet
ZFMQ =180°- ZCMQ =180°-75° =105°
har vi, at

ZFMQ + ZFPQ =180°,

sa oPQMF er indskrivelig, og da PF|| QM, er tPQMF et ligebenet trapez. Dermed er
PQ=FM.



2. metode. Som i 1. metode ses, at
ZMDC = ZNDA = ZBAF = ZDAE =15°.
Vi kan antage, at sideleengden i kvadratet er 1. Sa er

AN = DE = CM = BF =tan15°, (1)
hvoraf
FM=CB-BF-MC=1-2tan15°. (2

Da DE|| AN, er oANED et rektangel, sa DN og AE halverer hinanden. I AADE har vi

_ DA o_ 1 _ 1
cos /DAE =22 <> c0s15°= = & AE=— o
© PE=}AE=—r. A3)

Da FC = CE, er AECF retvinklet og ligebenet, sa ZQEC =45° og ZQED =135°. |

ADQE er sa
ZEQD =180° - /QED — Z/QDE =180°—135°—15° = 30°.

Sinusrelationerne i ADQE giver ved hjelp af (1):
QE _ DE

_ = — < QE=2-DE-sin15° A
sin15° sin30° Q A B
_ . H o. o __ 25in215°
< QE =2-sin15°-tan15° = oslEo " (4) i
Vi har, at
/PEQ = ZPEN + ZNEQ 5
=15°+90°—- ZQEC =60°.
Cosinusrelationen i APEQ giver M
PQ?=PE?+ QE?- 2. PE- QE- c0s60°. Q
Heri indsaettes vaerdierne for PE og QE fra (3) D E C
og (4):
po?__ L1 . 4sin®15° , 1  2sin’15° 1
4cos?15°  cos?15° 2c0s15° cosl5° 2
- 4 o
1 4 4sin 15 _tan?15°.

~ 4c0s°15°  c0s?15°
Vi benytter de kendte (1) veerdier
sin215°=¥ , 00321502# , tan15°=2-4/3 |,

og far

4'7—4\/5

2_ 1 16 (o 2
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4

som reduceres til
PQ?=21-123 .
Efter (2) er



FM2 = (1-2tan15°)? = (1-4+243) =(2v3-3) =21-12J3=PQ%.

Dermed er det gnskede bevist.

b. 1. metode. Vi har, at
MD 1

DC 2~
Nu er ADPM, ACPD og ACDM ensvinklede, sa vi far
MP=1DP=1.1PC=1-1.2NC=1iNC,

hvoraf
MN _ MP+PN _MP+NC _3NC+NC _3 (1)
NC NC NC NC 2°
Lad forleengelsen af AN ud over N skeere BC i R. A B
Da AAMN og ARCN er ensvinklede, gelder efter
():
AM _ MN _ 3 2
—_——=— = é ........
CR-NC 2 & AM=3CR, 1 A
M e
hvilket giver P S
AD = 2AM = 3CR,
saat e .
AB=3CR | e
) D C
BR=BC+CR=AB+CR=4CR ,
hvoraf R
AB _3CR _3
BR 4CR 4°

Dermed er AABR en 3-4-5-trekant, sa
AB:BR:RA=3:4:5. @)
Lad AQ skare BR i S. Seetningen om vinkelhalveringslinjens delingsforhold af den
modstaende side giver i AABR:
BS _ AB
SR AR
Efter (2) er BR= 4 AB, sa

BS _
SR 5

[

= < BS={SR.

BS+SR=4AB < £SR+SR=4%AB <« SR=3AB,
sa at
BS=BR-SR=3AB-SR=3AB-2AB=3AB,
hvilket betyder, at S er midtpunktet af BC. Dermed er AABS og ACDM ensvinklede,

hvor ZBAS = #/DCM, og dermed er AS||CM.

I ABPC er S midtpunkt af BC og derfor er Q midtpunkt af BP. I ABPC er nu Q midt-
punkt af BP og N midtpunkt af PC, sa QN er parallel med CB og halvt sa lang. Men sa

er QN parallel med MD og QN = $CB = MD. Dermed er tDMQN et parallelogram.



2. metode. Vi bruger analytisk geometri, som er den umiddelbare metode. Lad koordi-
natsystemet have D som begyndelsespunkt og lad DC vere den positive x-akse og DA
den positive y-akse. Vi indfgrer koordinaterne

A (0,10) , C (10,0) , B (10,10).

Da DP er hgjde i den retvinklede ADCM, y

er som bekendt (0.10)A /B (10,10)

CP _DC? _10° _ -
PM  DM?® 5 ' K-

A67)
Altsd er CP = 4PMeller CP = CM .

Dette delingsforhold af CM giver P
koordinaterne til P, nemlig (2,4

DP =DC +CP =(10,0)+ 4CM N

=(10,0) + 2 (-10,5) = (2,4).

Midtpunktet N af CP har koordinaterne (0.0)
N: $((10,0)+(2,4))=(6,2).

(6.2)

Lad nu K vare det punkt, der gar tDMKN til et parallelogram. Sa er
DK =DM + DN = (0,5)+(6,2) = (6,7).
Vi skal nu blot vise, at K er midtpunkt af BP og at /NAK = ZBAK. Den fgrste pastand
felger af, at koordinaterne er
P(24) , B(10,10) , K(6,7) .
Afstandsformlen giver leengderne
AN =10 , AK:\/E , AB=10 , BK=5, BN=5.
Altsd er ABAK og AANK kongruente, sa de to vinkler ZNAK og ZBAK er lige store.

c. 1. metode. Vi antager, at kvadratet har A B

sideleengde 1. I ABEC giver sinusrelati-
onen

30°
CE _ BE _ BC

sin30° sin45° sin105°°
Dette giver
_ BC-sin30° _sin30°
CE = sin105°  sin75° "

Nu er det kendt, at sin75° = %(x/ngx/f) sa D el ©

(s 8o\
: | _\/g_\/z. N F
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I ABCF giver cosinusrelationen

BF2 — BC? +CF?—2.BC-CF -c05135° =1+ CE? + 2. CE - C0s 45°
=1+ 3(V6—v2) +(v6—2)- Z=1+1(6+2-2v12)+§ 12 -1

=2-1J12+3V12 =2,

Altsd er BF = /2. Desuden er BD = +/2 som diagonal i kvadratet. Da F ligger pa midt-

normalen AC for BD, er DF = BF = \/5

2. metode. Spejlbilledet af E i BC er G,

og projektionen af E pa BC er H. |
AEGF er H og C midtpunkter af EG
og EF, sa GF|| BC.

Da BE =BG og ZEBG =60°, er
ABEG ligesidet og AEGF er en
retvinklet ligebenet trekant. Dermed er
BG =EG = GF.

I ABGF er

/BGF = /BGE + ZEGF

300 \

.....................

—60°490°=150°. el

Da ABGF er ligebenet er sa
/GFB =1(180°~ /BGF ) =15°
0g

ZCFB = ZCFG - ZGFB =45°-15°=30°.

Da F ligger pa midtnormalen for BD, er ogsd ~/CFD =30° og derfor ~BFD =60°. Da

FB = FD, er AFDB ligesidet.

d. Vi har, at ADCM og ABCN er kongruente, og
da AB 1L BC, er ogsa CN L DM, sa ~/DPN er ret.
Halvcirklen med diameter AB gar derfor gennem
P og O.

Nu er ZDCO =45°, sd ogsa £DPQO =45°,
fordi de to vinkler som periferivinkler spander
over samme cirkelbue. Dermed er ZDPN hal-
veret af PO.

e. 1. metode. Projektionerne af E pa AD og AB
er G og F. Sa er DAFEG et kvadrat. Vi sztter
AD =109 AG = AF =x.

Idet DE = /2, giver Pythagoras i ADGE, at

(1+x)2+x2=\52 & X=

A N B
0
,,,,,,, )
D c
J3-1

2




Vi kan herefter fortsaette ad trigonometrisk

- o . E
vej og far G po-m---ss .
: GE _ x _3-1 x i
SINZADE = — =—"—==-"—"=— -
DE 2 22 . i o
:Mzsinly’_ ' H F

Vi kan ogsa give et euklidisk bevis. Lad H
veere projektionen af A pa DE. Sa er ADGE
og ADHA ensvinklede, sa

GE _HA
ED AD
GE-AD x-1 +f3-1
o HA= X2 _No—1
ED 2 22

C
Vi benytter nu en kendt (1) s&etning (se evt.

neden for): Hvis en retvinklet trekant har spidse vinkler pa 15° og 75°, geelder om
hgjden h pa hypotenusen c, at ¢ = 4h. Der geelder ogsa omvendt, at hvis ¢ = 4h, er de
spidse vinkler 15° og 75°.

Vi far ved brug af ovenstaende, at

HA? Z2=33
4
sa Pythagoras i ADHA giver, at
DH? —1- HA? = 243
YR
Dermed er
2 2 _ 1 _1
HA°.-DH® =43 < HA-DH =17,

og arealet af ADHA er

[ADHA] = 3-HA-DH =% .
Pa den anden side er

[ADHA] = -AD-h=3h.
AT de sidste to ligninger falger, at h = % Da hgjden altsa er en fjerdedel af hypotenu-

sen, falger af den naevnte setning, at Z/ADH = Z/ADE =15°.



2. metode. Vi foretager en spejling i linjen
AE, hvorved B og D fares over i F og G.
Saer

DB=DE=EG=CGF.
Idet H er skeringspunktet mellem D Gog 7 . E

AE, er leengden af DH lig med halvdelen
af leengden af diagonalen i kvadratet G A

ABCD, sa DG er hele diagonallangden.

Altsa er oBDGF et kvadrat og AGED er

ligesidet. Efter en kendt seetning (se neden

for), er sa H

ZADE = ZHDE — ZHDA
=60°-45°=15°.

3. metode. Diagonalerne i kvadratet skee- . E
rer hinanden i O. Lad cAODF vere et kvadrat 1
med diagonalen AD. Huvis vi setter

x=0D=0B, ox

er DF = x og DB = DE = 2x. | den retvinklede "
ADFE er sa kateten DF halvt sa lang som F
hypotenusen DE, sa ~FDE =60°. Sa er

ZADE = ZFDE — ZFDA = 60° - 45° =15°. X X

Bemarkning. For gods ordens skyld viser vi D
seetningen: En retvinklet trekant har

spidse vinkler pa 15° og 75° netop E

hvis leengden af hgjden pa
hypotenusen er %af hypotenusen.

Vi foretager en spejling af AABC i
den lengste katete b, sd B fgres over i
E. Daer AB = AE.

Antag farst, at A = 15°. Hgjden fra
E i AAEB er EF. Da AAEF er en 30°-

60°-90°-trekant, er

EF=1AE=1AB.
Da AEFB og ACDB er ensvinklede
i forholdet 2:1, er CD = $EF , sa

CD=1EF =1 AE=1AB.

Antag s omvendt, at AABC er retvinkletogh = 2c. Sder EF=2h=1c. I den

retvinklede AAEF er en katete halvt sa lang som hypotenusen, sa trekanten er en
30°-60°-90°-trekant. Dermed er ZEAF =30°, sa ZCAB =15°.




f. 1. metode. Vi ser, at cDEFC er indskrive-
lig. Sd er LEFD = ZECD, da disse vinkler
er periferivinkler over samme bue i den
omskrevne cirkel.

Da AEDC og AEAB er kongruente, er

v=/ECD = ZEBA E G
Da
/BEA=90°-v=/FBC ,

er ABFC og AEAB ensvinklede, sd v = v
/BCF. Saer

/DFC =90°-v = ZDCF. D

Dette medfarer, at ADFC er ligebenet med
DF =DC.
Vi kan antage, at sideleengden i kvadratet er

2. S er BE = +/5. Da som nzvnt ABFC og AEAB er ensvinklede, er

BF _ BC _2
EA-EB < BF‘Jg'

I den retvinklede AEAB er AG hgjde, sa
AG-EB=AE-AB < AG=12.

Pythagoras i AAEG giver
2
2 - pAE2._ 2-1-(2) =1
EG?= AE2-AG?=1-(&) =1,
sa EG =-L . Vi finder s4, at

J5
F= - -BF=z5-L_2_2
G BE-GE-B 5 NN

Da altsd BF = GF og CF L BG, er ABCG ligebenet med CB = CG, dvs. vi har, at
CG=CB=DC=DF.
Det sidste lighedstegn fandt vi tidligere.

2. metode. Vi far en pludselig inspiration og A

anbringer kvadratet i et kvadratnet, sa det far
en sideleengde pa 5. Punkterne F og G er sa E

gitterpunkter, og hvis projektionerne af F og G
pa CD er Y og X, far vi i AGXC ved hjalp af

Pythagoras, at
CG?=32+42. =

I AFDY far vi
DF?=32+42,




Tilfgjelse
En ’vandreopgave’ om kvadrater, der af og til dukker op i opgavelitteraturen, er
felgende:

Opgave. | det indre af kvadratet ABCD ligger punktet P, s #/PDC = /PCD =15°. Vis,
at APAB er ligesidet.

A B A E B

15° 15° 15° R
D C D F C

Bevis 1. Lad E og F veere midtpunkter af AB og CD. En cirkelbue med B som centrum
og BC som radius skarer EF i P. I den retvinklede AEBP er hypotenusen BP dobbelt sa
lang som kateten BE, sa det er en 30°-60°-90°-trekant, sa ~/EBP =60° og £EPB = 30°.
I den ligebenede ABPC er sa

Z/BPC = ZBCP =75°,

og dermed ZPCD =15°. Altsa er P det givne punkt.
Vi har, at BC = BP = BA, og da ZABP = 60°, er AABP ligebenet med en topvinkel pa
60°. Altsa er den ligesidet.

Bevis 2. Vi drejer APCD omkring C i A
negativ omlgbsretning, sa P falder i Q.
Saer

/QCB=/QBC =15° .
Spejlbilledet af Q i BC er R. Sé er
AQBC og ARBC kongruente, og Q

Z/RBC = ZRCB =15°. R
Nuer CP =CR, og

/RCP =90°- /PCD - /RCB P

=90°-15°-15° =60°. 15° 15°
D C

Altséa er APRC ligesidet. Videre er
Z/PRB =360°- /ZPRC — ZBRC = 360°-60°—-150° =150°.
Da ABRP er ligebenet er sa
ZBPR = ZRBP =15°,

hvilket giver
ZABP =90° - Z/RBP — ZRBC =90°-15°-15° = 60°.



Sa er ogsa ~BAP =60° og dermed er APAB
ligesidet. A E

Bevis 3. Idet E og F er midtpunkter af AB og CD, ~ K
afsetter vi K pa EF, sd DK = DA. | den retvink-
lede ADKF er hypotenusen DK dobbelt sa lang
som kateten DF, s& ADKF er en 30°-60°-90°-
trekant, hvor /DKF =30°0g ~KDF =60°. Sa
er ZADK =30°, sa den ligebenede ADKA giver

/DAK = /DKA=75°.
Desuden er P

Z/PDK = ZKDF — ZPDF =60°—-15°=45°, 15° 15°

D F
sa ZADP = 75°. Dermed er tAKPD et ligebenet

trapez, hvis diagonaler er lige lange, dvs. AP = KD = DA. Pa grund af symmetri
omkring midterlinjen EF er PB = AP. Dermed er APAB ligesidet.

Bevis 4. Lad kvadratets sideleengde veere 2 og

E og F midtpunkter af AB og CD. Sa gelder i A E 1
APFC, at
o_PF _
tan15° = FC - PF ,
0g V3

EP =EF - PF =2 —tanl5°. 2

Nu er det kendt (1), at tan15°=2—+/3, s& EP
= 3.1 AEBP er s3

BP2=BE2+PE2=12++3 =4 si BP=2 — T

S4 er ABPC ligebenet, sa

/PCB=/CPB=75° , Z/CBP=30° , ZEBP =60°.
Vi har sa, at
BP=BA=2 , ZABP=60°,

og dette giver, at AABP er ligesidet.

Bevis 5. Punkterne E og F afsattes, sa
oPDEF er et kvadrat, hvor E og F ligger pa
samme side af PD som A og B.
Sé er APDC og AEDA kongruente, da de
har to sider og den mellemliggende vinkel
parvis lige store: E

PD=ED , DC=DA ,
/PDC = ZADE =15°.

Vi far, at

/DEA =180°—-2-15°=150°,
sa

/FEA=/ZDEA—- ZDEF =150°-90° = 60°.



I AAEF findes nu to lige lange sider: EF = EA og den mellemliggende vinkel er 60°, sa
trekanten er ligesidet. Dette giver, at

/PFA = /PFE + ZEFA =90°+ 60° =150°.

Dette medferer, at AAFP og AAED er kongruente, da de har to sider og den mellemlig-
gende vinkel parvis lige store:

PF=ED , AF=AE , ZPFA=ZDEA=150°.

Sa er AP = AD. Pa grund af symmetrien om kvadratets midterlinje gennem P er ogsa
BP = AP. Altséa er AABP ligesidet.

Bevis 6. Lad E og F veere midtpunkter A E
af AB og CD. Vi afsatter punktet G pa
EF, sa ZFDG =30°, dvs.

/PDG =15°. For nemheds skyld
seetter vi

x=PF , y=PG , z=DG .

Da ADGF er en 30°-60°-90°-trekant,
er

x+y=41z.

N

Af ADGF fés, at G:

FG? + FD? = DG? z P
2 2 15°
o (L)Y +1=7" & 1="% . . X 153
(3) z E
Da DP er vinkelhalveringslinje i
ADGF, er

hvoraf

Alts er
EP=EF-FP=2-x= /3.

Pythagoras i AAPE giver sa, at AP = 2. Altsa er AP = AB og pa grund af symmetrien
omkring EF er BP = 2, sa AABP er ligesidet.

Bevis 7. Lad DP skere BC i G. Projektionen af C pa DG er H. Vi s&tter CG = x, CH =
hog AP =y.SderPF=$x.

Den retvinklede ADGC har en vinkel pa 15°, sa efter bemeerkningen til lgsning e gel-
der, at DG = 4h. Arealet af ADGC er sa

1.DC-CG=1.h-DG < 2-x=h-4h < x=2h7,



DaDG>2,erd4h>2,sah> 3, sdvii

ADGC far, at A . B
2% +x? = DG?
& 4+x2=16h> <& X:Z\/4h2 -1.
Dermed er
h?=+4h*>-1 < h*—4h?+1=0 2 y
o h?2=2+.3.
H |G
Tydeligviserh < 1, s&h? = 2—+/3 og
dermed P p\ | x
PF=1x=h*=2-3. 1 15
D F 1 C
Saer

PE=EF-PF=.3,
og i AAPE far vi sa endelig, at
Y =PE?+AE?=3+1=4 < y=AP=2.
Pa grund af symmetri er ogsa BP =2, s APBA er ligesidet.

Hvis man ikke gnsker at bruge resultatet om en retvinklet trekant med en vinkel pa 15°
fra losning e, kan man bemerke, at vi i ADCG har, at

CG =DG-sin15° , CD =DG-co0s15°,
sa at
[ADCG] = 1CD-CG =1DG?-sin15°-c0s15° =1 DG? -sin30° = 1 DG .

P4 den anden side er [ADCG] = 1 DG -h, s&

iDG-h=iDG* < DG=4h.
A B

Bevis 8. I AADP er E projektionen af A pa DP.
Punktet F afsattes pd AE, si ZEDF =60°. Sa
er ZEFD =30° og dermed £AFD =150°.
Desuden er /DPC =150°. Da £FDA=15°, er

ZFAD =180°-150°-15° . F

Dette giver, at AFDA og APDC er kongruente
0g DP = DF. Nu er AFDE en 30°-60°-90°-tre-
kant, sa

DE = ;DF =5 DP. E

15° 15°
Dermed er E midtpunktet af DP, og AE er D c
midtnormal af DP. Derfor er AD = AP. Pa

samme made er BC = BP. Altsé er AABP ligesidet.




Bemerkning. Falgende smukke egenskab ved kvadratet er maske ikke sa kendt:

| kvadratet ABCD tegnes ligesidede trekanter ABK, BCL, CDM og DAN indad i kvadra-
tet. Da vil midtpunkterne af de fire linjestykker KL, LM, MN, NK sammen med midt-
punkterne af de otte linjestykker AK, BK, BL, CL, CM, DM, DN og DA udspande en re-
guleer tolvkant.
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