Kap. 1: Indledende teori om differentialligninger.

Normalt nar vi i mere "simple” matematiske sammengeetaler om en ligning og en lgsning hertil,
sa er der tale om at bestemme vaerdier af den ugfhesvariable (ofte kaldet x eller t), som indsat i
ligningen giver et sandt udsagn (jfr. f.eks. andadgligninger, trigonometriske grundligninger og
eksponentielle grundligninger ). De ubekendteniligerne og Iasningerne hertil er altsa tal.

| forbindelse med differentialligninger er det ina@did funktioner der optreeder som ubekendte,
idet en differentialligning giver en sammenhaenglenei

» en eller flere af den ukendte funktions aflededesfe afledede, anden aflede osv.),

» funktionen selv og

« andre funktionelle sammenhaenge hvori den uafheengiggble indgar.

Eksempel 1.1.
Hvis vi kalder den uafhaengige variable for x og dkandte funktion for y (dvs. y(x)), sa er de fal-

gende udtryk eksempler pa differentialligninger:

a)y=2x+3 b)y=VyEinXxX c) xX¥+xy=0 d)y=y-3x e)y-2y = —2%+1
f) y¥ = 0,000080500—y) @) y'= —4y h) €' = 2x+3 i) xy' =y + 12y3/x

Der er i nogle sammenhaenge tradition for, at méshekalen ukendte funktion for y indtil man ved
noget konkret om den og indtil evt. konstanterestemt, hvorefter der er tale om en bestemt Igs-
ning, som da beneaevnes f(x) el. lign. Men der eemmkpnsekvens i dette — og ofte vil f(x) o.lign.
optreede som ubekendte funktioner "fra startenédst for y. Differentialligningen i f.eks. b) \da
hedde: f(x) = (f(x))*Sin(x).

Vedrgrende betydningen af den dobbelt afledede gller f""(x) — henvises til Appendix 1.
df (x)
dx
Med denne notationsform opskrives f.eks. diffe@htiningerne b) og g) pa felgende made:

dz()_

Til at angive differentialkvotienten af en funktianvendes ofte ogsa notatlomdex : o.lign.
X

b) = VSin(x) eller ;(X) (f(x))’Sin(x) og Q) ﬂ = —4y eller — 4f(X)
X

Den variable behgver naturligvis ikke hedde x,daya den ubekendte funktion naturligvis ikke
behgver at hedde y. Differentialligningeld’ ¢t) = 2f + 3td(t) er sdledes et eksempel herpa.
| lgbet af denne bog vil vi lgse samtlige de oretditferentialligninger (med undtagelse af ®).

Hvis den ubekendte funktion hgjst optreeder mediesiteafledede, dvs. at kun x, y ogigdgar i
ligningen, sa taler vi om en farsteordens diffé@ediigning, hvorimod vi har en andenordens diffe-
rentialligning hvis der ogsa optreeder den anden afledeédalisa: x, y, yog y'), osv.

Ved en_lgsningil en differentialligning forstar vi en funktiosom indsat pa den ubekendte funkti-
ons plads i differentialligningen giver et sandsagdn. Dette lyder umiddelbart tilforladeligt og-for
staeligt, men der skjuler sig et problem i denngfitdtion”. For spgrgsmalet er: For hvilkeerdier

af den uafhaengige variable (dvs. for hvilke x-vamdskal udsagnet veere sandt ? Dette spgrgsmal
kan ogsa stilles pa falgende made: Hvad skal diefirimaengden veere for en given lgsning ?
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Et eksempel kan maske bidrage til at uddybe prostiimgen:

Eksempel 1.2.
Vi betragter differentialligningen:y’ :1 .
X

Falgende funktioner er alle lgsninger til dennaihg (kontrolleres let ved indsaettelse i ligningen)

a) () =In()+17,  b) f(x) =In(x) -12 ¢ (x) :{::g;f% :: 8

Lasning a) gaelder for alle x > 0, men den gaeladesf ogsa for alle D] 2;21[. Lasning b) geel-

der for alle x < 0, men den geaelder f.eks. ogsallerx < —20. Lagsning c) gaelder for all€xRY 0},
men den geelder ogsa f.eks. for atl@] - 5;0[ O ]0;8[ og for allex D] 2;21[.

Der er altsa uendeligt mange muligheder for deéfingmaengden for en lgsning !!

En mulighed for at komme uden om dette problene wilere at sige, at definitionsmaengden skal
veere den stgrst mulige talmaengde, der gar uds@ysetdifferentialligningen med den givne Igs-
ning indsat) sandt.

For Igsning a), b) og c) ville vi da fa definitionsengderne hhv.]O;oo[ , ]—oo ;O[ og RYO}.

Og generelt ville vi kunne sige: En lgsning fdiitferentialligningeny’ = 1 er en differentiabel
X

funktion, der opfylder, at for alle X Dm(f): f'(x) = i. v
X

| forleengelse af eksempel 1.2 fastleegger vi forigtab

Ved en lgsnindil en differentialligning forstar vi en funktiosom indsat pa den ubekendte funkti-
ons plads i differentialligningen giver et sandsagdn for alle xJ Dm(f).

Denne definition skal imidlertid vise sig at giveoplemer i visse sammenhaenge, hvor Dm(f) bestar
af flere usammenhaengende intervaller. Vi vendéiskdere tilbage til problemstillingen.

Ved den fuldsteendige Igsnitiggen differentialligning forstar vi meengden afnstligefunktioner,
der er Igsning til differentialligningen. Som endaseetning hertil kaldes én enkelt Igsning ofte ogsa
for en_partikuleer lgsnintyl differentialligningen.

Nar man kort taler om at Igse en differentiallignisd mener man almindeligvis at bestemme den
fuldsteendige lgsning til differentialligningen (Buder ikke stilles yderligere krav til lasningerne)

Ved en_lgsningskurveller en integralkurvél en differentialligning forstar vi grafefor en lgsning.

Pvelse 1.3.
a) Vis ved indseetning, at funktiondr{x) :%10 , XOR, eren lgsning til differentialligning
COsX
b) i eksempel 1.1.

b) Vis ved indsaetning, at funktionerngx) =0, xOR og §(X) =

5 , XOR , begge er lgs-
X“+1

ninger til differentialligning c) i eksempel 1.€.
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Pvelse 1.4.

a) Vis, at der findes én og kun én lineeer funktiom s Igsning til differentialligning d) i eksem-
pel 1.1 — og opskriv funktionsforskriften for derimeeazere funktion.

b) Vis, at der findes ét og kun ét andengradspolynomaom er Igsning til differentialligning e) i
eksempel 1.1 — og opskriv funktionsforskriften fl@tte andengradspolynomium.

Eksempel 1.5.
Hvis vi ser pa differentialligningeny’ = x2, s& bestar den fuldsteendige lgsning af samtlaya-st
funktionertil funktionen X (overvej dette !). Den fuldstaendige lgsning tffetientialligningen er

derfor givet ved:f (x) =%X3 +k , xOR, hvor kOR er en vilkarlig konstant.
| dette tilfeelde er forskellen pa de enkelte legaimaltsa en konstant, og samtlige lgsningskurver
fremkommer ved at parallelforskyde lgsningskurnamfix) = %x3 langs andenaksenm.

Pvelse 1.6.
Bestem den fuldsteendige lgsning til differentiadlitg a) i eksempel 1.1v

| forlaengelse af eksempel 1.5 og gvelse 1.6 mindem falgende definition af og saetning om
stamfunktioner:

Definition 1.7.

En funktion F siges at veere stamfunktion til erktion f i et interval I, hvis
F'(x) = f(x) for alle xO |

Oftest er | et &bent interval, men hxigr et intervalendepunkt for I, som_er medsa er det under|
forstaet, at der er tale om entBh(x) eller F_(x).

Seetning 1.8.

Lad f veere en funktion, som i et interval | harstamfunktion F. Da gaelder:

1) Samtlige stamfunktioner til fi intervallet | er fifrmen F + k, hvor KI R er en vilkarlig kon-
stant (ogsa kaldet en arbitreer konstant).

2) Hvis (X,Yo) €r et punkt i planen, hvogXJ I, sa har f netop én stamfunktion i |, hvis graf g
igennem punktet (/o).

Som bekendt findes den entydige Igsning i seetngigankt 2) ved farst at finde en stamfunktion
til f ved integration af f, hvorefter vaerdien afrdélkarlige konstant, der kan laegges til den fumdn
stamfunktion, tilpasses, sa funktionsvaerdiegpnetop bliver y (f.eks. er den stamfunktion til f(x) =
2x, hvis graf g&r igennem punktet (2, 15), gived:v&(x) = X + 11, idet F(x) = X+ k, og konstan-
ten k skal passe til, at F(2) = 15).

Laeseren opfordres til at lave en figur, der illesgr situationen.

| forbindelse med differentialligninger kan seetning formuleres pa falgende made:
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Seetning 1.9.

1) Hvis funktionen h har en stamfunktion H i et int@rl; s& er den fuldstaendige lasning til diffe
rentialligningen: y' = h(x) i intervallet | givet ved:

For alle xO I: f(x) = H(x) + k, hvor KIR er en vilkarlig konstant.
dvs.

For alle x(J I: f(x) = jh(x)dx +k, hvor KIR er en vilkarlig konstant.

De forskellige lgsningskurver til differesitigningen fremkommer ved parallelforskydning i
andenaksens retning af en vilkarlig af lagskurverne.

2) Gennem ethvert punkt {¥.) i planen, hvor x0 I, gar der netop én lgsningskurve til differen
tialligningen.

@velse 1.10:
a) Bestem den fuldsteendige Igsning til differentialliggen: % =x[@* ,xOR
X

Bestem herefter den partikuleere Igsning, som gamigm punktet (=5, 0).
b) Bestem den partikulzere lgsning til differentialliggen i eksempel 1.5, som gar igennem punk-
tet (3, 20000).v

Vi vender nu tilbage til problemstillingen omkrinigfinitionsmaengden for en Igsning til en diffe-
rentialligning, herunder til differentialligningdra eksempel 1.2.

Eksempel 1.11.

| henhold til seetning 1.9 far vi, at den fuldstegiedigsning til differentialligningeny’ :i Iin-
tervallet]O;oo[ er givet ved: f(x) = In(x) + kK, E]O;oo[ , KOR

Pa samme made ses, at den fuldstaendige lgsndiffgientialligningen: y' = %i intervallet
]—oo;O[ er givet ved: f(x) = In(—x) + c, m]—oo;o[ , COR.

Alt i alt ses dermed, at den fuldsteendige Igsnirgjfferentialligningen: y' :% er givet ved:

(00 = {In(x) +k, x>0
In(-x)+ ¢, x<0

hvor k og c er vilkarlige, og ikke ngdvendigvis éhs konstanter.
Hvis vi nu f.eks. gnsker "den” Igsning, der gamigem punktet (1, 5), sa er dette ikke muligt, idet
veerdien af kganske vist skaleere 5, men for x < 0 er der ingen indskreenkmjrd)es. at ¢ kan
antage alle mulige veerdier (svarende til alle neufiyskydninger af grafen for In(—x ) i andenak-
sens retning). Der er altsa uendeligt mange lgsnjrspm gar igennem (1 , 5).
Hvis vi derimod indskraenker os til at en Igsninglskere defineret i et interyada er der kun én
l@sning, der gar igennem (1, 5), nemlig: f(x)¥x) + 5, xD]O;oo [ v
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Med henblik p& at sikre entydigheden af en Igsfjingbl.a. eksempel 1.11), og ud fra gnsket om at
kunne anvende forskellige matematiske seetningehaidling og omskrivning af differentiallig-
ninger mm. (se laeengere fremme i teksten), indfairau falgende:

Konvention 1.12.

En lgsning f til en differentialligning forudsaettat veere defineret i et abent interval | vaelges
stgrst muligt og pa en sadan made, at det tilfredsstiller essdiat supplerende krav til ligningen.

Denne konvention er geeldende i resten af denne-lmggden er i gvrigt alment accepteret i forbin-

delse med lgsning af differentialligninger af dgpet og pa det niveau, vi skal anvende.

Som konsekvenser af konventionen kan naevnes fedgagtige punkter:

» vi kan blive ngdt til at indskreenke en given lggsidefinitionsmaengde (jfr. eksempel 1.11)

* enlgsning f til en differentialligning skal altahgives med et tilhgrende interval |

» intervallet athaenger af den fundne lgsning, ogfté ikkeveere det samme for alle funktioner i
den fuldstaendige lgsning (se f.eks. nedenstaerstegiel 1.14 !).
Dette er arsagen til det lille f pa angivelseaflintervallet.

@Dvelse 1.13.

a) Bestem den Igsning til differentialligningery. = 1 , som gar igennem punktet (- &2).
X
b) Bestem den fuldstaendige lgsning til differentiadliiggen:y’ = iz
X
Bestem den lgsning, som gar igennem punktet (5, €0

Eksempel 1.14.

Vi vil bestemme de Igsninger til differentialligmjen: y = tarf(x), som gar igennem punkterne

(0, =3) hhv. (%‘ , 6). Vived (eller kan let kontrollere — gar detdj,funktionen: F(x) = tan(x) — x

er en stamfunktion til t£(x). Ifglge seetning 1.9 og konvention 1.12 far eithed, at den fuldsteen-

dige l@sning til = tarf(x) er givet ved: f(x) = tan(x) —x + k ,® I og kO R, hvor } er et in-

terval, hvor tan(x) er defineret (dvs. et interaitypen -7 +plt; 7+ pDT[ , hvor p er et helt tal).

a) Nar vi skal bestemme den Igsning f, som gar igenmenktet (0, —3), sa skal vi dels have fast-
lagt, hvilket interval vi skal bruge, dels hvilkeeerdi konstanten k skal have:

Vi ser, at vi ma veelge intervallet 1:]—% ; g[ samt at k = —3. Den sggte lgsning er altsa:
f(x) = tanpx -3 ,xJ |-1; I

b) Nar vi skal bestemme den lgsning f, som gar igenpenktet(%‘ , 6), sa skal vi igen have

fastlagt, hvilket interval vi skal bruge, og hvitkgeserdi konstanten k skal have. % Ol skal

veere opfyldt, ser vi, at; £ ]—g+4fn; ﬂ+4DT[ = |1n; 9—“[. Da det kreeves, &(1]") = 6

22
og datan(1/") =1, ser vi, at vi skal veelge k= 54" . Den sggte lgsning er alts&:
f(x) = tanpex + 5+ X[ 7_2Tt;97n[ v
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| det ovenstaende har vi indledningsvist set, afiddes mange forskellige slags differentiallignin
ger, og vi har fundet den fuldsteendige lgsninditferentialligninger af typen: 'y= h(x).

| kapitel 3 skal vi undersgge og bestemme de fedddige Igsninger til differentialligninger af ty-
perne: y' = ky y'=b-ky, y'=-k(y-K), y'+g(x)ly = h(x) og y'=ky(M -y), hvor

k, b, K og M er konstanter, og hvor g(x) og h(xkentinuerte funktioner.

| kapitel 5 skal vi se pa en omskrivnings-/lasnmegsode til differentialligninger af typen:
y'=h(x)[g(y), hvor h er en kontinuert funktion af den uafhaeagigriable x, og hvor g er en kon-
tinuert funktion af den afhaengige variable y (f.ekfferentialligningen i eksempel 1.1 b))

| kapitel 6 skal vi bestemme den fuldstaendige legtii andenordens differentialligninger af typen:
y'"" = ay, hvor a er en konstant, samt af typeri: + ply'+qly = , hQor p og q er konstanter.

Men inden vi slutter dette indledende kapitel, skatifte kendtskab med endnu et begreb, nemlig
de sakaldte linieelementdigesom vi skal se pa en grafisk metode, derdia@ en idé om, hvordan
lgsningskurverne til en given differentialligningraid. Metoden kan bruges ved 1.ordens differen-
tialligninger, hvor det er muligt at isolerépa den ene side af lighedstegnet, hvormed deepa d
anden side af lighedstegnet star et udtryk U(sgm kun afhaenger af x og vy, dvs. differentiallig-
ningen har formen:

y = U(xy)

(I eksempel 1.1 er differentialligningerne: a), d), €), f) og h) af denne type, og hvis x>0 eked
er ogsa differentialligningen c) af denne type).

Ved et linieelementorstar vi et talsaet (xyo;a), der grafisk illustrereaf et lille liniestykke, som gar
igennem punktet (y,) 0g som har heeldningskoefficienten

En Igsning til differentialligning 'y= U(x,y) er som omtalt en funktion f, der opfylder
For alle xO Iy : f'(x) = U(x, f(x))

Som bekendt angiver differentialkvotienteixd) haeldningskoefficienten for tangenten til lgs-
ningskurven i punktet (x, f(x)). Vi siger da, astengen gar igennem linieelemenget f(x); f '(x)).
Disse linieelementer kan ogsa angives ved: (x; t0,f(x)) ) eller (x,y; U(x,y)), hvor y = f(x

Huvis vi for tilstreekkeligt mange og tilstraekkeliget placerede punkter (x,y), hvof ¢ , tegner
linieelementerne (x, f(x);{x)), sa vil der fremkomme en figur med en massé bnmestykker, som
kan give os en idé om, hvordan lgsningskurverrdifférentialligningen ser ud.

Eksempel 1.15.

Pa figur 1.1 ses en maengde af linieelementer sstar@irdifferentialligningen: y=y + X, dvs.
linieelementerne har formen: (x, y; y+x), altsk&. (2, 1; 3). Pa figuren er desuden indtegmet fe
forskellige lgsningskurver. Den fuldsteendige Iggrian vises at vaere: f(x) Z6€—x—-1, xJR
og c R (jfr. seetning 3.6). Specielt er f(x) = — x el lgsning (svarende til ¢ = 0), hvilket stem-
mer fint overens med figuren.
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Kap. 2: Indledende eksempler.

Radioaktivitet og straling.

Eksempel 2.1.
Visse atomkerner har den egenskab, at de fgrsitlen "gar i stykker” under udsendelse af radio-

aktiv straling (som bestar af sma "partikler”), hefter den tilbageblevne del af kernen ordner sig i
en ny slags atomkerne. (Vi siger kort, at den raklive kerne henfalder).

Den radioaktive straling kan males med et sakady&-Mdller-rgr ("Geigerteeller”), idet man

maler stralingens aktivitet dvs. antal registrengdeikler pr. sekund.

For radioaktive atomkerner forholder det sig sédeaé uanset hvor lang tid en kerne har eksisteret,
sa vil der veere den samme sandsynlighed for, atkenenfalder i Igbet af det naeste sekund. (Man
sammenligner her ofte kernen med en terning: Udnagtmange gange man har kastet en terning
(svarende til: uanset hvor lang tid der er gaétyikder veere den samme sandsynlighed for at fa en
6’er i det naeste kast (hvor det at fa en 6’er svidreat kerne henfalder)).

Hvis vi nu teenker os, at vi til et givet tidspunktar et stort antal kerner N(t) af et givet radioa
stof, sa vil antallet af kerner, som henfalderidiaf det naeste sekund, veere proportional med N(t)
Hvis vi betragter et lilleidsrumAt (lille” i tht. den "hastighed”, hvormed kernerdenfalder), sa
vil antallet af kerner, der henfalder i Igbet a@stummett stort set veere proportional mat
Zndringen ("tilveeksten™)AN i antallet af radioaktive kerner i Igbet af delitidsrumAt vil derfor
alt i alt tilneermelsesvist veere givet ved:

AN = — KIN(t)[At
hvor "cirka-lig-med-tegnet= mere og mere bliver til et lighedstegn, jo teetfirer pa 0.
k er proportionalitetsfaktoren, som kaldes hentaddstanter{Mere praecist er k lig med sandsyn-
ligheden pr. tidsenhed for at en given kerne heefat se nedenfor). Minusset foran k medtages,
idet N bliver mindre, dvs. id&tN er negativ, og idet vi gnsker at k skal veere @sityy konstant.
Ved division medit far vi differenskvotienten for N(t):

AN

At K [N(t)
og hvis vi ladeAt ga mod O far vi, at tegneterstattet af et lighedstegn, samtidig na¢diifferens-
kvotienten bliver til differentialkvotienten.
Funktionen N(t), som beskriver antallet af ikke-fadaine kerner til tiden t, opfylder altsa ligningen

N(t) = — KN(t)
Vi vender senere tilbage til Igsning af denne Ingpi

Af udtrykket: AN = — kiBl(t)[At far vi ved omskrivning, at NA'SI = k[At. Idet -AN angiver an-

tallet af kerner, der henfalder i Igbet af detltildsintervalAt, og idet N(t) angiver hvor mange ker-

ner vi har ved starten af dette tidsinterval, ekien T\I—?tl;l det samme som (den frekventielle)
sandsynlighed for, at en kerne vil henfalde i laf@gtdsrummeiit.

Da denne brgk cirka er lig medZk ser vi (som omtalt ovenfor), at _henfaldskonstark er det
samme som sandsynligheden pr. tidsenhed for, given kerne henfalderv
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Eksempel 2.2.
Efter samme princip som anvendtes i eksempel 21 vkundersgge intensiteten af visse typer

straling, nar stralingen traenger ind igennem stafémale. (Der er tale om gammastraling, rentgen-
straling og i en reekke sammenhzaenge ogsa betagjralin

Stralingens intensitet, der er lig med antallelpaitikler”, som pr. sekund passerer en arealenhed
(f.eks.1 crf), vil aftage p.gr.a. absorption i materialet (&t

Hvis intensiteten i dybden x er lig med I(x), shintensitetsaendringehl i et smaltmaterialelag

Ax (se figur 2.1) tilneermelsesvist veere proportianal I(x) og med\x. (At materialelaget er
"smalt”, og atAx dermed er "lille” skal ses i forhold til den "Haghed” hvormed materialet absor-
berer stralingen pa sin vej ind igennem materialet)

S8 |. i . B s £
i e ——=
_:b-' | =AMy : i i |.‘|:‘|I:EL‘.III-|1C
e | e AEER
| b materiale

e S el | T
=
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Fa— _II__ —— —
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Fig. 2.1

Vi har sdledes, idef\l er negativ, atAl = —ud(x)[Ax, hvor proportionalitetsfaktorgm kaldes

absorptionskoefficientefor det pageeldende materiale i relation til demgistralingp males i nit.

Ved at dividere medx og anvende, dix er meget lille (dvs. ladax g& mod 0), far vi, at funktio-

nen I(x), der beskriver intensiteten af stralingdgbden x i et givet materiale, opfylder ligningen
I"(x) = —pXx).

Vi vender senere tilbage til Igsning af denne Ingpiv

Eksempel 2.3.
Nogle radioaktive kerner henfalder (\da eller 3-henfald) til en ny kerne, som ogsa er radioaktiv.
Dette geelder f.eks. for fglgende henfaldsprocesser:

(1) Ld*® - cé® o P* L ...  (Deto farste pile star her fdhenfald)
(2) sm*® - Nd* - cé® (De to pile stdr her farhenfald)
3) U3 . TH* L PE* S L. (Den farste pil star her foreehenfald og

den neeste for @thenfald)

Vi taler i sddanne tilfaelde om moder-datter-henfhir den farste kerne kaldes moder-kernen og
det den henfalder til kaldes datter-kernen.

Hvis moderkernen ikke selv er datter-kerne for etlem kerne, men altsa "ligger farst” i processen
(hvilket bl.a. geelder for de tre omtalte eksempl&ihenfaldsprocesser), sa er det muligt at opstille
en matematisk model for antallet af ikke-henfaldamer for bade moder-kernerne og for datter-
kernerne. Dette foregar pa felgende made:
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Som i eksempel 2.1 geelder for antallet M(t) af rmkener til tiden t, at
AM = — Kk, M(t) [At
hvor k, er henfaldskonstanten for moderkernernes henfalkt er et lille tidsinterval.

For datterkernerne geelder dels, at der bliver fagrdem p.gr.a. deres henfald, samt at der bliver
flere af dem p.gr.a. moderkernernes henfald. Hyt¥ €ar for antallet af datterkerner til tidersd,
har vi, at:

AD = — Iy ID(t)[At + (-AM)
hvor ky er henfaldskonstanten for datterkernens henfaemaerk, al\M er negativ (der bliver faer-
re moderkerner), hvorfor tallet™™ er det antal moderkerner, der henfalder i lglb&étlarummet
At, dvs. -AM er det antal datterkerner, der skabes ved henfalakt afAt.

Vi ser dermed, aAD kan skrives pa fglgende made:

AD = — kg ID(t)IAt + ky, V(1) At
Ved division medit pa begge sider af lighedstegnet far vi differensienten for D(t), og ved at
ladeAt g& mod O far vi, at tegneterstattet af et lighedstegn samtidig med at difiskvotienten
bliver til differentialkvotienten, dvs. vi far at:

D'(t) = —kq D(t) +k,,, IM(t)

Vi skal senere vise, at M(t) M, (e *m? Hvis dette indseettes i udtrykket fB  (fvor vi sam-

tidig flytter farste led over pa den anden sidédidstegnet, sa far vi i alt, at funktionen D(t)nso
beskriver antallet af datterkerner til tiden t, yigér ligningen:

D'(t) + kg D(t) = kM, & *n'
Vi vender senere tilbage til Igsning af denne Ingpiv

Temperatur-udligning.

Eksempel 2.4.
Hvis et givet legeme A har temperaturen T(t) tet t, og hvis dette legeme bringes i kontakt med

et "stort legeme” B med temperatureg, Ba vil A’s temperatur efterhanden indstille giggtempe-

raturen . (Det "store legeme” er altsa sa stort, at detgperatur praktisk talt er konstant — dets
temperatur er altsa i praksis upavirket af, atadlegler eller opvarmer A. Overvej dette !!' Vi kan
f.eks. taenke pa en ovnplade med sméakager, somudgefslen varme ovn og anbringes pa kak-
kenbordet. Det "store legeme” er her kgkkenboradtjften og principielt gvrige objekter i loka-

let).

Den temperaturstignind\T, som sker i Igbet af et lilltdsrumAt, ma tilnsermelsesvist veere pro-

portional med forskellen imellem temperaturerng @¢ T,, og medAt selv. Vi har alts3, at

(O AT = —4&(T(t) — To)LAt

hvor a er en positiv konstant. (Det overladesatibéren at argumentere for, at minusset skal medta-
ges i udtrykket !). Konstanten a afhaenger atekke ting, bl.a. af A’s overfladeareal, af den ha-
stighed hvormed varmen i legemet B kan fares aréfler hen imod A, og af varmeledningsev-
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nen af en eventuel greenseoverflade mellem A ogeBKtf.eks. pa forskellen i afkaling af te i en
tekande uden teheette, med tehaette og i en termekand

Udtrykket () kan, idetAt er lille (dvs. ved at ladAt g& mod 0), omskrives til:
dT _

i —al(T(t)-T,) eller T(t) = —al{T(t) - To)

Dette udtryk kaldes Newton's afkglingslaselvom den bade geelder for afkaling og opvarmning
under de beskrevne forudsaetninger om legeme A og B.
Vi vender senere tilbage til Igsning af denne Ingni v

Eksempel 2.5.
Vi teenker os nu, at to legemer har forskellige Inelgysestemperaturer,(D) og T;(0), atde eri

termisk kontakt og er af sammenlignelige starrelsamt at de er isoleret fra omgivelserne.
Temperaturudligningen forekommer, idet legemernegemmisk kontakt med hinanden (kan ud-
veksle varmeenergi (pa mikroskopisk niveau) medihien). At der er tale om legemer af "sam-
menlignelig starrelse” betyder, en temperaturforampaf det ene legeme vil fare til en malbar
temperaturforandring af det andet legeme. (Deéledes ikke- som i eksempel 2.4 — tale om et
stort og et lille legeme, hvor det store legemegpieratur kan antages at veere konstant).

Legemel Legeme 2

Ta(t)
Ta(t) Fig. 2.2

Lad At veere et lilletidsinterval, og lad\T; ogAT, veere temperaturtilveeksten af hvert af de to
legemer i lgbet at tidsintervallat. Der geelder da (overvej !!), at der findes toifpos konstanter
g. 09 G ,Sa:

ATy = —qlTy(t) - T2(t)At  og ATz = — pl{T2(t) — Ta(t)) At

Veerdien af q afheenger af en raekke faktorer, herundsse og varmefylde for de respektive lege-
mer. Der geelder, &T, # AT, (bl.a. — men ikke alene - fordi de har forskelfmytegn).
Hvis vi derimod ser pa energiudvekslingerellem de to legemer, sa geelder der (hvorfoat?),
AE; + AE, =0, hvorAE betyder (varme)energitilveeksteBom bekendt geelder der desuden, at
AE; = GIAT; og AE, = GIAT, , hvor G og G er varmekapaciteterne af de to legemer.
Ud fra disse oplysninger kan vi foretage falgendeegninger:
AE; + AE, =0 = GIAT; + GIAT, =0 = Cl%+czt-% =0
DaAt er lille (dvs. ved at ladAt ga mod 0)far vi heraf, at: gT,'(t) + G.'(t) = 0, og dermed,

at: T2' (t) = —% 31' (t), hvilket skal bruges i beregningerne nedenfor.
2
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DaAt er lille, far vi af udtrykket: AT; = — qT4(t) — To(t))At, at:  T'(t) = — qT4(t) — Tx(t))
Hvis vi differentierer T'(t) — og dermed finder den dobbelt afledede &f) Tse evt. Appendix 1) —
og herefter anvender det ovenfor fundne resultatfgt), sa far vi falgende:

T = —alM®)-T) = T"O=-all/{0)-T@O) =

T = — gl + 2T/1) = T'O=-qll+ 2)TM =
CZ CZ

T/'(t) = —a/(t), hvora=ql@ + %) er en positiv konstant.

2
Vi vender senere tilbage til Igsning af disse Igar. v

Biologi og medicin

Eksempel 2.6.
Vi vil i dette eksempel betragte en geercellepopataisom vokser ved celledeling under optimale

vilkar (fastlagt ved korrekt temperatur, rigelignm@gsmaengde og plads, o.lign.).
Til et givet tidspunkt t har vi N(t) geerceller pnl i en naeringsoplgsning. Forggels¢ i antallet af
geerceller, som i et lillédsintervalAt foregar p.gr.a. celledelind\( "lille” set i tht. den "hastighed”
hvormed en celle deler sig), er tilneermelsesvispprtional med bade N(t) og métl, hvormed vi
far, at AN = riN(t)[At, hvor r er en positiv proportionalitetsfaktor b@skriver sandsynligheden for
celledeling pr. celle pr. tidsenhed).
Ved division medit pa begge sider af lighedstegnet far vi differensienten for N(t), og ved at
ladeAt ga mod 04t er "lille”) far vi, at tegnets erstattes af et lighedstegn samtidig med at diffe-
renskvotienten bliver til differentialkvotientenufktionen N(t), som beskriver antallet af geerceller
pr. ml til tiden t, opfylder altsa ligningen:

N'(t) = ()
Vi vender senere tilbage til lgsning af denne gni

Det skal bemeerkes, at denne model for en geerogfielgtions vaekst kun geelder ved optimale
vilkar. Hvis der bliver pladsmangel, naeringsmanfyel hgj koncentration af affaldsstoffer eller en
forkert temperatur, vil reproduktionsraten (dvst elekelte "individs” evne til reproduktion pr. tids
enhed) begynde at aftage. Dette vil vi behandierse(se eksempel 2.10).

Den omtalte matematiske model kan ogsa beskriveegrmpulationers vaekst. Hvis der i en given
population bade er tale om "fgdsler” og "dadsfakfi,angiver starrelsen r forskellen imellem fad-
selsraten (dvs. antallet af fadsler pr. individtgtsenhed) og dgdsraten (dvs. antallet af dgdgfald
individ pr. tidsenhed). Dette vil vi imidlertid ke komme yderligere ind pa he.

Eksempel 2.7.
Alt levende veev er opbygget af cell®isse celler bestar bl.a. af en cellekerne, ntmgtevaeske”

(cytoplasmaog en celleveeg (cellemembrapése figur 2.3).
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Der kan gennem cellemembranen diffundere stoffdelidd og ud af cellen. Det er bl.a. pa denne
made, at neering optages og affaldsstoffer udskillegllen.

Diffusion
igennem
celle-
membranen

Fig. 2.3

Lad os nu prgve at undersgge den situation, hvoestemt stof findes i en given koncentratign c
udenfor cellen, medens koncentrationen c(t) afettaide i cellen er en funktion af tiden. Vi anta-
ger altsa, at cellens omgivelser er sa "storekpacentrationen dér kan betragtes som konstant,
uanset om cellen optager (eller udskiller) lidtlaf pageeldende stof.

Spgrgsmalet er nu: Hvordan vil koncentrationenagfpre sig efterhanden som tiden gar ?

Vi ma forvente, at stoffet vil diffundere igennellemembranen i en retning, som udligner for-
skellen i koncentrationen.

Vi ma ligeledes forvente, at den eendrixz(t) af koncentrationen af stoffet inde i celleomssker i
lgbet af et lilletidsrumAt, tilneermelsesvist er proportional métlog med forskellen i koncentrati-
onerne c(t) og& Vi kan derfor tillade os at skrive:

Ac(t) = — Klc(t) — @) (At

Her er k en positiv konstant, som forteeller nogataellemembranens "gennemtraengelighed” for
det pagaeldende stof. Minusset medtages, idetft{tjea, hvis c(t) > & dvs. hvis c(t) —¢> 0, me-
dens c(t) vokser, hvis c(t) < ¢dvs. hvis c(t) —£< 0.

Idet At er meget lille, kan udtrykket (efter division m&t) omskrives til:

% = —K(c(t)—co) eller c(t) = —k(c(t)—Cq )

Ved at finde en funktion, som opfylder den opstifidigning, kan vi altsa klarlaegge udviklingen af
koncentrationen af stoffet i cellen efterhanden siolen gar.
Vi vender senere tilbage til Igsning af denne Ingpiv

Eksempel 2.8.
Vi skal her opstille en model for diffusion af ébkimellem to "afdelinger” i en organisme (f.ek.

menneskes krop). Disse to "afdelinger” kan f.aksre det intracelluleem@nrade (dvs. veesken inde

i cellerne) og det extracellulseoenrade (dvs. veesken udenfor cellerne, bl.a. veesksarmp

| modseetning til eksempel 2.7 vil vi her "tillad@dvs. lade indga i beregningerne), at koncentratio-
nen af stoffet i "omgivelserne”, altsa f.eks. i é&tracelluleere omrade, varierer med tiden. Men vi
vil antage, at det pageeldende stof ikke — elleertfald kun relativtangsomt — udskilles af orga-
nismen. Vi bemaerker altsa, at den samkdémaengde i organismen antagesaere konstant.

Den beskrevne situation kan illustreres skematéskgigende made (Figur 2.4):
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Leeseren bedes overveje hvilke stoffer, der kunmé&eseat vaere tale om hér, hvordan sadanne stof-
fer kunne teenkes at veere kommet ind i organisnaent Bvad det vil sige, at stoffet udskilles rela-
tivt langsomt !

Som angivet pa figur 2.4 kalder vi de to afdelinfgerhhv. afd. 1 og afd. 2. Og i det fglgende an-
vendes fglgende betegnelser:
* V; og \;errumfangene af vaesken i afd. 1 og afd. 2.
e V=Vi+V;, (Veraltsd det samlede rumfang)
« my(t) og m(t) er masserne af det betragtede stof i afd. afdg2 til tiden t.
e« m=mt) + my(t) (m er altsa den samlede masse af stoffgjarmismen, og denne masse an-
tages som omtalt at vaere konstiagién tidsperiode vi ser pa hér).
* c¢y(t) og o¢(t) er koncentrationerne af stoffet i afd. 1 od.&f til tiden t.
Rumfangene males typisk i liter, tiden i sekundkr eninutter, masserne i mg og koncentrationer-
ne i mg/liter.
Det overlades til leeseren at overveje/argumentareaft der geelder, at:
0 ao="0 =20 o vim@m+v,mm=m
Vi Vs
Spgrgsmalet er: Hvordan vil koncentrationerg(® dihv. ¢(t) opfere sig efterhanden som tiden gar?
Vi vil farst se pa ¢:

Vi ma forvente, at stoffet vil diffundere igennem t afdelinger i en retning, som udligner forskel-
len i koncentrationen.
Vi ma ligeledes forvente, at den eendrikmg(t) af koncentrationen af stoffet i afdeling 1, seker i
lgbet af et lilletidsrumAt, tilneermelsesvist er proportional métdlog med forskellen i koncentrati-
onerne gt) og &(t).
Vi kan derfor tillade os at skrive:

Acy(t) = —a Lea(t) — co(t)) (At

Her er a en positiv konstant, som fortaeller noget om "genimeengelighed” for det pageeldende
stof imellem de to afdelinger.
Det overlades til leeseren at argumentere for, lovoninusset foram medtages.

Idet At er meget lille, kan udtrykket (efter division m&t) omskrives til:

as) B — — () -c,(0) eller () = ~alley-c,(0)
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Ud fra (@ far vi (kontrollér!), at: c,(t) :Vﬂ - V—lmzl(t)

2 2
Indseettes dette LX) far vi efter lidt omskrivning (kontrollér !) , at

my

(D a® =-BHa® -y

hvor vi har indfart en ny konstarft givet ved: B = a [(1+ %) :
2

Vi vender senere tilbage til lasning af denne défeialligning for dermed at f& bestemt et udtryk
for cy(t), ligesom vi vender tilbage til beregning atuetryk for koncentrationen(t). Desuden vil
modellen i kapitlet 6 om 2.ordens differentialligger blive udvidet til at omfatte den situation,
hvor det aktuelle stof relativt hurtigt udskillelscaganismen (typisk via nyrerney.

Eksempel 2.9.
Visse giftstoffer, tungmetaller o.lign. herundey,blidskilles meget langsomt af organismen, bl.a.

fordi det optages i knogler o.lign. Vi vil i detééksempel se neermere pa bly.

En person har igennem en kortere tidsperiode vadsait fior blyforgiftning. Hvis personen ikke
optager yderligere bly, vil blyindholdet langsondiskilles idet der vil geelde fglgende (overvej !):
B'(t) = — WpB(t) , hvor Wy er en konstant, der kaldes udskillelseskoeffigerior bly.

Desveerre forholder det sig ofte sdledes, at manegenimaden af forskellige arsager jeevnligt opta-
ger en smule bly. Hvis vi antager, at der pr. degtages @ mg bly, sa kan andringshastigheden
B'(t) (malt i mg pr. dagn) af organismens blyindhotitrykkes saledes (overvej !):

B'(t) = Op— Upb[B(t)
Vi vender senere tilbage til Igsning af denne Ingnior at finde en funktionsforskrift for B(t

Eksempel 2.10.

| eksempel 2.6 beskrev vi den situation, hvor dettalf individer i en given population (i det kon-
krete tilfaelde geerceller) vokser under optimal&anl En saddan veekst kan imidlertid ikke fortseette
i det uendelige, idet populationstaetheden efterddmdiver sa stor, at der begynder at veere mangel
pa fade eller plads (herunder omrader med tilstedekkav koncentration af affaldsstoffer) for de
enkelte individer. Populationens veekstrate vil dieafftage.

Hvis vi antager, at det miljg, som populationerelely har en given beerekapacikgt(dvs. en gvre
graense for antallet af individer, der kan eksistendjaet), s& kan vi opstille en teethedsafhaengig
model for populationsvaekstg@d falgende made:

Den forggels@N i antallet af individer i populationen, som foéeg et lille tidsintervalAt, antages
tilneermelsesvist at veere proportional med det dktaatal N(t), med det antal individer K — N(t) ,
som der endnu er plads til i miljg, samt n¢d(Overvej rimeligheden af disse antagelser !!).

Vi far saledes:

AN = dN(t) K — N(t))At
Ved at dividere medt pa begge sider af lighedstegnet samt udnytit, et lille, far vi falgende
ligning, der beskriver udviklingen i antallet atlimider N(t) i det betragtede milja:

N'(t) = SN(H)IK — N(1))
Vi vender senere tilbage til lgsning af denne Ingpiv
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@konomiske, behavioristiske emner.

De foglgende modeller kaldes som anfart "gkonomis&kavioristiske modeller”.

Den gkonomiske benaevnelse er medtaget, idet dejdagomed starrelser, som spiller en rolle for de b
tragtede virksomheders gkonomiske resultater. dmtioristiske benaevnelse skyldes, at de medt&gne e
sempler alle bygger pa menneskers/kunders opfattgjsadfeerd, hvormed der bestemt ikke kun er tale o
gkonomi, men ogsa en raekke andre faktorer (behstighr = adfaerds-/handlings-/reaktionsmaessigt).
Modeller af den pagaeldende type er saerdeles nystiye! i forbindelse med gkonomiske og sociolegisk
uddannelser som ved arbejdet med de relevantedigrggende mekanismer i "virkeligheden".

| forbindelse med uddannelser drejer det sig orstdderendes indlzering (forstaelse og erkendelsgkad
nomiske, behavioristiske sammenhaenge, og om aeh&vantitativt beskrivelsesmiddel til mekanisnder,

er vanskeligt forklarlige i en kvalitativ formulaug.

Ogsa i "virkeligheden” drejer det sig — for de masker, der arbejder med disse emner — om at have en
grundleeggende og solid forstaelse af og kendskaldinomiske, behavioristiske sammenhaenge. Mulighe-
derne for i praksis at opstille brugbare modellegbeenses af en raekke faktorer. Farst og fremmalstisk
relevante medarbejdere kunne handtere dette, meihk@mmer, at noget af det vanskeligste ved dmak
miske, behavioristiske modeller i praksrsat veelge en korrekt modeltype og at bestemanesksten/vaerdien
af de parametre, der indgar i modellerne. Desudglies det behavioristiske element en sddan raitejer
ofte bgr arbejdes med stokastiske modeller (dvdelies der tager hgjde for tilfeeldigheder i og sapdlig-
heder for f.eks. kunders reaktionsmgnster) somlememttil de her preesenterede deterministiske modeller
(dvs. modeller hvor der pa forhand og med sikkekmtbeskrives, hvad der vil ske). Men de grundésede
mekanismerder praesenteres via de deterministiske modéllagerer imidlertid fint i "virkeligheden".

Eksempel 2.11.
| dette eksempel betragtes effektiviteten af enartegjder i en virksomhed. Medarbejderen frem-
stiller produktet P.
Vi vil teenke 0s, at der enten er tale om en ny misgjder eller et nyt produkt — eller evt. begge
dele. Til at begynde med er effektiviteten mindre,goen p.gr.a. indleering foragges effektiviteten,
hvormed den anvendte tid T pr. enhed af P aftaged.dén optimalt opnaelige effektivitet er tids-
forbruget Tp: pr. enhed. (Tiderne kan f.eks. méles i minutter)
Almindeligvis vil det vaere sadan, at jo teettere axbdjderen kommer pa den optimale tid, desto
vanskeligere bliver det at forbedre effektivitet¥inlader nu x betegne det antal enheder af P, som
medarbejderen i alt har produceret, og T(x) betegmetid, der anvendes til produktion af den nae-
ste enhed, nar medarbejderen har produceret x enhed
Det ma da veere rimeligt at antage (overvej !ihadekkstenAT i T(x), der svarer til en lilldilveekst i
antalletAx, tilneermelsesvist er proportional med savel T(Apr , dvs. med forskellen mellem den
faktisk anvendte tid og den optimale tid, som mA&d Der geelder saledes:

AT = — S0 T(X) — Topy)AX
hvor s er en positiv konstant, der forteeller nagetindleeringshastigheden. Minusset foran s’et er
medtaget, ideAT er negativ, idet T(x) aftager. (Bemeerk, at T(X)op ®gAX > 0).
Ved at dividere medx, og ved at bemaerke, &x er lille (dvs. ved at ladAx ga mod 0), far vi:

T'(x) = —S0T(X) — Top)
Ved at lgse denne ligning kan vi finde et funkteaisyk for T(x). Vi vender senere tilbage heril.

Eksempel 2.12.
Virksomheden "Cleanpaper” markedsfagrer en ny tyggwenlige kakkenruller. Virksomheden
regner med at kunne erobre en vis del af markedtdes at det solgte antal kakkenruller s(t) pr.
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dag efter en kortere eller laengere indtreengningsgenar op pa veerdien M, hvor markedet siges
at veere meettet. Det er Kklart, at salget pr. dkgetomest "frit” (uhindret) i begyndelsen (i tiden
efter lanceringen pa markedet), men at vaekstelgetsar. dag efterhdnden bremses op, jo teettere
salget kommer pa maetningsveerdien M.
Vi kan derfor med rimelighed antage, at hitser et "lille” tidsinterval, sa er foragelsés i salget
pr. dag tilneermelsesvist proportional med badeaketelle salgstal pr. dag, med afstanden til maet-
ningen, og medt, dvs.

As = c[B(t) (M — s(t)) (At
hvor c er proportionalitetsfaktoren. (Overvej rilgbkeden af disse antagelser ).
Ved at dividere medt pa begge sider af lighedstegnet og udnyttat at lille, far vi i alt, at salgs-
tallet pr. dag opfylder falgende ligning:

s(t) =d5(t) M —s(t))
Vi vender senere tilbage til Igsning af denne Ingpiv

Eksempel 2.13.

En kendt europeeisk bilkoncern, (som i dette eksegjipek navnet APF), har malt deres kunders
loyalitet som funktion af tilfredsheden med dernvems, som kunderne oplever i forbindelse med
kab og vedligeholdelse af APF-biler.

Loyaliteten defineres som kundernes gnske om igkatse en APF-bil, hvis de skulle kgbe en ny
bil. Loyaliteten L angives i %. Huvis f.eks. L 846, sa betyder det, at 48 % af den nuveerende
kundemasse pa ny ville kabe en APF-bil.

Tilfredsheden T males pa en skala fra 0 til 100,r&wde til fra 0 %’s til 100 %'s tilfredshed).

Ved opstilling af en matematisk model til beskrseshf loyaliteten som funktion af tilfredsheden
antages, at der findes en gvre loyalitetsgraepge, lsom ikke kan overskrides uanset hvor sublim
en service man fra APF’s side matte give kundeDee.er altsa en vis procentdel af de nuveerende
APF-ejere, som under alle omsteendigheder vil skiftazerke. | gvrigt er det klart, at ved lave til-
fredshedsveerdier vokser loyaliteten relativt fritis servicen (og dermed tilfredsheden) forgges,
hvorimod det er vanskeligere at forgge loyalitetdarligere (selv med en kraftig forggelse af ser-
viceniveauet), hvis loyaliteten er relativ teet j@h drvre loyalitetsgraense.
Om loyaliteten L som funktion af tilfredsheden T kamerfor i den matematiske model antage, at
tilveekstenAL i loyaliteten ved en lilldoraggelseAT i tilfredsheden tilnsermelsesvist er proportional
medAT og med savel den aktuelle loyalitetsveerdi L(T) soed afstanden til loyalitetesgraensen
Lmax - Vi far altsa, at der findes en proportionaliketsstant, sa falgende ligning geelder:

AL = o [L(T) [Lmax— L(T)) CAT
Ved at dividere pa begge sider af lighedstegnet Afesamt anvende, &T er lille, sa far vi i al,
at loyalitetsfunktionen L(T) som funktion af tilfrededen T opfylder fglgende ligning:

L'(T) = a [O(T) @max— L(T))
Vi vender senere tilbage til lgsning af denne ingpiv

Alle de i dette kapitel omtalte differentiallignimger eksempler pa 1.ordens differentialligninger.
Lesningerne vil blive gennemgaet i kapitel 4: "Lipgier mm. til indledende eksempler”.

Men inden da skal teorien bag lgsning af sadanfferéitialligninger gennemgas via kapitel 3: "Teeri
nogle 1.ordens differentialligninger”. (Se desudeapitel 1: "Indledende teori om differentiallignieg”).
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Kap. 3: Teori — nogle 1.ordens differentialligninge.

Seetning 3.1.
Hvis en funktion f opfylder, at: '{x) = k(f(x) for alle x i et interval I, hvor k er en gim konstant,

sa findes der en anden konstant ¢, sa funktiorsfties for f er givet ved: f(x) =c @ x0Ol.

Dette kan ogsa formuleres saledes:
Differentialligningen Y= ky har den fuldsteendige I@gsning: y:@akx, hvor cJ R

Bevis:
Vi laver et lille "trick” og betragter funktionenf(x)@_kx. Om denne funktion geelder:
()™)Y = F)E™ +f(x) ™™ Q-k) = kO™ - kd(x)E™ = 0

hvor vi har anvendt saetningen om differentiatioetgfrodukt samt forudsaetningenfx) = ki(x).
Hvis en funktions differentialkvotient er O foralk, sd er funktionen konstant. Der findes altsa en

konstant ¢, s& f(k¢ ™ = c for alle x. Ved at gange pa begge sideighEdstegnet med* far
vi, at: f(x) = c&", hvormed seetningen er bevist.

Eksempel 3.2.
Hvis det om en funktion H(p) er givet, at'(p) = 0,3B(p) for alle p, samt at H(5) = 12000, sa fin-

des der ifglge seetning 3.1 en konstant ¢, sa H(pﬁo'sm. Konstanten c findes ved at benytte
oplysningen H(5) = 12000 pa fglgende made:
H(5) = 12000 - c[&%® =12000 - ¢ =985,02
Vi ser dermed i alt, at:
H(p) = 985,02e%® | pOR

@velse: Tegn grafen for H(p), p0 v

Seetning 3.3.
Hvis en funktion f opfylder, at: '{x) = b — Ki(x) for alle x i et interval I, hvor k og b er gie kon-

stanter (k# 0), sa findes der en anden konstant c, sa furétoskriften for f er givet ved:
f(x) = E+c[@‘k@ ,xO |

Dette kan ogsa formuleres saledes:

Differentialligningen ¥= b — Ky har den fuldsteendige lgsning: y%+c[é‘kx , hvor cO R

Bevis:

Funktionen f opfylder "naesten” forudseetningerneetrsing 3.1, hvis det ikke var for konstanten b.
Vi praver derfor i stedet for at se pa funktionenr: kf(x). Om den geelder der:

(b — Ki(x))" = 0—Ki'(x) = —K{b — Ki(x)) , hvor vi har brugt forudseetningerne om ftBes
altsa, at funktionen b -fkx) opfylder betingelserne i saetning 3.1, hvornded findes en konstant

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Diffeéadligninger og matematiske modeller”



C1,sd: b—HRx) = a® % | hvor konstanten kaldes ag ikke c, idet vi om et gjeblik skal om-
skrive lidt p& udtrykket og dér indfare en ny kamtt som sa far navnet c. (Bemeerk, at der skal sta
—k og ikke bare k i udtrykket. Hvorfor ?). Vi okms/er nu:

b-kiX) = @™ <= Kix)= b—q@™ = f(x) = E{_T%j [k

-C . L
BrﬂkenT1 er en konstant, som vi kalder c. Hermed er saetnihgvist. v

Saetning 3.3 kan undertiden med fordel formulertsisa:

Seetning 3.4.
Lad f veere en funktion, som er kontinuert i éeival | og differentiabel i det tilsvarende dbne

interval b, hvor det om | geelder, at[DI. Hvis funktionen f opfylder, at: '{x) = — K{f(x) — K)

for alle xO I, , hvor k og K er givne konstanter £k0), sa er funktionsforskriften for f givet ved:
f(x) = K+ (f(0)-K) & **, xO

hvor f(0) er funktionsveerdien af fi 0.

Bevis:
Forudseetningen’tx) = — K{f(x) — K) kan omskrives til: f(x) = KK — kif(x). Vi ser hermed, at f
opfylder forudsaetningerne i seetning 3.3, hvor ks Kalge saetning 3.3 findes derfor en konstant

c, s&: f(x) :kTK +c@ ™™ = K+ c@ ™. Ved at indsaette x = 0 far vi: f(0) = K Bloog dermed
at c = f(0) — K. Hermed er saetningen bewst.
Eksempel 3.5:

Om en funktion T geelder, at 'Tx) = —$(T(X) — Topy, X2 0, hvor s og J,: er givne konstanter
(for x = 0 er der tale omT’, (0) ). Ifglge seetning 3.4 har funktionen T derforkiionsforskriften:

T(X) = Topt+ (T(0) — Topt)2", x20
@velse:Tegn grafen for T, hvis T(0) = 200,o,= 70 og s = 0,3. Kommentér resultaset.

Som en generalisering/udvidelse af saetning 3.¥ifatgende saetning:

Seaetning 3.6.
Hvis en funktion f opfylder, at: 'fx) + g(x)f(x) = h(x) for alle x i et abent interval I, hvg og h
er kontinuerte funktioner i I, s findes der en #amnt c, s

() = e ™ q[h() M dx +¢) , xO1
hvor G(x) er en stamfunktion til g(x), og hvofkR er en vilkarlig konstant.

Dette kan ogsa formuleres saledes:
Differentialligningen ¥+ g(x)¥ = h(x), hvor g og h er kontinuerte funktioneridefet i et interval,
har den fuldsteendige lgsning:

y= e CX [ﬁjh(x) [@C™) dx + c) , hvor ddR.
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Bevis:

Ved at gange pa begge sider af lighedstegnet ykidtt f'(x) + g(x)f(x) = h(x) med e®™ kan
vi lave fglgende omskrivningerne (lseseren bedes ongrveje/kontrollere hvert skridt):

/() +g0fx) = h() = e m'(x) + e ) d(x) = ™ mh(x)
- (eG(X>[n(x))' = &™) h(x)
- €)= [heye”dx +c
o 0 = e ff h(x) %) dx + ¢

hvor c er en vilkarlig konstant. Hermed er szetningevist.v

Eksempel 3.7.
Vi vil bestemme den fuldsteendige lgsning til diffietialligningen: y= y — 3x (jfr. eksempel 1.1

d)). Ligningen omskrives farst til:" v y = —3x, hvoraf vi ser, at den er af den tygey,omtales i
saetning 3.6, hvor g(x) = -1 (altsé en konstanktfon) og h(x) = —3x. En stamfunktion G(x) til
g(x) er givet ved: G(x) = —x, hvormed vi ifglge s@ag 3.6 ser, at den fuldsteendige I@sning er givet
ved:

y = e_(_x)[ﬁj—3x@_xdx+c) - y=¢ [ﬁj—3x®_xdx+c) = y=c@" +e& q'—:%xma_xdx

Det sidste integrale i denne omskrivning udregressdelvis integration til at give: 8 * + 3™
(kontrollér 11). Alt i alt ses dermed, at den fulgsndige Igsning til differentialligningen’:y y — 3x

er givet ved: y=&+3x+3, XJR, hvor dR.
@velse:Find den fuldstaendige lgsning til differentialliggen: y = 2y —2X+1 v

Pvelse 3.8.
Bevis saetning 3.3 ved anvendelse af seetning ¥§lefining: Saet g(x) = k og h(x) = .

Logistisk veekst og undersggelse heraf

Seetning 3.9.

Hvis en positiv funktion f opfylder, at: 'fx) = kif(x) (M — f(x)) for alle x i et interval |, hvor k og
M er positive konstanter, og hvor M > f(x) foral, sa findes der en anden positiv konstant c, §
funktionsforskriften for f er givet ved:

f(X) = L—kl\ﬂ , xl
1+cle ™

Qo

Dette kan ogsa formuleres saledes:
Differentialligningen y = ky(M —y), hvor k > 0 og 0 <y < M, har den fstdendige lgsning:

y=L , hvor cOR;.

1+c[@ kM
Hvis vi kun forudseetter, at: k0 og Mz0, (og ingen specielle forudsaetninger om funktionen y)
sa er lgsningen til ligninger y ky(M — y) den samme, idet der nu blot geeldec, [@tR.
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Bevis:
Ifglge forudsaetningerne har vi: '(X) = Ki(x){(M - f(x)) = kM[f(X)[él_fIEA_X)j

hvor vi i sidste led har sat M udenfor parentesen.

Vi laver nu et lille "trick”, idet vi undersgger fierentialkvotienten af funktionen%—%. (Lee-
X
seren bedes gennemfgre/kontrollere detaljerne kiovmsngen):
' , —km ) fi-
(_1 —i} = —f (X) = M = —kM [ﬁ_l —i]
f(x) M (f (x))? (f (x))2 f(x) M
Vi ser hermed, at funktionellg(l—) —ﬁ opfylder forudseetningerne i seetning 3.1 (idet kamign
X
denne gang er lig med —kM ).
Der findes derfor en konstang, sé:% —% = q&*™*  vi omskriver nu pa dette udtryk:
X
_i — Cil}_kMX 1 - i + C]_l}_kMX
f(x) M f(x) M
—kMx
1 _ 1+Mig (e o f(x) = M
f(x) M 1+M [, (& <M~

Hvis vi i dette sidste udtryk saetter ¢ =#dM (dvs. hvis vi kalder konstanten® for c), sa far vi det
gnskede udtryk for f. Hvis vi specielt har, at €x) <M, sa far vi (overvej!), at;c> 0 — og der-
med ogséa at ¢ > 0. Hermed er saetningen bewist.

Eksempel 3.10.
Differentialligningen y= 0,00004(500 —vy), (jfr. eksempel 1.1 f)), hvor 0< y <50ér hgsningen:
_ 500 _ 500
h 1+ ¢ [@0.00004500% h 1+c@ 002

hvor ¢ er en positiv konstant.

Hvis vi teenker os, at vi leder efter den funktidar er lgsning til differentialligningen og som gar
igennem punktet (120,400), sa kan den tilsvareodstiant ¢ findes pa fglgende made:

400 =— 2% o l+ce? =2 o c= 12t o c= 2755794
. . . 500
Den sggte funktion f har altsa forskriften: f(x) = xOR

1+2,7558@ 0%
@velse: Tegn grafen for f(x) og kommentér dens udseemde.

Funktioner af den type, der omtales i starten ahisap 3.9, kaldes positive logistiske veekstfunktio-
ner, og starrelsen M kaldes ofte for maetningsveerdlkam baerekapacitete&n positiv, logistisk
veekstmodel benyttes i sammenhaenge, hvor der "ingegsen” kan forega en relativt fri (uhindret,
uhaemmet) vaekst, men hvor der efterhanden forekoramsliags "maetning”. Det kan f.eks. vaere
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» alkoholprocenten i en vin under geeringen som fomkaf tiden

» graden af solbreendthed som funktion af den tilleréigti solen

» det ugentlige salgstal af en ny ikke-ssesonpraegetsaan funktion af tiden efter introsuktionen
pa markedet. (Der er tale om en forgaengelig forbragetype som f.eks. en bestemt slags mad-
varer. Det forudseettes, at varen er et kvalitethyky der er i stand til at bevare en bestemt
markedsandel, samt at der er tale om en nogenkorant reklameindsats).

 starrelsen af en population i et givet miljg somkiiion af tiden, nar der ikke er ubegreensede
ressourcer (plads, naering, mv.).

» indleeringsgraden (dvs. den brgkdel, der er indddegh given vidensmaengde (f.eks. indholdet i
en given matematikbog)) som funktion af den tid, eleanvendt pa at studere stoffet

« udbredelsen, dvs. den samlede bestand pa markééetny vare (en sakaldt "varig forbrugs-
gode”, f.eks. videomaskiner eller DVD-maskiner) siumktion af tiden efter introduktionen af
varen pa markedet.

Pvelse 3.11.
Lad f veere en given, postiv logistisk vaekstfunktiBenyt udtrykket: f(x) = Ki(x){(M — f(x)) =

kM [{(x) [él_fl(\/l_X)j til at argumentere for, at nar f(x) er meget méndnd M (dvs. "i begyndelsen”

af veeksten), sa er f naesten givet ved en ekspehgetkstfunktion, altsa en fri/luhaammet veekst.

Seetning 3.12.
Hvis f er en positiv, logistisk veekstfunktion fraesing 3.9, sa gaelder der:

» Konstanten c givet ved: ¢ =M——1
f(0)

e f(X) > M for x— o

« Grafen for f, der kaldes en logistisk kur¥er et udseende som vist pa falgende figur:

A
M+—— - — - === — —

Figur 3.1

Beviset for og kommentarer til denne seetning odeddil lseseren som en gvelse.
| appendix 2 er vist lgsninger for logistiske vaaksktioner, hvor k <0, M <0 og/ellery > M .

Forelagt et givet seet af reqgistrerede dkatia det vaere vanskeligt umiddelbart at afggrederkan
beskrives ved en logistisk vaekstfunktion. For alpe pa dette, kan den falgende saetning 3.13
undertiden anvendes. Problemet er imidlertid, akeal kende veerdien af M for at kunne bruge seet-
ningen. Som det senere vil fremga (jfr. gvelse }.&%&n M undertiden estimeres (dvs. skannes),
blot vi kender f(0), samt f(x) for to veerdier afhyor den ene giver en funktionsveerdi langt fra
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meetningsveerdien og den anden er relativt teet paimgen. Desuden kan den efterfglgende saet-
ning 3.14 undertiden anvendes til dette formal.

Seetning 3.13.
Folgende to pastande er ensbetydende:

a) En funktion f er en positiv logistiskeekstfunktion med maetningsveerdien M

b) Der findes en positiv konstant M, sa vaerdiela]p(%—) —% indtegnet som funktion af x i et
X

enkeltlogaritmiskkoordinatsystem giver en aftagende ret linie.

Bevis:
M

Hvis f er en positiv logistisk vaekstfunktion meddkriften: f(x) = W
+C

, 0g hvis vi seetter

C = ﬁ sa fas ifl. den sidste omskrivning i bevisetdestning 3.9, ati . qe M

f(x) M

Som bekendt giverlﬁ_k'v'X en ret linie, nar det indtegnes i et enkeltlogaisinkoordinatsystem,
og da— kM <O er linien aftagende.

Hvis der omvendt findes en positiv konstant M?S(]é; —% giver en aftagende ret linie i et enkelt-
X

logaritmisk koordinatsystem, sa findes der som hedken positiv konstant b og en negativ konstant

a, sa:m i = b@*. Det overlades som en gvelse til leeseren at ais#gtte udtryk p& sam-
X
me made som i beviset for saetning 3.9 kan omsktiefx) = M , hvor ¢ =MD .
1+ce®

Da a er negativ og M er positiv vil stfarrelsenla— veere en positiv konstant. Hvis vi kalder denne

starrelse for k, sa far vi alt i alt, at: f(x) = M

Saa—yval Hermed er seetningen bevist.
1+cle "

Som omtalt kan vi undertiden bruge den fglgendaisagetil at finde M — til brug i seetning 3.13:

Seetning 3.14.
Hvis f er en positiv logistisk vaekstfunktion med tnaegsveerdien M, og hvis;xx, og % er tre

givne veerdier som opfylder, at; X Xo < X3 0g X3 — X% = X — X, S& kan meetningsveerdien M
findes af fglgende udtryk:

12 1
M=) T(Xz) f(x3)
1 1 1

F(x0) T(X3) (F(x))?
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Bevis:

Ifglge seetning 3.13 b) findes der to konstantey b,csé:% —% = b,
X

Da X —% = % — X har vi ogs8, at®, = x + X, hvilket giver: b@%*2 = p@d(*atxs)
Dette udtryk kan omskrives til (kontrollér)b [&2)? = (b[@®*) [{b[&*3) , hvoraf vi ser, at:

2
LEE ) R S S CH . Ved at gange disse parenteser ud og isolere M,
f(x,) M f(xq) M) {f(xz) M

fremkommer det anfarte udtryk for M (kontrollér @e¥), hvormed seetningen er bevist.

Nar farst M er kendt/fundet, kan konstanten k iionsforskriften for en logistisk veekstfunktion
findes v.hj.a. fglgende seetning:

Seetning 3.15.
Hvis f er en positiv logistisk vaekstfunktion med tnaegsveerdien M (dvs. veerdien af Mfan-

det/kendt), sa kan konstanten k i funktionsforsériffor f findes af falgende udtryk:

1 1 1 1
In -—|-In -
f(xq) M f(xg) M
M [{xg —Xq)
hvor %, og % er to vilkarlige x-veerdier (x # xg).

Bevis:

Ifglge beviset for seetning 3.9 gaelder der,%aztlz—) —% = a@™™ hvorg = ﬁ
X

_kMXB ,

Dette udtryk geelder specielt for x 5 xhvormed vi far: S
f(xg) M

Ved at gange pa begge sider af Iighedstegnetaeﬁ'\é)éj3 far vi, at: ¢= [f (l ) —ﬁj &M
X
B

) M (f(xg) M

Dette geelder for alle x, specielt for x z xDet overlades som en gvelse til laeseren at ielsga
stedet for x og derefter isolere starrelsen kdfenmed at fa det i seetningen omtalte udtryk for k.
Hermed er saetningen bevist.

Indseettes dette i udtrykket fefn%—ﬁ far vi: 11 ( ! i] e M*p [gkMx
X

@velse 3.16.
Eftervis, at de falgende data med rimelighed kgessat ligge pa en logistisk kurve:

20 30 50 60 70 100 110 115 125

X
f(x) 30800 | 37800 | 52200 | 59500] 65200 77800 80000 @11B2700

Bestem en funktionsforskrift for #
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Bemaerk, at anvendelsen af seetning 3.14 som grufatlagvendelsen af saetning 3.13 b) kare

til besynderligheder som f.eksit man v.hj.a. saetning 3.14 far en negativ vadril. Dette skyl-

des, at seetning 3.14 bygger pa, at de anvendt@detidigger pa en logistisk vaekstfunktion,
hvilket i praksisofte ikkevil veere tilfeeldet p.gr.a. problemer med malentijigden, malefejl,
statistiske udsving i veekstraten, osv. Den bedst®ade er da at anvende veerdier @b og x ,

som ligger sé langt fra hinanden som muligt. Herdfan den fundne veerdi af M bruges til at finde
konstanten k v.hj.a. seetning 3.15.

Det skal desuden bemeerkes, at mange grafregnetm@cegnere), bl.a. TI-83-serien, har en logi-
stisk regressionsfunktion, hvormed det bedste Budrplogistisk veekstfunktion svarende til givne
data kan findes. P& TI1-83 gares falgende: De megeste vaerdier laegges som ved andre regressi-
onstyper ind i listerne Log Ly, hvorefter der trykkeESTAT] [CALC] og B:Logistic veelges. | dis-
playet star nu Logistic, og man kan hér tilfgjeaitse parametre. Da der standard veelgeslL,,

hvis ikke andet er anfgrt, kan man ngjes medfajeily;, hvis man vil gemme funktionsforskriften

i Y1 0g bl.a. herudfra vil se grafen i et almindeligbkdinatsystem. Herefter tas{&NTER] og
funktionsforskriften vises i displayet, men deswserden korrelationskoefficienten r , og dermed
uden en vurdering af, hvor taet de malte data liggeen logistisk vaekstfunktion. V.hj[@nd|

[STAT PLOT] sat til "on” kan man imidlertid ved anvendels§ @GRAPH og tilpasning af vinduet
se, hvordan punkterne ligger i fht. den tilneermegidd og dermed fa en idé herom, ligesom man
naturligvis kan bruge saetning 3.13 b) med den ndrie vaerdi af M !!

@velse 3.17.
Gennemfgar v.hj.a. grafregneren en logistisk regwessf dataene i gvelse 3.16, og sammenlign
med resultatet i gvelse 3.18.

Vi slutter behandlingen af logistisk veekst mediadé en stamfunktion til veekstfunktionen:

Seetning 3.18.
Hvis f er en logistisk vaekstfunktion, sa er en dtarktion til f givet ved falgende formel:

J'—M_ dx = EElln‘e"“"x+c‘ +q = MXx +1[Ih‘1+cﬁe‘k“"X
1+cle kMx k k
hvor ] R er en vilkarlig konstant.

+q

Bevis:

Brgken inde i integraltegnet forleenges nest* . vi far: J'—dx = J' ————dx

1+ C@_kMX ekMX +C

| dette sidste integral anvender vi substitutioner:e™* + ¢ og dt= kMe* dx , hvormed det
@kMX

kan omskrives séledesj' M 4y = 1J'}dt = 1[I1n|t| + @, hvor g er en vilkarlig konstant .
ekMx 4 ¢ k<t k
Hvis vi i dette udtryk indseetter, at tef™ +  far vi farste del af formlen. Det andet udtryk for

stamfunktionen fas ved at konstatereedf* + = &M L+ c@'kMX) og derefter anvende reg-
neregler for In og for almindelig reduktion, sarhed™ >0, Detaljerne overlades til lseseren.
Hermed er saetningen bevist.

Bemaerk, at hvis ¢ > 0 (som i fgrste del af seetBiBY, sa kan numerisktegnene fjernes og a&endres
til almindelige parenteser (idet bagk"x 0g ¢ da er positive stgrrelser).
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Kap. 4: Lgsninger mm. til indledende eksempler.

Radioaktivitet og straling.

Eksempel 4.1.
| eksempel 2.1 sa vi, at funktionen N(t), som bieskrantallet af ikke-henfaldne kerner til tiden t,

opfylder ligningen: N’(t) = —[RI(t), hvor k er henfaldskonstanten (som angivedsgnligheden
pr. tidsenhed for, at en given kerne henfalder).

lfelge seetning 3.1 har vi, at N(t) =&, hvor K er en konstant.

Hvis antallet af kerner til tiden O kaldes, & far vi: N=N(0) = K&*? = K, og dermed:

N(t) = No@&  eller:  N(t) = BMexp(—kt)
Antallet af ikke-henfaldne kerner er saledes ekeptialt aftagende.

Som ved andre eksponentielt aftagende funktionewkéale om og regne med halveringskonstan-
ter, i dette tilfeelde halveringstiden, T som star for den tid, der for et givet radioakthateriale gar
inden halvdelen af de radioaktive kerne er henfalder geelder (overvej !), at:

T%:InTZ og k:|n2. v

Ya

Pvelse 4.2.

Beskrivelsen af radioaktivt henfald i eksempelldah bl.a. anvendes til aldersbestemmelse af histo-
riske objekter. En metode bygger pa det radioalkiustof 14 (skrives: €). En levende organis-

me har nemlig et ganske bestemt indhold af detfe sien nar organismen dgr, vil dette indhold
aftage eksponentielt som beskrevet i eksempel 4.1.

P& baggrund af halveringstidsbestemmelser er katest& fastlagt til ca. 1,220 (med enheden

arY), hvorfor indholdet af € kan beskrives ved funktionen: N(t) @& ??°® hvor N, er det
oprindelige indhold af €, og hvor t males i &r (efter at organismen er dad)
a) | nogle knogler er indholdet af‘tbestemt til 72,3 % af det oprindelige indhold.
Hvor gamle er disse knogler ?
For at vurdere metodens ngjagtighed kan vi prgweratre lidt pa veerdien af k i udregningerne:
b) Hvilken alder ville vi f& for de omtalte knogleris k = 1,2410* &r* og hvis k = 1,2000* &r*
Kommentér resultatet.y

@velse 4.3.

Der findes andre radioaktive stoffer, der kan bsauijealdersbestemmelse af forskellig art.

a) Undersgg, hvordan og i hvilken sammenhaeng denatiilie isotop kalium-40 (#) kan bru-
ges til aldersbestemmelse.

b) Uran har to naturligt forekommende radioaktiveapetr: Uran-235 (€#°) med en halverings-
tid p& 7,1710% &r, og Uran-238 (% med en halveringstid p& 419" &r.
Vi antager, at der ved dannelse af uranholdigt naingar lige mange atomer af de to isotoper.
« Hvor gammelt er mineralet, hvis der i dag er 90ggesd& meget ¥ som #*°?
» Giv en vurdering af Jordens alder, idet det oplyaeder i Jordens uranmalm er ca. 140

gange s& meget’tf som U*. v
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@velse 4.4.

| eksempel 4.1 omtalte vi, at antallet N(t) af caktive kerner, som til tiden t er tilbage (dvsden
ikke henfaldet) af et givet radioaktivt materiddan beskrives ved funktionen N(t) 2 Bixp(— kt),
hvor N, er antallet af kerner til tiden 0, og hvor k erfendet pagaeldende radioaktive materiale
karakteristisk konstant (henfaldskonstanten).

Dette fremkom, fordiAN = —kN(t)[At, narAt er lille.

Nar radioaktiv straling registreres, f.eks. af eiger-Muller-rar, s& maler vi ikkn(t), men der-
imod de partikler, som udsendes af de henfaldeed®ek (0g vi registrerer endda kun en bestemt
brgkdel af disse partikler, se figur 4.1).

Geiger-Miillerror

L, W
st 1) 7NN Gg:ml\} |

falsomt  forsyning ) : T
omride  og teller Radloqktxvt\
materiale
a) b)

Fig. 4.1
Ved at male (teelle) i relativt sma tidsintervallgy kan vi bestemme aktivitetek(t) (dvs. henfalds-
hastigheden), som er lig med antal henfaldne kgyndidsenhed.
. [AN| _ -AN .
1) Argumenter for, at A(t= N A og dermed, at A(t) =N’ (t)

2) Vis derneest, at A(t) = fexp(—kt), hvor A= No[R er aktiviteten til tiden 0.
Der geelder altsa:

A=A, eller  A(t)= A@xp(-kt)
Aktiviteten fra et radioaktivt stof er saledes ekspntielt aftagende
— med sammeeerdi af konstanten k som ved kernernes henfald
3) Argumentér for, at vi med opstillingen pa figur 4Mirkeligheden ikke maler A(t), men en

bestemt procentdel af A(t), som er fast sa leengéltipgen ikke eendres, og at vores male-
tal derfor hele tiden er proportional med A(t).

| nedenstaende tabel ses aktiviteten A(t) af ddivaktive straling fra et givet radioaktivt matéeia
som funktion af tiden t. t males i sekunder og) Affiles i antal partikler pr. sekund.

t 0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150

A(t) | 300 | 270 | 253| 232 210  20( 181 167 149 141 129

4) Indtegn disse veerdier i et semilogaritmisk koortigstem, og tegn den "bedste” rette linie
igennem disse punkter (dvs. tegn den rette limi Bedst tilnaermer alle punkterne).
At punkterne ikke ligger preecis pa en ret linieldkg statistiske "udsving” (statistiske fluk-
tuationer), som fremkommer p.gr.a. henfaldets kilighedsmeessige karaktér — eller mere
matematisk udtrykt: idet k star for sandsynlighegertidsenhed for henfald.

5) Find en funktionsforskrift for A(t) pa grundlag @én tegnede linie og/eller v.hj.a. en ekspo-
nentiel regression pa grafregneren eller i Excel.

6) Hvor stor er henfaldskonstanten (husk enheder) ?

7) Beregn pa baggrund heraf halveringstidgn g sammenlign denne megd Bestemt v.hj.a.
grafen for A(t), (dvs. den tegnede liniey.
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Eksempel 4.5.
Ved en maling af aktiviteten fra et radioaktivt exle (jfr. avelse 4.4) er fremkommet falgende
resultater. Tiden t males i minutter og aktivitefeft) er antal registrerede partikler pr. sekund.

A

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
A(t) [ 270|186[132| 99 | 79| 65| 55 48 44 40 36 33 31 28 Pp7 P25

Disse resultater indtegnes i et semilogaritmiskréo@tsystem, hvorved fglgende kurve fremkom-
mer (den gverste !):

+ antal partikler pr. sek.
300+
\

004 N\

N
100 4 .
90 + ~

80 T .
70 4 ~

604 = ~

2t . ~

404 Te=Isa

30

20

0 1 2 3 4 5 & 7 & 9 10 11 12 13 14 15 min

Fig. 4.2
Vi ser, at punkterne ikkigger pa en ret linie. Dette stemmer saledes ikke de tidligere erfarin-
ger om radioaktivt henfald.
Men hvis vi kun betragter den "sidste del” af kun(gvarende til & 10 min.), sa ser vi, at der hér
er tale om en eksponentielt aftagende funktior, kdeven her stort set er retlinet. Hvis vi nu for-
laenger denne del retlinet tilbage til skeering medeaaksen (se figuren), sa svarer denne lini¢ til e
radioaktivt henfald med en begyndelsesaktiviteT @d@artikler pr. sekund.
Hvis vi antager, at vi faktisk har et sadant rakiné henfald, s&8 ma den "overskydende” aktivitet i
den farste del af kurven fremkomme pé en anden méda undersgge denne overskydende akti-
vitet lidt neermere. | nedenstaende tabel er angaegtlien af den overskydende aktivitet svarende

til forskellige tidspunkter. (Disse veerdier er fiemmmet som A(t) — At) , hvor A(t) er aktiviteten
svarende til den rette linie):

t 0 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 09
A)—ALt) | 200| 120] 71| 42| 25 1§ 9 5§ 3 2

Indtegnes disse resultater i et semilogaritmiskétimatsystem (se figur 4.3), ser vi, at der er tale
om eksponentielt aftagende funktion:
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£4 1 (A(r) — A,(1)
200 s

100-2-—2p
5044

I L] T
1 2 3 4 5 6 ki 8 9 min

Fig. 4.3
Den overskydende aktivitet kan sdledes stamme fiadet radioaktivt henfald. Hvis vi kalder den-
ne aktivitet for A(t), sa har vi, at A(t) = At) + Ax(t) , dvs. vi registrerer to forskellige henfald
samtidigt ! Dette kan f.eks. skyldes, at der iegoradioaktive materiale er to uafhaengige radieakti
ve stoffer med hver sin henfaldskonstant.
Vi kan af figur 4.2 se, at halveringstiden for dee radioaktive stof er 10 minutter, og af fig8 4.
ses, at det andet radioaktive stof har halveridgstil,3 minutter.
Da Ay(t) = A, (0)&™" og A(t) = A,(Q)&™" , hvor A(0) =70, A(0) =200, k, = ';'—02 0

k, = l;—; servi, at A(t) =702 + 200 >***" | hvor tiden t méles i minutter.

Vores oprindelige kurve svarer saledes til sumnfetisae to eksponentielt aftagende funktiower.

Eksempel 4.6.
| eksempel 2.2 sa vi, at funktionen I(x), der bagkrintensiteten af strlingen i dybden x i etegiv

materiale, opfylder ligningen:'(k) = —pl{x) , hvor proportionalitetsfaktorem kaldes absorpti-
onskoefficienterfor det pAgeeldende materiale i relation til damgistraling. |t males i n).
Som i eksempel 4.1 ser vi, at

| 1(x) = @™ eller I(x) = b@XP(—HX)

hvor |, er intensiteten ved overfladen af materialet (dlys.1(0) = intensiteten inden stralingen
begynder at treenge ind i materialet), samt at hislgstykkelserx, (dvs. den tykkelse materialet
skal have for at absorbere halvdelen af den pagaiddstraling) er givet ved udtrykket:

In2

1= ——

Det bemaerkes, at absorptionskoefficienten (og detmaéseringstykkelsen) afheenger af absorpti-
onsmaterialet, af stralingstypen og af stralingsgiea. v

Pvelse 4.7.

Absorptionskoefficienten for bly (jfr. eksempel %e§ for en givery-straling lig med 0,82 cih
a) Hvor tyk skal en blyplade veere for at bremsé&®8af den pagaeldende straling ?

b) Hvor stor er halveringstykkelsen for den pagsedt® straling ?v
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@velse 4.8.

| hospitalsverdenen mm. anvendes rgntgenstralimglskendt til at tage rgntgenbilleder af udvalg-
te dele af kroppen. Undertiden er der behov fdreskytte andre dele af kroppen eller for at beskyt-
te personale, foraeldre m.v., der hjeelper den pedsarskal rgntgenfotograferes. Til dette har man
udviklet nogle "bly-forklaeder”, som tages pa fobaskytte kroppen.

En given rantgenstraling har halveringstykkelsdrd Gnm for absorption i bly.

Hvor tykt skal et "bly-forklaede” veere for at derj$teer 1 % af r@ntgenstralingen, som traenger
igennem det

Eksempel 4.9.
a) | gvelse 4.4 sa vi, at aktiviteten fra en radioaktide (dvs. antal udstralede partikler pr. tidsen

hed) er eksponentielt aftagende, idet der geeldéd): = A, @™, hvor k er henfaldskonstanten

for det pageeldende stof.

Da kt - o for t- oo, idet k > 0, ser vi, at A(t)» O fort - oco. Viser derfor, at aktiviteten af

f.eks. radioaktivt affald fra et atomkraftveerk effténden vil forsvinde.

Problemet er bare, hvor lzenge dette varer (dvandvaktiviteten er under et ufarligt niveau).
b) | eksempel 4.6 sa vi, at intensiteten | af radivadtraling aftager eksponentielt, nar stralingen

passerer igennem et materiale, idet der geeldd(xpt |, [& ", hvoru er absorptionskoeffi-

cienten for det absorberende materiale i fht. denegstraling.

Vi ser derfor, at 1(x)» O for X- co.

Vi ser hermed, at det ovenfor omtalte radioaktiffal@ i princippet kan uskadeligggres ved at
indkapsle det i "uendeligt” tykke beholdere. Datdétpraksis er umuligt, ma man veelge en ™til-
streekkelig” tyk beholder (som sa forhabentlig kaidk i det antal ar, det tager inden materia-
lets radioaktivitet er ufarlig)¥

Eksempel 4.10.
| eksempel 2.3 sa vi pad moder-datter-henfald, lleorom antallet M(t) af moderkerner til tiden t

geelder, atAM = — k,, IM(t)[At , hvor k, er henfaldskonstanten for moderkernernes henfalit o
er et lille tidsinterval. Ved at dividere pa begiéer af lighedstegnet méd og anvende, dit er
lille, ser vi, at M(t) = — k, IM(t). Som i eksempel 4.1 ser vi derefter, at M{t]M e *miT,

| eksempel 2.3 sa vi desuden, at funktionen D¢iy) beskriver antallet af datterkerner til tiden t,
opfylder ligningen:

D'(t) +kyD(t) = kM, & *n'

Ved anvendelse af seetning 3.6 far vi, at:

D() = g kot E@'kmMoe'kmt Eejkddtdt+c)

=gk EU kM e [@tdt+ c)

e [ﬂkmM o qe(kd'km)tdt + c)
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= e kM, O— 1k [elka™km)t 4 o gkt

d m

- Cl}_kdt + km |:I\/IO @‘kmt
kd - km
(I beregningen af D(t) forudseettes, gk, - hvilket altid vil veere tilfeeldet i praksis).
Ky [Myg
kd - km

Konstanten c fastleegges ved at indseette t = 0 @ =D D, hvormed vi far: ¢ =D, -

Alt i alt ser vi dermed:

| et radioaktivt moder-datter-henfald geelder dér,

M(t) = M, @<t

d m d m

hvor M, og D, er antallet af moderkerner hhv. datterkernerdén O,
og hvor k og ks er henfaldskonstanterne for de tilsvarende radivoak
processer.

Antallet af datterkerner beskrives altsa ved en afito eksponentielt aftagende funktioner, hvor de
to henfaldskonstanter bestemmer den hastighedptedfunktionerne aftager. Bemeerk dog, at
fortegnet af brgken, der indgar i udtrykket for)Défheenger af, omyk ki, eller k; > ky,, hvormed

udtrykkene foran save ¢! some™*m! kan veere positive eller negative — afheengig atsdunen.
@velse a): Find et udtryk for D(t), hvis D= D(0) = 0.

@velse b):
Skitsér graferne for D(t) i hvert af falgende tilde, idet det forudseettes, at, M 1¢ og D, = 0.

(Reduceér funktionsforskriften for D(t) mest muligtlen grafen tegnes).
Kommentér de forskellige grafer og deres betydiirsgigen til deres udseende.
a) kg=108" ogk,=0,018 (dvs. k er megestarre end k)
(Hvad geelder der om halveringstiderne ?)
b) kq= 0,000001S0g k,= 0,018 (dvs. ker megemindre end k)
(Hvad geelder der om halveringstiderne ?)
c) kg= 0,005% og k,= 0,018 (her geelder altsd a k ¥4k )
d) kg= 0,028 og k,= 0,018 (her geelder altsd ag k 2K )

@velse c): Las gvelse b) igen, idet vi nu antager, a;:=D4M,
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Temperatur-udligning.

Eksempel 4.11.

| eksempel 2.4 undersggte vi temperaturen T(tj Efgeme A, som er i termisk kontakt med et
"stort” legeme B med den konstante temperagiog vi fandt, at T(t) opfylder ligningen:

T'(t) = —allT(t) —T,) (Newton’s afkalingslov).

Ifalge seetning 3.4 ser vi, at hvis T(t) opfylddewtons afkglingslov, s& gaelder der:

T(H) = (TO) - ™ + T,

hvor T(0) er begyndelsestemperaturen af legemecsAli{te legeme).

Pvelse a):
1. Tegn grafen for temperaturfunktionen T(t), hvig0)I= 100°C, T,=20°C og a= 0,03

2. Tegn grafen for temperaturfunktionen T(t), hvig0)l= 10°C, T,=200°C og a= 0,1
Kommentér udseendet af graferne.

@velse b):

Gor rede for, at temperaturfunktionen T(t) opfyldet vi ma forvente, nemlig at:
T(t) - T, for t - o, og at vi dermed far temperaturudligning i moee#igningen.vy

Pvelse 4.12.
Familien Von Hansen har en del flasker radvin ligigei deres vinkaelder, hvor der naesten konstant
aret rundt er 8C. Hr. von Hansen mener, at rgdvinen skal op p@mperatur af 17C, far vinen
ber drikkes, og at vinen straks efter at vaere héntakaelderen skal treekkes op, sa den kan sté og
ilte, medens den tempereres.
Hr. von Hansen, der er en meget omhyggelig vingastihar konstateret, at det tager 52 minutter
for vinen at n& op pa de 2€, nar den star til iltning i deres stue, hvor €ée22°C.
a) Bestem konstanten a i Newtons afkglingslov for nesiiasken.
b) Beregn den hastighed, hvormed temperaturen aftagieispunktet 30 minutter efter ophent-

ning fra vinkeelderen.

En dag far Familien von Hansen besgg af deres vdmneg fru Schlechthausen, som helst vil have

vinen ved en temperatur pa 4.

c) Hvor lang tid far brug skal radvinen tages op akeelderen, hvis Schlechthausens gnske skal
imgdekommes ? v

@velse 4.13.
Under opklaringen af et mord kan fglgende teenkesratt:

Ligets temperatur som funktion af tiden efter dediewltraeden falger med god tilneermelse New-
tons afkglingslov, og proportionalitetsfaktorenathaenger af pakleedningen, legemets starrelse
mm. Ved almindelig indendars pakleedning har dietrieigsmaessigt vist sig, at hvis liget af en
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person af gennemsnitsstarrelse ligger i ef@%2arm stue, sa vil ligets temperatur veere c&29
100 minutter efter mordet.
a) Bestem konstanten a i Newtons afkglingslov fgetli

| en mordsag blev liget fundet kl. 17.50 i et lakatvor temperaturen var £@. Den myrdede var
af middelhgjde og kleedt i almindeligt indendars tej ligets temperatur var 26.
b) Beregn, hvornar mordet cirka er foregaet.

Pvelse 4.14.

En norsk hytteudlejer har en sakaldt "hyttegrendtrfiere hytter i neerheden af hinanden. Hytterne
udlejes hele aret, og vi ser i denne opgave pastemt periode (vinterferien) i den kolde arstid.
Som en service overfor gaesterne har ejeren paeitissknade gjort klar til at modtage dem, bl.a.
ved at teende for varmen, sa der efQ3nde i hytterne.

Kort efter at geesterne er ankommet til hytterne diee en stramafbrydelse, idet en storm i bjergene
veelter en ustabil hgjspaendingsmast. Gaesterne fiteatat det desveerre vil tage et par dage at fa
genetableret stramforsyningen, og temperaturettetme begynder langsomt at aftage.

Familien Hansen har lejet den billige hytte "Istapfy hvor der kun er elvarme, men ingen braende-
ovn eller pejs. Vi regner med (jfr. det ovenstagneetemperaturen f(t) i huset til tiden t efter
stramafbrydelsen er givet ved udtrykket:

f(t) = —2 + 28 00
hvor t males i timer og f(t) malesSC.
a) Hvor lang tid gar der efter stramafbrydelsen intlamperaturen kommer under 43.
b) Med hvilken hastighed aendres temperaturen sigiéxtefter stramafbrydelsen.

Familien Jensen har lejet den store hytte "Oaderdr der er en braendeovn i stuen, og hvor der er
rigeligt med braende i hyttens braendeskur. Ved radi¢sep i breendeovnen og konstant tilfare nyt
braende er de i stand til at opvarme starstepaftsen til en temperatur pa 10 og fastholde
denne, medens temperaturen i de tilstedende soyéoiet og kekken falger funktionen:

g(t) =5 + 1887001,

c) Hvilken temperatur er der i soverummene, nar stramafter 42 timer kommer igen.

d) Forklar, hvorfor der i funktionsudtrykket (model)efior temperaturen i soveveerelserne star 5 i
modseetning til —2 ovenfor, samt hvorfor konstanteksponentialfunktionen, dvs. 0,014, er
mindre end de 0,023 ovenfory

Eksempel 4.15.

| Eksempel 2.5 sa vi pa temperaturudligning imelterfegemer af "sammenlignelig” starrelse,
(dvs. at de to legemer har forskellige begyndetseperaturer 0) og T,(0), at de er i termisk
kontakt med hinanden, og at en temperaturforandimtpt ene legeme vil fare til en malbar tempe-
raturforandring af det andet legeme). De to legesnéwvrigt isolerede fra omgivelserne.

Vi sa, at der findes en positiv konstaat, ga: T'(t) = — q{T1(t) — To(t)), samt at:

T2' (t) = —% Ul' (t), hvor Ti(t) og Tx(t) er temperaturerne af de to legemer til tidesgthvor G
2
og G er varmekapaciteterne af de to legemer.
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Vi sa desuden, at: {T(t) = —alT/'(t), hvor a = q{l + %) er en positiv konstant.
2

Ud fra saetning 3.1 anvendt pa funktionef(tJ ser vi nu, at der findes en konstant k, sa:
T/(t) = k& T, hvor konstanten k er givet ved: k £(0) = — g[(T1(0) — Tx(0)).

Ved integration af udtrykket for,Tt) far vi et udtryk for (t):

Ta(t) = jTl' (t) dt = jk[da““ dt = - Xt 4 g , hvor d er en konstant.
a
_ K -00 — K — K
Da T(0) = —aEe +d = —a+d ses, atd—T1(0)+a .

Indseettes dette i udtrykket fok(T) far vi, at: T, (t) = T;(0) +§E(l— e ).

Da k=-g{T1(0) - Tx0)) oga =y +—= c ) ser vi (kontrollér 1), at
2

C,

—=(T2(0)-T1(0) Eli
C,+Cy
Ved at indsaette dette i det fundne udtryk fg(t)T samt ved at anvende, at

T,0 =T,00 = Tl(O)EIC% far vi alt i alt (efter lidt omskrivninger -egnemfar dem !):

T1(0)|]:1+T2(0)|]:2 + (T (O) T (O))EI C @Gt
C,+C, ! 2¥ e +C,

Ti(t) =

Det ses alts8, at{f) er p& formen:T;(t) = a+b& ™™ , hvor a og b er konstanter.
T (0C, +T,(0) [Ty
C,+Cy
samt at T(t) er voksende eller aftagende, alt efter om(bedler b > 0, dvs. om{0) < T,(0)

eller T;(0) > T,(0) (Overvej rimeligheden af dette !).

Det fremgar heraf, af; (t) — for t - o

Ved anvendelse afrz' (t) = —g—; El'll (t) ses ved integration, at; (t) = _((;:_i My(t)+r

hvor r er en konstant.

r findes som k ovenfor ved indseettelse af t = =T, (O +% 1, (0)

Indseettes udtrykket for r og udtrykket foi(f} i udtrykket for T(t) far vi efter en del omskrivninger
(gennemfar dem!) :

Tl(o) |]:1-'-1-2 (0) E:Z + (T (O) T (0))|3 C @—Gt
C,+C, 2 e +c,

To(t) =
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Det overlades til leeseren at anfgre egenskabefovskriften for To(t), at sammenligne den med
forskriften for T,(t), samt at drage forskellige konklusioner heraf.

Dvelse:

Tegn i samme koordinatsystem graferne fgt)Tog T,(t) for to legemer med starttemperaturen
T1(0) = 128°C og T»(0) = 23°C, og med varmekapaciteterng€3400 JIC og G = 2300 JIC,
idet det vides, at {2 min.) = 99°C. Kommentér resultatet — og angiv den feellesestuyperatur.v

Biologi og medicin

Eksempel 4.16.
| eksempel 2.6 betragtede vi en geercellepopulasiom, vokser ved celledeling under optimale vil-
kar (fastlagt ved korrekt temperatur, rigelig nasimaengde og plads, o.lign.). Og vi fandt frem til,
at funktionen N(t), som beskriver antallet af gaecgor. ml til tiden t, opfylder ligningen:

N°(t) = ()
hvilket ifalge saetning 3.1 giver, at der findeskenstant K, s& N(t) = B" . Hvis antallet af geer-
celler pr. ml til tiden O kaldes Nsé& far vi: N=N(0) = K&® = K, og dermed:

N(t) = N&" (eller: N(t) = Nexp(rt) )
Antallet af gaerceller vokser altsa eksponentiet.

@velse 4.17.

Starrelsen af en given bakteriekultur er eksportintoksende og kan pa samme made som gaercel-
lerne i eksempel 4.16 beskrives ved en funktioty@an N(t) = N&" .

* Bestemr, idet §= 2,5 millioner (pr. ml) og N(50 min.) = 3 milli@r (pr. ml).

« Hvor lang tid gar der, far N(t) = 4,2 millioner (pnl) ? Og far N(t) = 5 millioner (pr. ml)

Eksempel 4.18.
| eksempel 2.7 sa vi pa koncentrationen c(t) atafti en celle, efterhanden som stoffet diffundere
ind (eller ud) af cellen. Og vi gjorde rede forcét) opfylder falgende ligning:

c(t) = —k(c(t) -c,)
hvor ¢ er koncentrationen af det pagaeldende stof udeeftan, og hvor k er en positiv konstant,
som bestemmes af cellemembranens "gennemtraengélifgliedet givne stof.
Ifglge seetning 3.4 ser vi, at funktionsforskriffen c(t) er givet ved:

ct) = (c(0)-g&™ + 6

@velse a):

Find lim c(t) og kommentér/fortolk resultatet.
too0

@velse b):

Skitsér grafen for c(t) og kommentér dedseende og betydningen heraf,
idet c(0) = 2Qig pr. ml, ¢=38pug pr. ml og k = 0,082 timér v
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Eksempel 4.19.

| eksempel 2.8 sa vi pa en model for diffusiontaftef imellem to "afdelinger” i en organisme
(f.eks. et menneskes krop), og vi fandt, at kotregionen ¢ af stoffet i afdeling 1 opfylder fglgen-
de ligning:

. m
ci(t) = - BLey(t) - V)

hvor 3 er en positiv konstant, som forteeller noget orhddtaet imellem de to afdelingers rumfang
og om "gennemtraengelighed” for det pageeldendeisteifem de to afdelinger.

Ifglge seetning 3.4 ser vi, at:

cut) = (cl 0) —g) &P 4 %

@velse a):

Hvilken betydning har starrelserne(0¢ og g ?

Find lim c;(t) og kommentér resultatet.

to oo

Pa helt samme made som med)djfr. eksempel 2.8) far vi:
Co(t) = —yLca(t) —cy (1))
hvory er en positiv konstant (som ikke ngdvendigvisear sEamme som), samt at
1) = = G2 a0
Indseettes udtrykket for(t) i udtrykket for ¢'(t), far vi efter den samme type omskrivninger Som
eksempel 2.8 (gennemfar dem !), at:

' m Vv
co(t) =-Whc () -—) , hvor Y =yOL+—2).
Y, \
Ved hjeelp af seetning 3.4 far vi herefter:
m

Co(t) = (Cz ) —Vj e Vo4 %

Vi har hermed alt i alt fundet et udtryk for badé)cog ¢(t) — og kunne dermed veere "glade og
tilfredse”. Men det viser sig faktisk, gt= 3, hvilket ikke umiddelbart ser ud til at veere tildiet,
nar vi teenker pa, ap = a E(1+ﬁ) og Y= yE(1+ﬁ).

Vo Vi
Vi vil derfor nubevise, aty = 3.
Argumentet er ikke helt simpelt, men det forlgh@edes:

Vi ved, at den samlede masse m af stoffet opfylldeingen: V, [¢;(t) +V, [&5(t) = m.
Hvis vi heri indseetter udtrykkene foi(f) og e(t) farvi (idet: Vi + Vo =V):

m = Vlm[cl ©) ‘gj e+ %) + Vzm(cz ©) ‘%J v+ %) =
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m — m _
m =Vific, 0) - e + wific, - |@v® + v.d” + v, 20 -
1[ﬁ1() Vj 2[€2() Vj iy 2y,

0 :V1E€01(0)—$jﬁb‘5m + VZEECZ(O)—gJGe'W o

Vl[ég - Cl (O)j E_Bm = Vzl:ﬁCZ (O) - mj |]3_qu <

V
m m
Vi [ﬁv —C (0)j _ e-im ) Vi [ﬁv —C (0)j . un
Bl
v fe,0-7 ) ° V2 20

Da brgken pa venstresiden af lighedstegnet kurhisider konstanter, er den selv en konstant. Her-

af ses, at udtrykket®¥)T ogs& ma veere konstant, uanset veerdien af t. Brekien muligt, hvis
B—-y=0.Viserdermed, 8 =¢. Q.e.d.

Vi ser dermed, at det endelige udtryk feft)cer givet ved:

Ct) = (Cz ©) —%} e + g

dvs. at gt) ser fuldsteendig ud som(t) — bortset fra vaerdien af konstanten foran éead®.

@velse b):
Findlimc,(t) og sammenlign medim ¢, (t)

t-o0 t-oo
Overvej, om denne sammenlignings resaitaes rimeligt, nar modellens forudsaetninger
tages i betragtning.

o V \ V,+V V,+V
Ud fra resultatefd = ¢ fér vi: a [l+—1) = y[{1+—2), og dermedn 23— = yit -2
Va Vi Va Vi
Vv
dvs. a_ V2
y Vi

Forholdet mellem de to proportionalitetskonstaraengy fra differentialligningerne fort) og
c(t) er altsé lig med det "omvendte” forhold aftdeafdelingers rumfang.

Den gennemgaede model kan relativt let udvidest timfatte den situation, hvor der tages hgjde
for, at det aktuelle stof relativt hurtigt udskdlaf organismen (typisk via nyrerne). Dette failer t
en ret kompliceret andenordens differentiallignisgm vil blive omtalt og bearbejdet i kapitel ®.
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@velse 4.20.

Et legeme med et intracelluleert volumen pa 33 titeet extracelluleert volumen pa 24 liter gives

en injektion af stoffet QPW17, som kun meget lamgsadskilles igennem nyrerne. Injektionen,

som er pa 200 mg, gives i det extracelluleere volymedens startkoncentrationen i det intracellu-

laere volumen er 0 mg/liter. Efter 50 minutter maencentrationen af QPW17 i det extracellulaere

volumen til at veere: 6,1 mg/liter.

* Bestem veerdien af konstant@rjfr. eksempel 4.19)

« Opskriv funktionsudtryk for koncentrationerne af\@P7 i savel det intracellulaere som det
extracelluleere volumen.

» Tegn graferne for disse to funktioner i samme ko@mtdystem og kommentér resultate.

Pvelse 4.21.

Salgschefen for et eksportfirma skal pa en forngtsiejse til det centrale Afrika. Far afrejsen vac-

cineres salgschefen mod forskellige sygdomme. mieerede stofs maengde i kroppen aftager eks-

ponentielt med tiden, idet det nedbrydes og udskill

Halveringstiden i organismen er ca. 9 dage, ogrjieeres 5 ml af stoffet far afrejsen.

« Angiv et funktionsudtryk for kroppens indhold afceine som funktion af tiden malt i dage.

« Laegerne regner med, at vaccinen giver beskyttedskeenge legemet indeholder mindst %2 ml.
Hvor lang tid kan forretningsrejsen hgjst vare stsalgschefen skal veere beskyttet mod syg-
dommene ? v

Eksempel 4.22.

| eksempel 2.9 sa vi pa optagelse af bly i orgaaisVi sa, at hvis en person i en kortere periode
har veeret udsat for blyforgiftning og hvis persoilé® optager yderligere bly, sa vil blyindholdet

langsomt udskilles, idet der geelder falgende ligniB (t) = — WyB(t) , hvor B(t) er blymaengden
i organismen til tiden t og & er udskillelseskoefficienten for bly. Ifalge saatni3.1 ser vi dermed,

at blymaengden i organismen er eksponentielt aftégerg at B(t) =B(0) [ YeoT

Man ved erfaringsmaessigt, at halveringstiden fgindholdet er ca. 8 ar i et voksent menneske.

@velse a):
Vis at udskillelseskoefficienterppta. er lig med: 2,3720* dagn'

Hvis den betragtede person i blyforgiftningsperiodalt har optaget 72 mg bly i organismen, og
hvis vi saetter tiden t = 0 ved blyforgiftningspetems ophgr, sa har vi med meget god tilnsermelse,

at: B(t) = 72082374100

@velse b):

Hvor lang tid gar der inden blyindholdetrganismen er nede pa 10 mg ?

Som omtalt i eksempel 2.9 forholder det sig ofleds, at man jaevnligt optager en smule bly,
hvormed aendringshastighedefftB(malt i mg pr. degn) af organismens blyindhkdoh udtrykkes
ved falgende ligning:

B'(t) = Op— Upb[B(t)
hvor Oy angiver den optagene blymaengde pr. dggn.
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@velse c):

Find en funktionsforskrift for B(t), (dvs. lgs denridstnaevnte differentialligning).

Som ved alle andre differentialligninger optraeder eh vilkarlig konstant i lgsningen B(t).
Udtryk denne konstant ved hjeelp af veerdierpg,@p, 0g B(0), og indseet resultatet i udtryk-
ket for B(t).

@velse d):

Vi ser pa den samme person som ovenfantager, at vedkommende efter blyforgiftnings-
perioden optager 0,01 mg bly pr. dagn.

1) Opskriv en funktionsforskrift for bhyilholdet B(t) i personen.

2) Skitsér grafen for B(t) og kommentésultatet.

3) Bestem limB(t) og forklar, hvad denne veerdi star for.

too00
4) Lgs pkt. 1)-3) igen, idet vi nu antager, at vedkande efter blyforgiftningsperioden op-
tager 0,03 mg bly pr. dggny

Eksempel 4.23.

| eksempel 2.10 beskrev vi en teethedsafhaengig niedgbpulationsvaekshvori der indgér en
given baerekapacit®t, (dvs. en gvre greense for antallet af individier, kan eksistere i miljget).

Vi fandt, at udviklingen i antallet af individer Ny det betragtede miljg kan beskrives ved fglgend

ligning: N(t) = SN()IK — N(t)).

Ifalge seetning 3.9 findes der derfor en konstasfic,N(t) =

K

1+ C@_SKt
Det grafiske billede af N(t), der som omtalt kal@eslogistisk kurveer skitseret pa falgende figur:

Na

) BT ettt i A S 1 pa

v

Fig. 4.4
@velse a):

1) Argumentér for, at N(t) K for t - co. Kommentér resultatet.

2) Argumentér for, at konstanten c eegived: ¢ _I\II< -1 , hvor N,= N(0)
[0}

Vi kan opsummere resultaterne til, at den logisgtigéekstmodel for populationer med beaerekapaci-
tet K og begyndelsesantal N N(O) i et afgraenset, veldefineret miljg er gived formlen:

K , hvorc—K -1

Nt = ——
() 1+C|}_5Kt NO

@velse b):
Tegn grafen for N(t), hvis K=5600,#&7000gs = 1,780° og kommentér resultatet.
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@velse 4.24.
| et givet miljg (pa en starre gde @) udsaettef&i0Gtarrelsen N(t) af farepopulationen kan til-
naermelsesvist beskrives ved en logistisk veekstimmkt
K
N{t) = ——
( ) 1+ C @—SKt
hvor K er miljgets beerekapacitet for far.

a) Fem ar senere taelles der 800 far pa gen. Finithesrinet veerdi af starrelseiiksidet vi anta-
ger, at 800 er veesentlig mindre end miljgets bapeadiitet.
(Vejledning: N(t) opfylder forudseetningen’'(Yy = dM(t)[(K — N(t)) for den logistiske veekst-

model. Dette udtryk kan omskrives til(y = s[KD&I(t)EF_Kw , hvor vi bemaerker, at brgken

K=N@ er relativt teet pa 1, dvs. (¥ = SKM(t))
b) Efter 40 ar er der ca. 4900 far pa gen.
Beregn veerdien af beerekapaciteten og bestem etidnstorskrift for N(t).
(Vejledning: Benyt veerdien afssfundet under pkt. a) samt at konstanten ¢ karylkkiés ved:

c= % -1 (hvorfor ?), hvorefter der kan opstilles en liggmimed K som eneste ubekendwe).

@velse 4.25.
For en bestemt "laverestaende” dyreart er der ukalgtrollerede forhold (dvs. i et laboratorieeks-
periment) malt falgende populationsstgrrelser:

tid (dage) | 6 9 12 | 15 | 18 | 21 | 24| 27| 30| 34| 37

antal 6 12 25 49 70 102| 160| 221 262 286 324

Opstil en logistisk model (altsé en logistisk vaitksktion) tilpasset disse datae

@konomiske, behavioristiske og lign. emner.

Eksempel 4.26.
| eksempel 2.11 sa vi pa effektiviteten af en medgler i en virksomhed. Medarbejderen fremstil-
ler produktet P — og der var enten tale om en ngariejder eller et nyt produkt — eller evt. begge
dele. Vi fandt frem til, at den tid T(x), som meldeyderen anvender til produktion af den naeste
enhed, nar medarbejderen allerede har produceeeheder, opfylder falgende ligning:

T'(x) = = SIT(X) — Topy)
hvor Top er tidsforbruget pr. enhed ved den optimalt ofdgéedffektivitet ved produktion af P og
hvor s forteeller noget om medarbejderens indlaehiagtsghed.

Ifalge eksempel 3.5 (seetning 3.4) har vi nu, atT(x) = Topt + (T(0) — Topt )&
T(0) er den tid medarbejderen bruger ved produkticalf den farste enhed. Grafen for T(x) ser ud
som vist pa falgende figur 4.5:
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tid pr enhed

T (O)'X

opt

antal enheder

Fig. 4.5
Af savel funktionsforskriften som grafen for T(xpMmgar, at T(X)}» Topt for X - oo.
(Kommentér dette !)

Det har for en gennemsnitssyerske pa en tgjfatieiklaver kvaliteteskjorter, vist sig, at T(0) = 45
minutter pr. enhed, at T(20) = 38 minutter pr.eshbamt at J,: = 30 minutter pr. enhed.

Herud fra finder vi, at:  T(x) = 30 + 1§ 20314&
@velse: Eftervis (Kontrollér) denne udregning, og tegafgn for T(x).

Hvis vi vil beregne den samlede tdvendt til produktionen af de 25 farste skjorsérkan bereg-
ningen gennemfgres saledes (idet vi — som pa fidur betragter T(x) som en kontinuert model):

25 25 _
Tanzssic= [ TOQdx = [~ (30+1508 0043 )dx

25
—|30x+15@ 003K g L = 1010
-0,03143|,

(Kontrollér ). Den samlede tid ved produktiondaf 25 farste skjorter er altsa ca. 1010 minutter.

Eksempel 4.27.
| eksempel 2.12 sa vi pa virksomheden Cleanpapésatning af en ny type kakkenruller. Og vi
fandt, at salget (afsaetningen) s(t) pr. dag eftieoduktionen pa markedet opfylder ligningen:

S(t) =dB(t) M —s(t)
hvor M er den forventede maetningsvaerdi for produysdemarkedet og hvor ¢ er en konstant, som
fortaeller noget om indtraengningshastigheden pakedat.

Ifalge seetning 3.9 findes der en konstant, sohévkalder b, da c er "optaget”, saledes at:

S(t) :L

1+ b@_CMt
Salgstallet pr. dag kan altsa beskrives ved erstisgiveekstfunktion. | en sadan model taler man
ofte om en introduktionsfasen veekstfaseg en meetningsfasvarende til hhv. den fgrste, den
midterste og den sidste del af kurven.

Beleert af erfaringer med indtreengningshastigheéenarkedet for andre produkter estimerer virk-
somheden, at cM = 0,04. Det viste sig desudereratliegyndelsen blev solgt 1000 stk. pr. dag,
samt at der efter 50 dage blev solgt ca. 330Qustldag.
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@velse a):Bestem veerdierne af konstanterne M og b i modellen
Skitsér grafen for s(t)D{O;lSd

Cleanpaper definerer deres introduktionsfase tiba¢ indtil det daglige salg er foraget med 50% af
begyndelsesvaerdien, og de definerer deres maetagsgsf at starte, nar det daglige salg er oppe pa
90 % af maetningsveerdien.

@velse b) :

Beregn hvor lang tid introduktionsfasenveekstfasen varer for de betragtede kagkkennraller.

Eksempel 4.28.
En virksomhed markedsfarer en ny type vaskepulveegger med, at det solgte antal kg S(t) pr.
dag tilnsermelsesvist kan beskrives ved en logis@skstfunktion:

a
S(t) =
© 1+be™
hvor a, b og c er de konstanter, der fastleeggeefterd (Bemaerk, ata=M, b=cogc= —kMi

seetning 3.9, men som bekendt kan man navngivekeimstanter og variable, som man vil).

Virksomheden estimerer pa baggrund af en marketisanag tidligere erfaringer, at det nye pro-
dukt efterhanden kan erobre en markedsandel, sarersi en afszetning pa ca. 5000 kg pr. dag.

| begyndelsen blev der solgt ca. 1000 kg pr. dggefter 40 dage blev der solgt ca. 2100 kg pr. dag.
Ud fra disse informationer kan parametrene a, b dastleegges pa falgende made:

Da S(t) er en logistisk veekstfunktion har vi (feetning 3.12), at S(t) a for t- . Dette giver

0s, at a = 5000. Og da S(0) = 1000 ser vi (jfrngagt3.12), at b = 4. Endelig kan ¢ bestemmes af

s(40) = 2100, idet c er den eneste ubekendteinlygm: 2100 = 5000

——— . Vi finder (kontrol-
1+46°40

lér), at ¢ =-0,02659, hvormed vi i alt ser, at:
_ 5000
S = 1+ 4@ 0026591
Grafen for S er vist pa falgende figur:

h s/ kg pr.dag

4000~

3000+

2000+

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 t/dage

Fig. 4.6

Hvis vi gnsker at finde det samlede salg i lebeteafarste 60 dage, s& beregner vi:
60 dt = 60 5000 d
.[0 S(t)dt = Io 1+ 4 [o-0.0265% t
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For at udregne dette integrale anvendes saetniiig \3i 5kal imidlertid fgrst bestemme stagrrelsen

k, som indgér i seetning 3.17. Men da kM = 0,0265%b= a = 5000 ser vi, at k = 5,3MP°.
Ifalge seetning 3.17 far vi nu (kontrollér):
60

60 60 5000 1 0,0265%
t)dt = dt = | ———T[In(e™ +4 = 109.066

Ifalge modellen seelges der altsa ca. 109.000 #hétlaf de farste 60 dage.

@velse: Argumentér for, at '®) er den hastighed, hvormed det daglige salggesg
Vis, at efter 40 dage forgges deligagalg med ca. 32,4 kg pr. dag

Dvelse 4.29.
Bestem det samlede salg i lgbet af de farste 86 delgsempel 4.27 (JIfr. eksempel 4.28).

Eksempel 4.30.
| eksempel 2.13 sa vi pa bilkunders loyalitet somkfion af tilfredsheden med den service, som
kunderne oplever i forbindelse med kgb og vedlitgdiee af APF-biler. Vi argumenterede for, at
loyalitetsfunktionen L(T) som funktion af tilfredstlen T opfylder falgende ligning:

L'(T) = a [L(T) {Lmax— L(T))
hvor Lmax er en gvre loyalitetsgraense, som ikke kan ovetskruanset hvor sublim en service man
fra APF’s side matte give kunderne.

Lmax
1+ce maT
Loyaliteten som funktion af tilfredsheden med seewi fglger altsa en logistisk veekstmodel.

Ifalge seetning 3.9 findes der en konstant ¢, kéF) =

Det har vist sig, at 25 % af kundemassen er safimdrede APF-fans”, at de vil kabe en APF-bil
igen, ogsa selv om de ikke oplever nogen serviet h@r desuden vist sig, at hvis tilfredsheden er
40, sa er loyaliteten 75 %. Endelig skennes,.a; £ 90 %.

@velse: Vis, at konstanterne ¢ ager givet ved: ¢=2,6 og = 7,124910™
Beregn "loyalitetspotentialet forwee”, dvs. L(100) — L(0), og giv en kortfattet
forklaring pa, hvad dette tal bety(hrs. hvordan dette tal kan fortolkes).
Beregn: 100% - L(100), og giv entkattet forklaring pa, hvad dette tal betyder.
Kommentér forskellen padx og L(100). v
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Kap. 5: Separation af de variable.

| dette kapitel skal vi gennemga en metode til aimsing og dermed lgsning af visse 1.ordens
differentialligninger, nemlig ligninger der kan skas pa formen:

y'=h(x)[g(y)
hvor h er en kontinuert funktion af den uafhaengigeable x, og hvor g er en kontinuert funktion
af den afhaengige variable y.
Vi starter med et par eksempler for at illustrem@g@ppet i metoden og i beviset herfor, inden vi
formulerer og beviser den geaeldende seetning. laitstd eksempel foretager vi nogle omskrivnin-
ger, hvis bevismaessige grundlag altsa forst fagtteegenere, og i det andet eksempel gennemfares
beregningerne, sa de ligger sa teet op af det efgeride bevis som muligt.

Eksempel 5.1.
Vi vil lgse differentialligningeny’ = ~% Vi bemaerker farst, at ligningen kan skrives som:
y

I

y' = =X E—& hvormed differentialligningen er pa den gnskestenf hvor h(x) = — x ogg(y) :l.
y y

Vi ser desuden, at vi ma forudseette, a Oy Da y star for en ubekendt, differentiabel fimikf og
dermed for en kontinuert funktion, ma vi derforlémge, at y > 0 eller at y < 0, idet hvis y = féx)
en lgsning defineret i et interva) bg hvis y bade skulle antage positive og negatiedier, sa
matte y ogsa antage veerdien 0, hvormed udsagifégredtialligningen ikke ville veere defineret.
Det falgende er altsd under forudsaetning af, abDyelery < 0.

Hvis vi skriver differentialligningen pa formelﬁg— = —-X [—]11 og opfatter differentialkvotienten
X y

som en brak imellem to differentialer dy og dxkaa differentialligningen omskrives til:
ydy = —xdxog ved integration pa begge sider af lighedsteffmeti dermed:jydy = J'—xdx
Vi samler de gennemfgrte beregninger og argumeéfségende udsagn:
Fory>O0ellery<O0: dy = —XG]; - jydy:I—xdx
dx y

og ved udregning af integralerne far v%y2 = —%xz +k , hvor k er en vilkarlig konstant.

Inden vi isolerer y — og dermed finder en forskioft Iasningerne — bemeaerker vi, at
1y?=-1Ix?+k = x®+y®=2k = (x-0)°+(y-0)* =2k

Hvis k < 0, er der ingen Igsning. Hvis k = 0, kamlpunktet : (0,0) bruges, men d& 9 giver det

ingen lgsning. Hvis endelig k > 0, sa er lgsningskn en del af en cirkel med centrum i (0,0).

(Day<O0ellery>0, erlgsningskurverne halkigr). Da

%yz = —%xz +k = y=+y2k-x2
ser vi i alt, at Ilgsningerne er givet ved:

f(x) = v2k-x2 (fory>0) eller f(x)=+v2k-x2> (fory<0)

| begge tilfeelde er definitionsmaengde}ﬁ@;@[
Bemaerk, at intervalendepunkterne ikke er med,yide0 i disse punkter.v
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Eksempel 5.2.
Vi ser i dette eksempel pa differentialligningeny’ = (2x +3) &Y, (jfr. eksempel 1.1 h)).

Vi bemeerker farst, at der ikke er noget i dedifferentialligning, som pa forharleegger begraens-
ninger pa x eller y.

Lad nu G(y) veere en stamfunktion{aly—, dvs.G'(y) = iy og G(y) :J'iydy , 0g lad H(x) veere
e e e
en stamfunktion til 2x + 3, dvs. ¥x) = 2x + 3 og H(x) :j (2x + 3)dx.

Der geelder da falgende (overvej ngje de enkelidtskig hvorfor der geelder "ensbetydende”):
ferenlgsning tily' = 2x +3)[&¥ -

OxOlk: f'(x) =@x+3) ™ o

1
o6

OxOls: d'(x) =2x+3 =

OxOlk: G(fX)IfF'(x) =2x+3 =
OxOl: (G(f(x) =H(X) =
OxOlk: G(f(x) =HX)+k -

f er en lgsning til ligningen: G(y) = H(x) +k =
f er en lgsning til Iigningen:.[iydy = I(Zx +3)dx + k
e

hvor k er en vilkarlig konstant, og hvarsiom tidligere er det til Ilzsningen f hgrende définsin-
terval, som endnu er ukendt.

Den oprindelige differentialligning lgses herefted at bestemme y udtrykt ved x ud fra den sidste
ligning, hvilket i det konkrete tilfeelde forlgbedlsdes:

@) jiydy = [@x+Ydxrk o eV =x7+3x+k « y= ~In(-x2 -3x-K)
e
Det ses heraf, at lgsningerne er givet ved:
f(x) = —In(-x2-3x-k) , xOl ,

hvor k er fastlagt som et interval, hvor udtrykket farfdefineret, dvs. hvor x?-3x-k > 0.

ls kan altsa farst bestemmes, nar k kendes — ogeletypisk knyttet til kendskab om, at lgs-
ningskurven skal ga igennem et bestemt punkt idinatsystemet.

Vi vil derfor nu bestemme en lgsning, som gar igenmpunktet (=2 , 0). Der skal altsa geelde, at:
0= -In(~(-2)?-3(-2)-k) <« O0=In(-4+6-k) « 1=2-k - k=1

Der er altsa kun én lgsning, der gar igennem ptiikge, 0), nemlig: f(x) =—In(—x2 -3x-1).

Vi mangler nu blot at bestemmeg hvilket som omtalt sker ved at lgse ulighedelx.z -3x-1>0

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Diffeéadligninger og matematiske modeller”



- 48 -

Denne lgses pa saedvanlig made, og Iﬂsningsmaeng]jeﬂ,él& - 0,382[. Da denne er ét inter-

val, og da —2 er indeholdt i intervallet, kan il konkludere, at der &nlgsning, som gar igennem
punktet (-2, 0), nemlig:
f(x) = —In(-x2-3x-1) , xO |-2618-0382]

Dels af hensyn til beviset for den fglgende saetrdeds for at ga lidt mere i dybden med, hvad den
ovenstaende beregning egentlig betyder, vil \dltit i eksemplet vende tilbage og se lidt pa G(y).

Da G'(y) = iy > (Q for alle y, ser vi, at G er voksende. Spe@elt da monoton og har en omvendt
e

funktion, som vi nu vil finde.

Farst finder vi et udtryk for G: G(y) %dy = J'e_y dy = —e™Y. Dernaest minder vi om, at en
e

omvendt funktion er givet ved: G(y)= & y= G'l(t), hvor t er en variabel (bemaerk: benaev-

nelsen x er allerede "optaget”). Endelig findeevudtryk forG™(t) pa falgende made:
Gy)=te —e¥V =t « —y=In) « y= —In(-t)

hvormed vi ser, atG 2(t) = — In(~t) .

Hvis vi sammenligner denne beregning med omskriyaine i linien markeret med)( sa ser vi,
at dette at bestemme et udtryk for y (altsa eraviig Iasning til differentialligningen) svarer &k

bestemme et udtryk foB 1, samt at y =G"1(x2 +3x +k) idet t hér svarer til X2 +3x+k.
Hvis vi samtidig husker p&, ati(x) = x? +3x, s& ser vi, at y er givet ved: y & *(H(x) +k),
hvilket i gvrigt ogsa fas direkte af udtrykket gy H(x) + k. »

Vi kan nu formulere og bevise saetningen om separati de variablehvis navn naturligvis skyl-
des, at de variable x og y adskilles pa hver sla af lighedstegnet:

Seaetning 5.3.

Hvis h er en funktion, der er kontinuert i et inm&rl, og g er en funktion, der er kontinuert og-fo
skellig fra 0 i et interval J, sa er fglgende tsagh ensbetydende:

1) ferenlgsning til Iigningen:% = h(x) [g(y)
X
2) ferenlgsning til ligningen J.idy: I h(x)dx + k
a(y)
hvor k er en vilkarlig konstant.

Hvis all er et indre tal i I, og hvis[BJ er et indre tal i J, sa gar der netop én |gsfimeggralkurve)
til differentialligningen igennem punktet (a , b).

Seetningen bruges i praksis — som anfart i eksefbpelg 5.2 — ved at ”omskriveg—y =h(x) [g(y)
X

til j%dy = j h(x)dx + k, og sa regne videre pa denne ligning indti §(k)) er isoleret.
aly
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Bevis for saetning 5.3:

Da g er kontinuert og forskellig fra O i intervdlli er 1/g ogsa kontinuert i J. Funktionen 1/g har

derfor en stamfunktion, som vi vil kalde G, alt€zi(y) = 1 og G(y) :J-idy for alle y(J J.
a(y) a(y)

Da h(x) er kontinuert i intervallet I, har h enrsfanktion i I, som vi vil kalde H. Der geelder altsa
H'(x) = h(x) og H(x) :J' h(x)dx for alle x{I I.
Der geelder da falgende (overvej ngje de enkelidtskig hvorfor der geelder "ensbetydende”):

f er en lgsning ti% =h(x)[o(y) -
OxDOlg: £7(x) =h(x)lg(f(x)) -

: 1 ) —
OxOls: m[ﬂ(X)—h(X) =

OxOl: GUEX)IF'(X) =h(x) =
OxOl: (G(f(x) =H(X) =
OxOl: G(f(x) =HX)+k -

f er en lgsning til ligningen: G(y) = H(x) +k =
L 1
f er en Igsning til Ilgnlngen:j—dy = J'h(x)dx+ Kk
a(y)

hvor k er en konstant, og hvgrsibm tidligere er det til lasningen f hgrende degbénsinterval, som
endnu er ukendt, men som vi dog ved er en delmaafgdeervallet I. (Se mere herom i den naeste
del af beviset).

Den oprindelige differentialligning lgses herefted at bestemme y udtrykt ved x og k ud fra den
sidste ligning. Hermed er fgrste del af seetnirtg@nst.

Anden del af saetningen (og indirekte dette at baste y udtrykt ved x og k) fremgar af falgende:

Da funktionen 1/g som omtalt er kontinuert i intdtgt J, og da 1/g aldrig giver nul, ser vi, at 1/g
har konstant fortegn i J (altsa enten: 1/g(y)ferGalle y J, eller 1/g(y) < 0 for alle y1 J).

Da G'(y) = % ser vi hermed, aiG (ygnten er voksende i hele J eller aftagende ihele
aly

G er altsa monoton og har derfor en omvendt funk@, hvormed det er muligt at isolere y:
G(y)=H(X)+k « y=G {(H(x)+k)
En Igsning f til den oprindelige differentiallignimpfylder altsa, atf (x) = G"l(H(x) +k), xOl¢
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For at kunne udtale os om, Ima vi farst se pa Dm(f), idgt 0 Dm(f). Da | = Dm(h) = Dm(H) ,
geelder der (overvej!), at :

Dm(f) = {xDI‘H(x)+kDDm(G_1)} = {x0I[HX) +kOVM(G)}

Vi ser hermed (som ogsa antydet ovenfor), at f ikkdvendigvis er defineret i hele intervallet I.
Afhaengig af Vm(G) og veerdien af konstanten k kaneshdda forekomme, at Dm(f) = @ og der-
med, ati= @.

Lad nu (a, b) vaere et vilkarligt valgt punkt, hwadrl | og b J, sdledes at a og b er indre tal i hhv.
| og J, (dvs. at a og b ikke er endepunkter faerirdllerne). Vi skal nu bevise, at der gar netop én
lgsning igennem punktet (a , b). Dette ggres vetsat at der findeen lgsning, samt at der hgjst
kan veere én lgsning med de gnskede egenskaber.

DaalllogblJ, ogdaDm(H)=10g Dm(G) =J, ser vi, at H§g)G(b) er defineret. Hermed
kan tallet G(b) — H(a) udregnes. Vi seettgligg med dette tal, altsa:,k G(b) — H(a). Heraf ses, at

H(a) + k= G(b)O Vm(G). Huvis vi seetteryfx) = G'l(H(x) +K,), sa har vi dels, at &r en lgs-
ning til differentialligningen, dels (jfr. de ovetdgnde beregninger vedr. Dm(f)), atddm(f,),
samt at §a) =G 1(H@) +k, )= G *(G(b)) =b.

Da a og b ikke er intervalendepunkter kan det lesviat der findes en omegxa) om a, saledes at
w(a) 0 Dm(f,), hvormed det altsa er muligt at finde et intedyamkring a, hvor fer defineret.

Dette bevis medtages ikke hér. Interesserede |deavises til nedenstadende gvelse 5.4.
Alt i alt ser vi dermed, at der altsa findes lgsning med de gnskede egenskaber.

Omvendt ser vi, at hvi§(x) = G_l(H(x) +Kk) er en lgsning som opfylder, at f(a) = b, sa farv

fQ)=b < G YH@+k)=b = H@+k=G(b) = k=G(b)-H(a)
Der er altsa kun én veerdi af konstanten k, dertkages, og dermed hgjst én Igsning, som op-
fylder det gnskede.

Intervallet } for denne entydige lgsning er ifglge konventiatlgivet som det starste delinterval
af Dm(f), som indeholder a. Hermed er anden dsbethingen bevisty

@velse 5.4.

Besvar de falgende spgrgsmal og bevis dermed uesagda a og b ikke er intervalendepunkter, fisder en omegn

w(a) om a, sdledes afa) 0 Dm(f,)" fra beviset for seetning 5.3:

a) Gar indledningsvist rede for, at | = Dm(H) og J m({@5), samt at da b er indre i J, s& findes demsegmw(b) om
b, sdw(b) O J = DM(G).

b) G er enten voksende eller aftagende. Vi vil heag®tat G er voksende. (Hvis G er aftagende forlatgeimenta-
tionen helt analogt). Gennemgéa minutigst de enlsidtielt i den falgende argumentation, herundefitwer, der
illustrerer situationerne:

Lad o veere "radius” i(b) , dvs.w(b) = ] b-0;b+d [ Da G er voksende, har V@ (b —%6) <G()<G((b+ %6) .
Da en kontinuert funktion afbilder et lukket begestninterval pa et lukket begreenset interval, oG da kontinu-
ert, har vi i alt, atG( b—%é;b+%6b - [G(b—%é);G(b+%6)] 0 Vm(G).

c) Lade veere den mindste af afstandene fra G(b()B(lb—%é) hhv. til G(b+%6) , 0g betragt omegnex(G(b)g) om

G(b) med "radius®. Ggr rede for, at(G(b)g) O VmM(G).

d) Garrede for, atda H(a) + k G(b), og da funktionen H(X) +ler kontinuert i a (idet a er et indre punkt ifii;
des der en omegi(a), som opfylder, at: K w(a) = H(x) + k, O Vm(G).

e) Gar rede for, at(a) O Dm(f,), og at beviset dermed er tilendebragt.
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@velse 5.5.

a) Bestem den Igsning til differentialligningen i ekgeel 5.1, som gar igennem punktet (— 8 ,— 6).

b) Bestem den Igsning til differentialligningen i ekgeel 5.2, som gar igennem punktet (5, 3).
Sammenlign resultatet med den fundne lgsning igarpienktet (-2, 0).v

Indholdet i saetning 5.3 skrives ofte kort pa felipmade:
dy 1
—=h(x)g(y) = |——dy=|h(x)dx+k
dx I g(y) I

idet dette med, at f er Igsning til den ene el dnden af disse to ligninger udelades. Undertiden
udelades ogsa konstanten k i opskrivningen, dardplicit ligger i begrebet: et ubestemt integrale.
Det er da vigtigt at huske konstanten, nar integnadiregnes, da lgsningen ellers bliver forkert !!

Husk altid — inden omskrivningsformlen i "separatiaf variable” tages i brug — at fastleegge (be-
stemme og opskrive !) de begraensninger/forudsasningx og y, som selve differentialligningen
og saetningen kraever ! Hvis der endvidere kun gnskdmgstemt lgsning igennem et bestemt punkt,
kan de heraf fglgende "tilleegskrav” enten fastlasggden beregningerne gennemfares, eller "til-
leegskravene” kan introduceres i beregningerne aftden fuldsteendige lgsning er fundet.

Eksempel 5.6.
Vi vil finde den fuldsteendige Igsning til differggitigningen:y' = 1 dvs. y' = 1[—& . Vi ser, at
Xy Xy

ligningen er pa den gnskede form til metoden sdéjparaf variable, samt at: h(x)é og g(y) -1
X y

Inden vi gar i gang med lgsningen/omskrivningen virfarudseaette, at ¥ 0 og y#0. Dahogg
skal vaere defineret i et interval ser vi, at viopélele i x > 0 og x < 0 og tilsvarende y > 0 0og §.<
Dette svarer til, at vi finder lgsninger indenfamelt af de fire kvadranter i koordinatsystemet.
Under disse forudsaetninger forlgber udregningeefterpa falgende made:

y=39 - J’€dy—j;dx+ k < [ydy=1Inx| +k = Ly*=In/x|+k

Alti alt far vihermed: y = +./ 2In|x| + 2k , hvor + eller — bruges afhaengig af y’s fortegn

Den fuldsteendige lgsning kan ogsa opskrives p&halg made, idet det overlades til leeseren at
kontrollere definitionsmaengderne:

Forx>00gy>0y = . 2In(x) + 2k , x>¢&"
Forx>00gy<0y = -, 2In(x) + 2k , x>e&"
—J2In(-x) + 2k , x< —&v

Forx<0ogy>0y

Forx<0ogy<O0y

Dvelse 5.7.
Bestem de to Igsninger til differentialligningeekisempel 5.6, som gar igennem hhv. punktet
(-3, 8) og punktet (5, —4). (Husk definitionsnyaen). v

| appendix 3 findes to eksempler pa separatioradfible, hvor de konkrete opgaver er gennemreg-
net i alle detaljer — inkl. fuldsteendig lgsning mialarende definitionsmaengder og begraensninger.
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@velse 5.8.

Bestem den fuldsteendige lgsning til hver af difféigligningerne: Y= ySin(x) og Xy*+ xy'=0
(Jfr. b) og c) i eksempel 1.1. Jfr. desuden gVvel3e

Bestem den lgsning til ¥ y?Sin(x), som gar igennem punktetr, & 4).

Bestem den Igsning tifyé + xy'= 0, som gar igennem punktet (10, 18).

Separation af de variable kan ogsa bruges tilsat fiere af seetningerne fra kapitel 3. Vi vil her
indskraenke os til at vise seetning:3.3

Differentialligningen ¥= b — Ky har den fuldsteendige l@sning: y=i+c[(é'kx , hvor cO R.
Bevis:

Farst bemeerkes, at den konstante funktion )Ever en Igsning til'y= b — Ky (Kontrollér !)

Foryigharvi: y=b-Ky = y=—kEQy—E) o J‘idy=j—kdx+q
K K y-2

hvor g er en vilkarlig konstant.

Ved substitutionen tzy—E ses, atj ! ~dy =In y—E‘, hvormed vi far:
j 1bdy:I—kdx+q - Iny—E‘ = —kx+q < ‘y—E‘ = g™kx*d

Da e %4 = e @9 = g™ hvor s=e er en vilkarlig positikonstant, ser vi (kontrollér !):
Hvis y>9: :E+5Ee_kx, hvis y:E: :E+0Ee_kx, og hvis y<E: :E—sEe_kx.
k k k k k k
Da s er et vilkarligt positivt tal, kan disse trdsagn samles til ét: y :LJ +c@™, hvorcOR. ¥
Vi slutter med at bemeerke, at vi har en speciddivaraf Iigningen:% =h(x) [g(y), hvis g(y) er
X

lig med 1 (eller en konstant, som sa kan indreghés)). Denne situation er behandlet i kapitel 1.
Vi har ogsa en speciel situation, hvis h(x) edliteller en konstant, som kan indregnes i g(y)).

| dette tilfeelde har vi altsa Iigningepg.— =g(y), som i forbindelse med separation af de variable
X

opfattes som:g—y = 1[¢(y), hvormed lgsningerne findes ud fra Iigningég:(l—)dyz X +k
X y

@velse 5.9.

dy _

Find den fuldsteendige lgsning til differentialligg'en:d— = y2
X

Bestem en forskrift for den lgsning, som gar igenmeinktet (5, — 8
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Kap. 6: Teori og eksempler — Nogle 2.ordens diffentialligninger.

| forste del af dette kapitel skal vi gennemgaitofor nogle udvalgte 2.ordens differentiallignin-
ger, og i anden del af kapitlet gives eksemplempdeller, hvori disse differentialligninger indgar.
Vi skal se pa differentialligninger af typen:

* y'"=Nh(x), hvor h er en kontinuert funktion defineret interval I,

* y" =ay, hvor a er en konstant,

« y"+ply' +qgly = 0, hvor p og q er konstanter.

(Vedr. betydningen af 'y Se Appendix 1).

Differentialligninger af typen: y'' = h(x).

Seetning 6.1.

Den fuldsteendige Igsning til differentialligningefi: = h(x), hvor h er en kontinuert funktion defi;
nereti et interval |, er givet ved:

y= [H)dx + cx +c,
hvor H(x) er en stamfunktion til h(x), og hvor @g ¢ er vilkarlige konstanter.

Hvis (Xo,Yo) €r et givet punkt, hvoryd 1, og hvis a er et givet tal, sa findes der netop én lgsning f
til differentialligningen, som gar igennemy(%,) og opfylder, at f(x,) = a.

Beuvis:

Hvis vi seetter u ="'y sa kan differentialligningen skrives soni:=th(x). Ifglge saetning 1.9 er den
fuldsteendige lgsning til denne ligning givet vad= H(x) + g, hvor g er en vilkarlig konstant.

Vi ser derfor pa ligningen: 'y H(x) + . Ifglge seetning 1.9, hvor h(x) erstattes af H(x),er den
fuldsteendige lgsning til denne ligning givet ved:

y = J-(H(X) + Cl)dX + C2 = J-H(X)dX + C]_X + C2
hvor ¢ er en vilkarlig konstant. Hermed er farste desatningen bevist.

Hvis vi igen ser pa ligningen & h(x), s& geelder ifglge seetning 1.9 2), at dangm punktet

(X0, ) gar netop én lgsning u = H(x) +, tivor H er en vilkarlig valgt, men herefter fadtho
stamfunktion til h, og hvor,cer fastlagt ved, at:a = H(X,) + ¢, dvs. ¢ =a — H(X).

Hvis vi herefter ser pa ligningen: ¥ H(x) + g, sa geelder der ifglge seetning 1.9. 2) (hvor h(x) n
svarer til H(x) + ¢), at der igennem punktety(¥,) gar netop én lgsning til denne ligning. Denne
lasning er fastlagt ved: f(x) = Q(x) v+ ¢, hvor Q er en vilkarlig valgt, men herefter fadtho

stamfunktion til H (Q(x) =jH(x)dx), og hvor g er fastlagt ved, at: oy= f(Xo) = Q%) + CXo + G,
dvs. & = Yo — Q(%) — CiXo.

Vi ser dermed, at hvis en lgsning f skal opfylddéat ga igennem punktet,{%) og at f'(xo) = a,
sa er der kun ét seet af konstantermnegee, der kan bruges — svarende til en valgt stamfonkit
til h og en valgt stamfunktion Q til H. Hermed seetningen bevisty
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Hvis vi anvender begrebet linieelement fra kapiteda kan sidste del af seetning 6.1 udtrykkes ved,
at der gennem et givet linieelemeny, (%, o) gar netop én lgsning til ligningen (overvej dbtte

Eksempel 6.2.
Vi vil Ilgse differentialligningen 'y = 9x. Ifglge seetning 6.1 (dvs. ved at integrergange) ser vi,

(kontrollér !), at den fuldsteendige lasning er gived funktioner pa formen: y =°’2—x3 + X + G

hvor ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter.
Hvis vi vil finde den lgsning, som gar igennem pi&tk2, 5) og i dette punkt har en tangent med

heeldningen -3 , sé ser vi, idétzy%x2 +cq, at fglgende to ligninger skal veere opfyldt:

-3 :%D?Z +c og 5 :g 23 + o2 + ¢ . Af den farste ligning findesa & —21 . Indseettes dette
i den anden ligning, far vi (kontrollér):; & 35, hvormed den sggte funktion er givet ved:

f(x)= 2x® -21x +35, XIR ¥

@velse 6.3.

a) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentiadliggen: y = 4%

b) Bestem tre lgsninger, hvis grafer alle g&r gennenkiet (1, 8

c) Bestem den lgsning, som gar igennem punkterné)(gg5, 0)

d) Bestem den lgsning, som gar igennem punktef{hgehar en tangent med hzeldningen 2 i det-
te punkt.

Bemaerk flertydigheden i punkt b) og entydighedpankt c) og d)¥

Differentialligninger af typen: y'' = ay.

Den geeldende saetning om denne type af differagtiaiger lyder saledes:

Seaetning 6.4.

Den fuldsteendige Igsning til differentialligninggh = ay afhaenger af a’s fortegn:

1) Hvis a <0, sa er den fuldsteendige lgsning givet we= ¢, [tos@/—aX) + ¢, Bin(/-aX)

2) Hvis a > 0, sa er den fuldsteendige lgsning givet ye= ¢, [&/3% + ¢, & V3%
3) Hvis a =0, sa er den fuldstaendige lgsning givdt ye= gx + G
| alle tre tilfeelde geelder udtrykket for allé xR , og ¢ og & er vilkarlige konstanter.

Beviset for denne saetning er relativt langt, ogegiderfor i mindre dele i form af en raekke definiti
oner og saetninger, som sa til sidst opsummereshitvis for seetningen. Farst lige en gvelse:

@velse 6.5.

a) Bestem den fuldstaendige Igsning til ligningef:=Qy.
Bestem den lgsning f der opfylder, at f(2) = 1X6@) = 1

b) Bestem den fuldstaendige Igsning til ligningeA: +25y = 0. »
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Bemaerk/overvej, at punkt 1) og 2) i seetning 6.4fkamuleres som i den fglgende saetning, hvor:
k=+-a, hvisa<0, og k=/a, hvisa>0.

Seaetning 6.6.

j -

Den fuldstaendige lgsning til differentialligningeg’ = — K[y, hvor k er et positivt tal, er givet ve
y & [tosk [X) + ¢, $in(k [X)

Den fuldstaendige lgsning til differentialligningey’ = Ky, hvor k er et positivt tal, er givet ved:
y & Bk 4 c, T

| begge tilfeelde geelder udtrykket for alléXR , og ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter.

Vi gar nu i gang med at bevise saetning 6.4 (og ddrsaetning 6.6). Vi starter med en definition
(jfr. appendix 5 vedr. begrebet determinant):

Definition 6.7.

Hvis f; og £, er differentiable funktioner defineret i et abaterval |, sa er Wronski-determinanten
for funktionsparret (f, f,) for alle x(O | givet ved:

f10¢) f2(x)

WEHCRED = 16 100

‘ = £, 2(x) —f1(x) Ha(x)

Det skal straks bemeerkes, at Wronski-determinantaandi afhaenger af x’et. Wronski-determinan-
ten er altsa en funktion af x

Pvelse 6.8.
Vis, at Wronski-determinanten af funktionsparret,(zos x) er givet ved:

WA cos x) = -x2sinx - 2xcosx ¥

Hvis vi har to lgsninger til differentialligningeyf = ay, sa er Wronski-determinanten for dette
funktionspar imidlertid en konstant funktion, idkgtr geelder fglgende saetning:

Seaetning 6.9.

Hvis f; og £ er lgsninger til differentialligningen’y= ay, sa er W(fx),f2(x)) konstant

Bevis:
Vi vil vise, at differentialkvotienten af W{fx),f2(x)) er nul, hvormed det gnskede er opnaet. Vi har:

(W(F2().f2(0))" = (F.(x) B 2(x) — 1) T2(x))
H100T2(x) + {00 0% (x) - F1(x) Ha(x) - F1(x)H2(x)

=F100 0% (x) — F1(x) d2(x)
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Da f, og % er lgsninger til differentialligningen'y= ay , geelder der, at’;(x) = al;(x) og
f'5(x) =al,(x). Indseettes dette i det sidste udtryk far vi:
(WEX).f2(x))) = f1(x) @l (x) — aly(x)da(x) = 0. v

Det bemaerkes, at Wronski-determinanten godt kae kaarstant, selvom funktionsparret ikéie
lgsninger til y = ay. F.eks. er Wf 7¢) = 0, men hverken®eller 7X er lgsning til ¥ = ay.

Seetning 6.10.

Hvis f; og £ er lgsninger til differentialligningen’y= ay, sa er funktionen f(x) =1@(x) + (),
hvor ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter, ogsa en lgsning filyay.
Funktionen f givet ved: f(x) =1@h(x) + c[ih(x) kaldes en linearkombinatiaaf f; og %.

Beuvis:
Vi har ifglge de almindelige differentiationsregegler, at:

f'(x) = (afi(x) + eibX)" = afh"(X) + " (x) = a@fh(x) + @fh(x) = dlcifh(x) + cfh(x))
dvs. f"(x) = di(x), hvormed det gnskede er bevst.

Den "omvendte” seetning gaelder ogsa, hvis{¥ff.(x)) # 0, idet vi har fglgende saetning:

Seetning 6.11.

Hvis f; og % er givnelgsninger til differentialligningen’y= ay, hvis W(f(x),f(x)) # 0, og hvis f er
en vilkarlig lgsning til y = ay, sa findes der to konstanteiog ¢, sa der for alle x geelder, at
f(x) = dfa(x) + cfh(x)

Der geelder altsa, at en vilkarlig lgsning tily ay er en linearkombination af to givne lgsninge
f1 og b, under forudseetning af, at Wt),f2(x)) # 0.

Bevis:
Vi forudseetter altsd, at vi har givet to lgsninfjesg £ til differentialligningen ¥ = ay. Ifalge saet-
ning 6.9 ved vi, at deres Wronski-determinant \¥{tf.(x)) er konstant, og vi forudsaetter altsa, at
denne konstant ikker O.
Lad nu f veere en vilkarlig valgt, men herefter fiaddt, lasning til ¥ = ay. Vi skal da vise, at der
findes to konstantern®g ¢, sa der for alle x geelder, at f(x) =#fg(x) + ¢[fh(x), hvormed der ogsa
ma skulle geaelde, at'x) = ¢’ (x) + ' (x) for alle x.
Vi opskriver derfor disse to udtryk pa fglgende mad

cifi(x) + elb(x) = f(x)

culfh'(x) + clfR'(x) = f(x)
og Vil herefter forsgge at finde stgrrelseng ¢, som opfylder dette ligningssystem.
Lad nu xO R veere vilkarligt valgt — og midlertidigt fastholdDa f, f og £ teoretisk set (ifalge for-
udseetningerne) er kendte funktioner, kan f(xfx)f, f2(x) , f'(x) , fi'(x) og £'(x) alle opfattes som
kendte tal, hvormed de eneste ubekendte i det eyps&ligningssystem er stgrrelsera®g G.
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Ifglge seetning A.5.3 (i Appendix 5) ser vi dermatlg og ¢ er givet ved:

‘f(x) f2(x) fH0) F(0)
f' f' f' f'
AR CT R O

() (0 f(x) (%)

F1(x) f2(x) F10x) f2(x)

idet naevneren er W(k),f2(x)), som er forskellig fra 0.

Dette resultat (denne made at finde®g ¢ pa) gaelder for et vilkarligt valgt, og dermed for alle.
Umiddelbart ser det derfor ud til, at starrelsezneg ¢ afheenger af x. Men da f, ég % alle er
lasninger til Y = ay, far vi imidlertid ifglge seetning 6.9, ateaflre determinanter, der indgar i ud-
regningen af cog ¢, er konstanter, hvormed og ¢ selv er konstanter (overvej dette !).

Ved at veelge disse to vaerdier abg ¢ ser vi altsd, at f kan skrives som: f(x) #i{x) + cFh(x)

for alle x. Hermed er saetningen bevist.

Hvis vi kan bestemme to funktionardg f, , som er lgsninger til differentialligningeti ¥ ay, og
som opfylder, at W(fx),f2(x)) # 0, sa kan den fuldsteendige Igsning til differdigiaingen y' = ay
ifglge seetning 6.11 altsd bestemmes som samttigarkombinationer af og f.

Vi vil derfor nu lede efter sadanne funktionenf) .. Da de skal vaere lgsninger til ¥ ay, skal de
bl.a. have den egenskab, at nar vi differentieeen tb gange, sa skal vi (pa naer en konstant) fa de
samme funktioner igen. Efter lidt sagning kommer mak i tanke om funktionerne sinus, cosinus,
exp o.lign. Der geelder fglgende seetning:

Seetning 6.12.

1) Hvis a <0, s er funktionerng;(x) = cosf/-ax) og f,(x) = sin(W—alX) begge lgsnin-
ger til differentialligningen y = ay, og W({(x),f2(x)) # 0.

X

2) Hvis a > 0, s er funktionernd; (x) = e¥®* og f,(x) = e—JEm begge lgsninger til different

tialligningen y' = ay, og W({{(x),f2(x)) # O.

Bevis:

Ad 1): Seetk =/-a, hvormed vi fr, at a = -°kVi ser altsd pa differentialligningen” ¥ — Ky.

At f1 og £ er lgsninger til denne ligning, ses ved simpesathing. Vi gennemfgrer beregningerne
for f; og overlader beregningerne fortif lseseren:

fi(x) = coskx) = f'i(x) =-kBinkXx) = f"(x) =- k2 [Cosk [X)
dvs.f"(x) = - k2 [, (x) , hvormed £ altsa er en lgsning til ligningen.
Vi har desuden, at:

f1(x) f2(x)
f1(x) f2(x)

coskx) sin(kx)
—ksin(kx) kcoskx)

W(F1(x),f2(X)) = = = koS (kx) +k 3in%(kx) = k
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hvor vi til sidst anvendte formlen: &ge) + sirf(v) = 1. Dak =J/-a og a < 0 ses, at k > 0, og
dermed specielt, atA0. Hermed er det gnskede beuvist.

Ad 2): Saet k =/a , hvormed vi far, at a ZkVi ser altsa pa differentialligningen” y Iy.
Herefter forlaber beviset helt analogt til ’Ad BH"og det overlades til leeseren som en gvelse.
Hermed er saetning 6.12 bevi#t.

Beviset for saetning 6.4 (og dermed seaetning 6.60ddged at kombinere saetning 6.11 0g 6.12 !

Vedrgrende entydighed af lgsning til differentgitingen ¥ = ay geelder der fglgende saetning:

Seetning 6.13.

Hvis (X,Yo) €r et givet punkt og er et givet tal, sa findes der netop én lgsnitigpffferentiallig-
ningen ¥ = ay , som gar igennem punktet,{x) og opfylder, at f(x,) = .

Beuvis:
Ifalge seetning 6.11 og 6.12 kan den fuldsteendigieig til y' = ay skrives pa formen:
y = affh(x) + cih(x) , hvor f og £, er to lgsninger, hvis Wronski-determinant er fetbg fra nul.
Da lgsningen f skal ga igennem punktety®, skal der geelde: f(x=y,, og dermed:
cifh(Xo) + fb(Xo) = Yo, hvor vi endnu ikke kender konstantera®g 6.
Da f'(Xo) = a ma vi tilsvarende kreeve, at;[{' (o) + &b’ (Xo) = 0.
Vi har derfor fglgende ligningssystem for de ubeakerstgrrelser;00g ¢:
Cifhi(Xo) + Gb(X0) = W
' (Xo) + &' (X0) = a
Ifalge seetning A.5.3 i Appendix 5 har dette ligriagstem netop én Igsning (@), idet lignings-
systemets determinant er Wronski-determinanten Wfff2(x.)), som er forskellig fra O.
Der findes altsé netop ét talsaat (c;) — og dermed netop én Igsning — som opfylder itledst
krav. Hermed er seetningen bevis.

Hvis vi anvender begrebet linieelement fra kapiteda kan seetning 6.13 udtrykkes ved, at der gen-
nem et givet linieelement {xy,; a) gar netop én Igsning til differentialligninget y ay.

@velse 6.14.

a) Bestem den Igsning til differentialligningei ¥ 4y, som gar igennem punktet (2,10) og som i
dette punkt har en tangent med haeldningen — 4.

b) Bestem den lgsning til differentialligningeti ¥ — 100y, som gar igennem punktgt2) og som
i dette punkt har en tangent, der er parallel nmedrl: y = 0,5x + 17. %
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Differentialligninger af typen: yv'"' + py + gy = 0.

Teoretisk set findes der uendeligt mange forskebiggs differentialligninger. Kun fantasien seetter
graenserne. Vi vil imidlertid slutte med den nsegpdaste type andenordens differentialligninger,
nemlig ligninger af typen:'y+ py + qy = 0, hvor p og g er konstanter. Beviset femrte saetning
findes i appendix 6.

Vi bemeerker, at differentialligninger af typeh y ay er et specialtilfeelde af # py + qy =0, sva-
rendetip=0o0gq=-a.

Definition 6.15.

—+

Ved karaktérpolynomiefor differentialligningen § + py + qy = 0 forstas andengradspolynomie
£2+ pd + q, hvor vi har kaldt den variabefor at undgd sammenblanding med den uafhaengige
variable x i differentialligningen.

Det viser sig, at karaktérpolynomiets diskriminagtevt. rgdder spiller en afgagrende rolle for Igs-
ning af den tilsvarende differentialligning. Hvisfieks. ser pa ligningen!'y+ 3y —4y =0, sd er
karaktérpolynomiet givet ved®® + ¥ — 4. Diskriminanten d er da lig me8-341[{-4) = 25 og
karaktérpolynomiets rgdder er 1 og — 4 - altséikiabsisk !

Seetning 6.16.

Betragt differentialligningen’y+ py + qy = 0, og lad d =%- 4q veere diskriminanten for det til-
svarende karaktérpolynomium. Der geelder da falgend

1) Hvis d > 0, sa har karaktérpolynomiet to redsleg 1, og den fuldsteendige l@sning til diffe-
rentialligningen er meengden af funktioner pa formen

ye &Y+ cp B
hvor ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter.

2) Hvis d =0, sa har karaktérpolynomiet én koag den fuldstaendige lagsning til differentiallig
ningen er meengden af funktioner pa formen:

hvor ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter.

3) Hvis d <0, sa er den fuldstaendige lgsning tlledéntialligningen meengden af funktioner pa
formen:

1 -1
ye, @2 [tosG-d[X) + ¢y [& 2Px 3inG+-dX)
hvor ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter.

| forbindelse med entydigheaf lgsninger til differentialligningen’y+ py + qy = 0 geelder saetning
6.13 ordret (naturligvis med'y+ py + qy = 0 indsat i stedet fof'y= ay) (Se appendix 6).
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Eksempel 6.17:
Vi vil bestemme den fuldsteendige Igsning til difetialligningen: ¥ + 3y — 4y = 0.
Karaktérpolynomiet er givet vecE? + 3£ — 4, diskriminanten d = 25 > 0, og karaktérpolymes
rgdder er 1 og — 4.
Ifglge saetning 6.16 1) ser vi, at den fuldsteentigaing er givet ved:

y= c & + c, @,
hvor ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter.
Vi vil nu bestemme den Igsning, som gar igennenk{@irf—1 , 7) og som i dette punkt har en tan-
gent med heeldningen 2.

Vi finder farst y= ¢, @ -4c, e, Folgende ligningssystem skal altsa veere opfyldt:
gl +c, @) =7
¢ @ +c, (4™ =2

Ifglge saetning A2.3 i Appendix A2 ser vi dermedgabg ¢ er givet ved:

7 € el 7

2 - 4" 28e* - 2* et 2 xl-71
C = = 33 -6 0g ¢ = 33 - ¢©

et & de” -e et ¢ - 4e° -¢

I ol 4t

Den sggte lgsning hedder alts&: f(x) Gele* +e™* @™ for alle x.

—-4(x+1)

Bemeerk, at lasningen ogsa kan skrives saledgx) :=f e +e v

@velse 6.18.
a) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentiadliggen: 2y = 4y — 10y

Bestem den lgsning f, som opfylder, 85 =0 og f'(7) = 2

b) Bestem den fuldsteendige Igsning til differentialiiggen: 4y + 20y + 25y = 0.
Bestem den lgsning, som gar igennem (0, 8) og sietteé punkt har en tangent, der er vinkelret
pa linien med ligningen: x + 3y + 6 = Or

Nogle udvalgte modeleksempler.

Eksempel 6.19. (Newton'’s 2. lov).
Newtons 2. lov er en af den klassiske fysiks funelatale love. Den siger, at hvis et legeme bliver

udsat for en samlet kraftpélvirknirf'f,;es (den resulterende kraft), og hvis legemets maseekon-

stant, s& vil accelerationeni legemets beveegelse veere givet VEBgi= M.

Vi har her formuleret loven v.hj.a. vektorer, idiettte er den mest generelle form, hvor der tages
hgijde for, at kraefterne kan komme fra mange regritigesom bevaegelsen kan forega i rummet.
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Hvis vi imidlertid indskraenker os til at se pa bedser langs en ret linie, (og dermed en resulte-
rende kraft langs denne samme linie), sa kan lémenuleres pa falgende made;sE ma.

Som bekendt (ellers se Appendix 1) geelder deraé).= d\c/i(tt) =

2
d Sgt) , hvor tiden t er den va-
dt
riable, v(t) er hastighedsfunktionen og s(t) ed&taktionen.
2
Newton’s 2.lov kan i dette tilfeelde derfor udtrylskeed:F.s = m B‘% dvs. Fes= miS".
t

Vi ser altsa, at hvis vi kan bestemme et udtrykdiem resulterende kraft i en given situation, s& ka
legemets bevaegelse beskrives som Igsningen tied2ndens differentialligning, og dette er netop
tilfeeldet i mange sammenhaenge. F.eks. er den islekkraft mellem to ladninger givet ved:

Kc G@ hvor k er en naturkonstant kaldet Coulomb-konstantarggay er de to ladningers
r

stgrrelse og r er afstanden imellem dem. Og péatiénde made kan man finde udtryk for kraften
pa en ladet partikel, der bevaeger sig i et magihegf@avitationskraften (massetiltraekningen) mel-
lem to legemer (f.eks. to kloder), tyngdekraftenufgmodstanden i et frit fald og i et skrat kast,
kraften fra en spaendt fieder osv. | de falgend®eipler skal vi se pa lodret beveegelse i tyngdefel-
tet (med og uden luftmodstand), og pa bevaegelsehlafleme under pavirkning af en fjederkraft
(med eller uden gnidningsmodstan®).

Eksempel 6.20. (Lodret beveegelse — uden og med infidstand).
Et legeme kastes lodret op og efter et stykkedtidefr det nedad igen, et legeme kastes lodret ned-
ad, elleret legeme slippes og falder lodret nedad (et dékdt fald). Vi har altsa her en beveegelse,
som foregar langs en lodret akse og dermed langstdinie. Vi vil regne retningen opad for posi-
tiv, og vi vil i farste omgang se bort fra luftmaadsden.
Efter legemet er sluppet, er tyngdekraften denteri@aft, der virker pa legemet, dvsesE Ry .
Da denne kraft er nedad rettet, er den givet \legd= — g, (hvor g er den sakaldte tyngdeaccele-
ration, som i Danmark er ca. 9,82 fy/dfalge eksempel 6.19 far vi hermed, at: i§m ms’, og
d’s(t) _
¥

dt

ved at forkorte m veek ses' s —g dvs.

Ifglge saetning 6.1 er den fuldsteendige Igsnindgetiine ligning givet ved: s ]QH(t)dt +cit + ¢y
hvor H(t) er en stamfunktion til —g , og hvaray ¢ er vilkarlige konstanter. Da H(t) = Hges, at
s(t) = —%g 12 + c,t +¢,. Konstanterne;oog ¢ findes pa falgende made: Hvis t = 0 indsaettes i

udtrykket for s(t) fas: s(0) =cdvs. at g er legemets position pa aksen til tiden 0. Vi kaldenne

position s. Ved at differentiere s(t) fas hastighedsfunkgion(t) = —gt + £ Hvis vi i dette ud-

tryk indseetter t = 0, fas: v(0) =, @vs. at ¢ er hastigheden til tiden nul ("begyndelseshastighe
den”), som vi vil benaevne,vAlt i alt far vi dermed, at:

s) =-1gO°+v,d+s, , V() = -di+vw og at) = —g

Bemaerk, at bade 89 w regnes med fortegn,(afheengig af hvor pa aksen vi starter, gaflhaen-
gig af begyndelseshastighedens retning).

@velse a): En bold kastes lodret opad med en fart pa 20 D@ slippes i begyndelsespositionen
2 m over aksens nulpunkt. Hvor lang tid tageridéén den nar sit hgjeste punkt, og hvornar pas-
serer den aksens nulpunkt pa vej nedad ?
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Vi ser igen pa den samme slags bevaegelse, men dangevil vi tage hgjde for luftmodstanden
Luftmodstand er en sakaldt viskgs gnidningskrafty ®ptreeder, nar legemer traenger igennem vee-
sker og gasser. Den viskgse gnidningskraft afhaafdegemets hastighed, samt af legemets facon,
stgrrelse, overfladetype mm., og naturligvis afsgaseller vaesken.

Teoretisk set kan den viskgse gnidningskraft fayiett legeme, som i en bestemt stilling i fht. be-
veegelsesretningen forsgger at traenge igennem en gas eller veeske, beskrives pa formen:
T[A(v), hvort er en konstant, der afhaenger af gassen/veeskehakbrgemets facon, starrelse og
overfladetype i beveegelsesretningen, og hvor h(enhesoksende funktion af hastigheden v.

Ofte kan man med god tilneermelse regne med, atelativt lave hastigheder er h(v) = v, medens
der ved starre hastigheder kan regnes med h(%) ¥ vil her kun se pa tilfseldet h(v) = v.

Efter at legemet er sluppet, er luftmodstanden {dekwse gnidning) og tyngdekraften de eneste
kreefter, der virker pa legemet. Newton’s 2.lov. @ksempel 6.19) far i dette tilfeelde udseendet:

— 1V — mig = ms’'. Minusset forartlv skyldes, at luftmodstanden er modsat rettet belsen,

altsa hvis hastigheden v er positiv (dvs. beveegdts®gar opad), sa er luftmodstanden nedadrettet
(den virker altsa i den negative retning), og lwes negativ (dvs. bevaegelsen foregar nedad), sa er
luftmodstanden opad rettet (den virker altsa i pesitive retning).

Ligningen < — mig = miS’ kan omskrives til's+ # [§ = —g . Denne andenordens differentiallig-
ning kan ikke lgses direkte med de saetninger, viha@dighed (der findeen saetning, men ....!).
| stedet for anvender vi, ats v, hvormed ligningen bliver til:"w # M = —g, hvilket ogsa kan

T
-
skrives:v=—g —;]—m. Ifglge seetning 3.3 far vi derfor (kontrollér &: v(t) = L cle m
T
, . L S _.mg _ mg
Konstanten c kan findes ud fra hastighedertivtiden 0: w=v(0)=-— + c = c=v,+—
T T
Indseettes dette i udtrykket for v(t) far vi :

T

-
v(t) = _mg + (Vo+mj@3 m
T T

@velse b):
1) Argumentér for, at v(t} L) fort - oo, 0g udtryk i ord, hvad dette betyder.
T

2) Hvad har resultatet med "sky diving” og faldskesudspring at gare, og i hvilken af disse to
sammenhaenge estarst ?
3) Opskriv, reducér og kommentér formlen for v(gt tilfeelde, hvor y= 0.

Da $ = v(t), kan vi finde et udtryk for s(t) ved atégrere udtrykket for v(t). Vi far:

T
-1m
s = [vtydt = [(-72 + [vo+@jce m)dt =
T T
T
st)= -9 —m(vo+@j@ m 4k
T T T

hvor konstanten k kan findes udtrykt ved startpasén g = s(0), hvilket overlades til den interes-
serede laeser. Som forventet (overvej !) ser vg(@t—» —o fort —» o, samt at s(t) neermer sig
asymptotisk til formlen for en jeevn retlinet bevdsgeMen vi vil ikke ggre mere ved emnete
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Pvelse 6.21.

En faldskeermsudspringer opnar efter et stykke #d @ben skaerm den konstante hastighed —9 m/s.
Faldskeermsudspringeren med udstyr vejer 93 kg. Bvaorer stgrrelseni denne bevaegelse ?

(Husk enhederne !y

Eksempel 6.22. (Fjederkraft — uden og med gnidningsodstand).

Vi ser pa et legeme (f.eks. en klods) med massesom,ligger pa et bord, og som er fastgjort i
enden af en vandret fastspaendt fieder (lav en,fadgurillustrerer situationen !). Legemet treekkes —
i flederens leengderetning — et stykke ud fra fjedsiigeveegtsstilling, hvorefter det slippes. Lege-
met vi da bevaege sig pa en ret linie ind mod ligggpmsitionen og pa grund af sin beveegelses-
energi fortseette beveegelsen, sa fiederen trykkemsa. Efter et stykke tid bremses legemet op, og
den sammenpressede fjeder sender nu legemet tilhagdigevaegtsstillingen osv. osv.

Vi har altsa en beveegelse, som foregar langs efrenakse (en ret linie). Vi vil regne retningen
udad (dvs. hvor fjederen straekkes) for positivyipglacerer aksens nulpunkt i ligeveegtsstillingen.
Hvis fjederen ikke streekkes for kraftigt, geelderoles lov: F(t) = — KS(t), hvor F(t) er fieder-
kraftens starrelse til tiden t, hvor k er den $dtkafiederkonstanter siger noget om fiederens
styrke, og hvor s(t) er legemets position pa akie¢iden t. Minusset skyldes, at hvis s er positis

er fiederen strukket, og kraften peger ind modvaggtsstillingen (altsa i negativ retning), og his
er negativ, sa er fiederen skubbet sammen, ogekrakeger ind mod ligevaegtsstillingen, altsa i po-
sitiv retning.

Vi ser i fgrste omgang bort fra gnidningsmodstanaetiem legemet og underlaget. Newton’s 2.
lov siger da: — I8 = nig’, idet fiederkraften er den resulterende kraftqmeiet, nar farst det er

sluppet. Der geelder alts&' = —%B. Hvis vi seettew = \/% , sd har vi alts&s”’ = -’ [3

Ifglge seetning 6.6 far vi da, at scgleos@d) + ¢, Bin), hvor g og ¢ er vilkarlige kon-
stanter, som fastlaeegges ud fra legemets positidrastighed til et givet tidspunkt.

Hvis vi f.eks. ved, at legemet passerer ligevediliisgen til tiden 0, sa far vi: 0 = s(0) 5,009
dermed: s(t) =c, [$in(w(1). Beveegelsen falger altsd en sinusfunktion, hvitietser peent med
den ovenfor anfgrte beskrivelse af beveegelsersibec [t hgjs) bliver 1 og mindst —1, ser vi, at
stgrrelsen cangiver det maksimale udsving i beveegelsen. Dettdes svingningens amplitude og
benaevnes med A, hvormed vi i alt far:

s(t) = Alsin(wl(t)
En beveegelse af denne type kaldes en harmonisfrsmo
Det er klart, at beveegelsens strukimen maske nok dens matematiske formel) ikke Ka@age
af, hvad klokken er, nar legemet passerer ligevstllitegen. Det er da ogsa saledes, at vi i alle ti
faelde far en harmonisk svingning, idet det kan $&vise appendix 7), at der findes ebptaka

s(t) = ¢y [os@ll) + c, [Sin(wll) = \/clz +022 Sin(t —¢,) .

@velse a): Argumentér for, at svingningstiden T i beveegelsegivet ved: T —2——0’;

Vi vil herefter undersgge den samme situation, dgetnu tage hgjde for en gnidningsmodstand fra
underlaget. Vi méa her skelne mellem tar gnidningisgas gnidning (jfr. eksempel 6.20).

Ved tgr gnidninggeelder der stort set, at gnidningskraftens staret konstant — dvs. uafhaengig af
legemets hastighed —, hvorimod dens retning afheaidestighedens retning/fortegn, idet gnid-
ningskraften er modsat rettet beveegelsesretningmhtar gnidning far Newton’s 2. lov derfor ud-
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seendet:-W¥ % — ks = msg’, hvory er gnidningskraftens starrelse, og hvor Iedﬁe(hvis nu-
S

meriske veerdi er lig med 1) medtages for at sikrgnidningskraftens retnirttele tiden er modsat
rettet bevaegelsen. Da |, dvs. den numeriske veerdi af hastigheden, afhasidieten, har vi altsa
en differentialligning pa formen:" s+ g(t)s + %Eﬁ; = 0, hvor g(t) er en funktion af t. Lagsning af en
sadan ligning ligger langt udenfor rammerne af @emwg, og vi vil forlade emnet !

Ved viskgs gnidnindar vi som i eksempel 6.20, at Newton's 2. lov ke&rives pa formen:
—T — KS = nis’, dvs.s" + - (8 +% [$ = 0. Denne ligning passer ngjagtigt pa seetning, &4 vi
gar straks videre med at bestemme diskriminantien det tilharende karaktérpolynomium. Vi far:

d= (#)2 —4[—!% = Tz;n#. Da nf > 0, afheenger d's fortegn af stgrrelseh= 4km, som enten kan

veere positiv, nul eller negativ, svarende til dedmtalte situationer i saetning 6.16.
Vi vil her indskraenke os til at se pa sidstnaeviffeelde, hvor d < 0, alts& < 4km. Ifalge saetning

1 -1
6.16 3) far vi, at:  s(t) =, [@ 2P [tosGv-d ) + cy [ 2P BinG+-d0), hvor p=1.
Hvis vi nu saettem:% ;/—Tz;n# , Sa kan lgsningen skrives pa formen:

s(t) = ¢ e [Cosw) + ¢, rE Binwd) -

s(t) = e 2" (c, [tosE) + ¢, Bn@))
hvor ¢ og ¢ er vilkarlige konstanter, som fastlaegges ud fgeteets position og hastighed til et
givet tidspunkt. Som ved svingningerne uden gnigamnodstand kan vi ogsa her omskrive det ge-

nerelle udtryk for s(t) til :  s(t) :e_ﬁ[ﬂ Hclz +022 $in(wt —¢,), hvor¢, er et passende valgt
tal, men vi vil ikke komme yderligere ind pa det.vil i stedet for se pa den situation, hvor
legemet passerer ligevaegtsstillingen til tiden Av hér, at: 0 = s(0) =cog dermed:

s(t) = e 2" [A Bin(w)

hvor vi som ovenfor har erstattetrmed benaevnelsen A, som ville veere det maksimaieingl,
hvis ikke beveegelsen var deempet p.gr.a. gnidningstanden.
Vi ser, at bevaegelsen (en deempet svingning) kakriees ved en sinusfunktion gange med starrel-

P
sene 2n" [A . Denne starrelse kan opfattes som svingningenditaog som altsa bliver mindre
og mindre efterhanden som tiden gar (og gnidninglstamden far energien ud af beveegelsen).

@velse b):

1) Gor rede for, at o A < s(t) < e 2" (A for alle t R
2) 1 en bevaegelse som den betragtede er A = 0,&1m,2 kg, k = 8,08 kgfogt = 0,8 kg/s.
Udregn veerdien ab (husk enheder) , og opstil et funktionsudtryk $¢.

3) Tegn pa baggrund af de konkrete vaerdier graffamfunktionerne: Win(t) = —e_ﬁ[ﬂ (A,

Unax(t) = e 2’ (A og s(t), for &0, i samme koordinatsystem — og kommentér resuita. ¥
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Eksempel 6.23. (Udskillelse af stof fra organisme).

Dette eksempel er en fortseettelse/udvidelse ahgisk2.8 og 4.19, idet vi her vil udvide modellen
til at tage hgjde for, at det betragtede stof utkskaf organismen.

Eksemplet bygges op over stoffet creatinin, soet a@ffaldsstof fra stofskifteprocesserne i et lege-
me. Creatinin findes normalt i en bestemt konceioind bade blodet, lymfen, veevsvaesken og cel-
levaesken, og det udskilles via blodet gennem ngrern

For at undersgge: 1) nyrernes evne til at rensdgeblior creatinin, 2) cellemembranernes gennem-
treengelighed for creatinin og 3) udbredelsesvoletrior creatinin, gives et "forsggslegeme” (i
dette tilfeelde en hund) en indsprgjtning med aneat

Creatininet vil hurtigt efter indspraijtningen fotdeig i blod, lymfe og veevsvaeske (altsd i det sa-
kaldte extracellulzere volumédvs. omradet udenfor cellerne)). Herefter vil dels forega en ud-
skillelse gennem nyrerne, dels en gennemtraengmiogllamembranerne (diffusion ind i cellerne),
hvormed creatininet traenger ind i en del af detikfik intracellulaere volumen.

Forsgget udfares pa falgende méade: Hunden bedmyésr udtages en "startblodprave”. Herefter
indsprgjtes 2,0 gram creatinin i forbensvenen, éfter der med 5 minutters mellemrum udtages en
blodprgve fra lararterien. V.hj.a. startblodprgfiedes den "overskydende” maengde af creatinin i
de enkelte blodprgver, og man kan herefter fglge&ntrationen af dette stof efterhnanden som ti-
den gar. | nedenstdende skema ses resultatesadai en undersggelse:

Tiden t (min.) 5| 10| 15 20 2% 30 35 40 45 b0 pB5 |60
Koncentration c(t) 344 | 255| 200| 163 | 139| 120| 107| 96 | 87| 79| 71| 65
(maglliter)

Indtegnes resultaterne i et semilogaritmisk koattigstem, fas den tykke kurve pa figur 6.1.

1000

mg/liter

30 40 50 60 70
minutter

Fig. 6.1
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Vi ser, at der fremkommer en krum kurve, som dagrefinden bliver retlinet. Det kunne derfor
tyde p4, at koncentrationen c(t) kan beskriveseredksponentielt aftagende funktion f(t) plus et
led, som gar hurtigere mod nul end f(t). Dette iekkd , som er lig c(t) — f(t), kan bestemmes ved
beregning ud fra kurven og den stiplede linie (sosrgrafen for f). Vi finder fglgende tal:

Tiden t (min.) 5 10 15 20 25
c(t) — f(t) mg/L 153 82 43 22 11

Indtegnes disse veerdier i det semilogaritmiske dimatsystem, ser vi, at de tilsvarende punkter
ligger paent pa en ret linie (den tynde linie). Rioen g(t) = c(t) — f(t) ser saledes ud til atrgaen
eksponentielt aftagende funktion.

Vi ser derfor, at c(t) er en sum af to eksponenéitegnede funktioner f og g, hvor g aftager noget

hurtigere end f. Hvis vi saetter g()ARE ™™ og f(t) =B@ ™, s& ser vi, at
c)= A + B™

hvor a > b. Affiguren ses, atA300 mg/L og B=210 mg/L .
(Af tegnetekniske arsager er disse veerdier blenagtlved udformningen af figur 6.1.)

Vi vil nu opstille en model til beskrivelse og foaking af de fundne resultater

Vi forestiller os forsggslegemet opdelt i to "afdegler” 1 og 2 med rumfangene gg V..

(V1 er stort set lig med det extracelluleere volumenyger en del af det intracelluleere volumen).
| afdeling 1 indsprgjtes K mg creatinin (dvs. K&0D i det ovenfor betragtede tilfeelde). Denne
creatinin kan dels diffundere gennem cellemembranard i afdeling 2, dels renses bort fra "sy-
stemet” v.hj.a. nyrerne. Desuden kan den creatsam er kommet ind i afdeling 2, naturligvis dif-
fundere tilbage igen til afdeling 1.

Den beskrevne situation kan illustreres skematisfgfgende made:

K mag ind
1 : 2
I L >
- 1
_.‘ 1
i -
‘-
// Fig. 6.2
Nyrerne

Vi indfgrer benaevnelserng(t) og ¢(t) for koncentrationen af creatinin til tidenhhv. afd. 1 og
afd. 2. (g(t) og &(t) males i mgl/liter). Til et givet tidspunkt t ereengderne mit) og my(t) af creati-
nin i de to afdelinger altsa givet ved:,(th = V1[G1(t) og m(t) = V2Gx(t).

Diffusionshastigheden mellem de to omrader (dva.lestighed hvormed maengden af creatinin
aendres ved diffusion imellem omraderne) er propoai med koncentrationsforskeller{ty — c(t).

Vi ser fgrst pa afd. 2.
Da maengden af creatinin her kun kan aendres vagsiiff gennem cellemembranerne, far vi, at:
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dm,(t
28) = 4 ey () - (1)
hvor a er en positiv stgrrelse, som vi kalder cellememénaes gennemtraengelighedskoefficient
for det pageeldende stof. (Bemeerk, at fortegnensepaslet m vokser, hvis gt) > c(t) ).
Da my(t) = V.ld,(t), og da \ er en konstant starrelse, kan udtrykket anfgreglgénde made:

O v, F2Y = ate,)-c,)

Vi ser dernaest pa afd. 1.
Her aendres creatininmaengden dels p.gr.a. diffusiellfem afd. 1 og afd. 2, dels p.gr.a. udskillelse
i nyrerne. Udskillelseshastigheden gennem nyrerpeaportional med koncentrationef(t, og
proportionaliteten beskrives ved en positiv kons@nsom vi kalder udskillelsesgraden
Andringshastigheden af creatininmaengden i afdari hermed angives ved udtrykket:

A0 - —a e - () - 6@
Det farste led, som beskriver diffusionen, er bgestort som ved afd. 2, men med modsat fortegn,
idet den maengde creatinin, som ved diffusion forder fra den ene afdeling treenger ind i den an-
den afdeling. Minuset foran det sidste led skyld¢snsengden fraftager p.gr.a. udskillelsen i ny-
rerne (nyrerne fjerner creatinin fra afd. 1). Dgtin= V1[Gi1(t) og Vi er en konstant, kan vi skrive:

@ FA = —arig ) -c,0) -G

Ligningerne () og (1) er sakaldte "koblede” differentialligninger (hkilt betyder, atcindgar i
differentialligningen for ¢— og omvendt). Disse ligninger udggr tilsammen metematiske model
for problemstillingen, og vi skal Igse dem i delgnde.

Inden vi gar dette, vil vi imidlertid farst underggde resultater, som lgsningen giver:
For koncentrationenyt) i afd. 1 finder vi, at den kan skrives pa forme
at)= AR + BE™
hvilket netop er det tidligere omtalte udtryk, soesultatkurven pa figur 6.1 gav anledning til at
formode. (Bemeerk, at hér svarer til ¢ pa resultatkurven).
Desuden finder vi falgende udtryk for de fire stdser a, G, V; og V.

+
v, = K G = alblK = V,; [{Aa Bb)_G LV, = alG
A+B bCA +alB A+B V; &b

Da A og B direkte kan aflaeses pa figur 6.1 og der Kastlagt ved den indsprgjtede maengde creati-
nin, kan  bestemmes. Idet A300 mg/L, B=210 mg/L og K = 2000 mg, ser vi, at:
= —200ang = 3,92 liter
(300+210mg/ L
Ved aflaesning af endnu et punkt pa hver af deneripa figur 6.1 (eller ved eksponentiel regressi-
on pa regnemaskinen) kan vi finde en funktionsfofistor hver af de to eksponentielt aftagende

funktioner A (2% og B [@ . Det overlades til laeseren at kontrollere, at @,£31 mift ogb=
0,019 min* (bemaerk enheden mir= minut'. Den fremkommer, idet t males i minutter dfjdv.
bl skal vaere ubenaevnte). | alt far vi da, at

cu(t) = 300 0131 4 2100 001

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Diffeéadligninger og matematiske modeller”



Herefter kan de gvrige stgrrelser & 0g V. findes (i naevnte raekkefalge, jfr. formlerne hetjor
Vi far, at

0,131min"1[0,019min~12000mg

G =
300mg/ L [0,019min~*+ 210mg/L [0131min >

= 0,150 L/min.

samt at (kontrollér!): a = 0,183 L/min. og ¥ = 2,81 liter.

Vi har hermed fundet:

« et mal for nyrernes evne til at rense blodet featinin, idet dette beskrives ved udskillelsesgra-
den G, som vi fandt til: 0,150 L/min.

» cellemembranernes gennemtraengelighed for creatitéhdenne beskrives ved gennemtraenge-
lighedskoefficientena, som vi fandt til: 0,183 L/min.

» udbredelsesvoluminet for creatinin, idet dettgieet ved de to starrelsen\ég V., som vi
fandttil V1 =3,92Log ¥=2,81L.

Hermed er de tre opgaver, som blev opstillet i belgysen af eksemplet, blevet Igst.

Vi bemaerker, at den undersggte hund vejede 19,B&gnassefylden af vaevsveeskerne er teet pa 1

kg/L (idet starstedelen er vand), har vi altsa &inel af, at det extracellulzere volumen — som stort

set svarer til Yi modellen — udger caf'gisz, af hundens kropsvaegt, dvs. ca. 20 % af kropsvaegten

Bemeerk ogsa det overraskende/fascinerende i, aixtratellulzere volumen kan bestemmes blot
ud fra nogle koncentrationer i nogle blodprgver !!

Vi vil nu ga over til at lgse den opstillede mateisiee model (jfr. ) og (1) side 67), som siger:
Co(t cq(t
@ v, %20 = a0 0 @ VY = —atem-c,m) - 6Ew

Ved addition af (1) og (2) far vi:V; Bd%# +V, Bdcci# = — QGy(t) , og dermed:

2 2

Ved differentiation af (2) far vi:

@ v al o da _de®) o fa

dt? dt dt dt
og indseettes (3) i (4) far vi efter reduktion (koti€r):

2
(5) d“ cy(t) N G+a Lo Eplcl(t) N aG (1) = 0
dt? V,  V,)  dt ViV,
Dette er en differentialligning af typen? y py + qy = 0, hvor konstanterne p og q er givet ved:
G+a  « aG
= + — Og q =
ViV, ViVo

Ifglge seetning 6.16 lgses ligningen ved farst algée diskriminanten d for karaktérpolynomiet.
G+a L@ ? _4aG
Vi Vo ViV,

Vihar: d = p-4q =(
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Det overlades til leeseren at kontrollere, at udtegor d kan skrives pa formen:
4= GVa- aVvy)? +a?(V,2 +2V,V,) + 20GV,?
V,2V,2

hvoraf vi ser, at d > 0. Karaktérpolynomiet hartoagdder: A = # og U= #
Dad = p—4q ses det (kontrollér!), &+p=—p og Al = q.
Ifalge seetning 6.16 1) er lgsningen til (5) hedrpé formen: gt) = A M + BEM, hvor A og
B er to konstanter. Hvis vi nu saetter a X -og b = -, har vi alt i alt har opnaet falgende resultat:
Om koncentrationen () geelder, at:
6) ct)= A + Be™

G+a+i og @ = (xG.

ViV, ViVo

Da der indsprgjtes K mg creatinin, som hurtigt &ed i \4, ser vi, at ¢0) = Vﬁl Og da vi ifglge

hvor a+b =

(6) ogsa har, at,(0) = A + B, ser vi, a%: A + B, og dermed, at

K
N Vi=ie
Idet den indsprgjtede creatinin farst gradvist greennd i \4, har vi, at ¢(0) = 0. Indseettes dette i
(2) far vi:
c1(0)
dt
og da ¢(0) = A + B ser vi hermed, at:

® VELD = -@+6)HA+B)
Ved differentiation af (6) ses, at

(9) M = —-aA-bB

\%1 = -alt;(0) -G (0) = -(a+G)[2,(0)

dt
og kombineres (8) og (9), far vi: 1NaA + bB) = @+G)[A+B), hvilket omskrives til:
(10) q = Y1HBA*DE) o
A+B
Af udtrykket: ab = G ser vi, at
1V
alG
11) V, =
11) Vv, v, @b
. G+a o _ . . L
Indseettes (11) og (10) i udtrykket: a + b= +V— far vi efter reduktion (kontrollér), at:
1 2
V,;ah(A +B) o . .
G= +="_" ogda K=\.(A + B) far vi slutteligt, at
bA + aB J Vet ) J
(12) G = abK
bA +aB

Vi har hermed lgst den opstillede ligning, samtdietnde omtalte udtryk fory, V., a og G.

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Diffeéadligninger og matematiske modeller”



- 70 -

Hvis man gnsker at bestemme et udtryk Bm)pskal man herefter ifl. (1) og (6) lase liggen:

dcz(t) a a —bt
(13) " +V2 e, (t) = EQAe t+Be™)

Da ¢(t) ikke indgar i de malte veerdier, vil vi |m|dlﬁtt|kke komme naermere ind herpa. Lasningen
overlades til interesserede laesere (man skal apvaething 3.6).

Pvelse 6.24
Ved en anden hund er der malt falgende vaerdien (kw2000 mg):

Tiden t (min.) 5| 100 15 20 2% 30 35 40 45 b0 HB5 |60

Koncentration (mg/liter) 447334 | 267 | 224|196| 175| 159| 144 | 134 | 126 | 117 109

Bestem \( , V>, a og G for den pagaeldende hund.
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Kap. 7: Noget om matematik og matematiske modeller

Som helhed betragtet kan matematikken groft tagkeles i tre kategorier, selv om greenserne
imellem disse kategorier er ret flydende:

Kat.1: Matematik, som har umiddelbanitpsveerdi’ i andre fag. Denne matematik benyt-
tes ved beskrivelsen af de matematiske modeller.

Kat. 2 : Matematik, som ikke har umiddellanugsveerdi” i andre fag, men som er forud-
seetningen for den matematik, der er omtalt i Kat. 1
Kat. 2 kan saledes siges at udggre fundament&tfiot -matematikken.

Kat. 3: Matematik, som i seerlig grad tearetisk, filosofisk og erkendelsesmaessig inte-
resse.

Det skal bemeerkes, at de under Kat. 1 og Kat. Zlbenitandre fag” omfatter fysik, kemi, astrono-
mi, datalogi, "teknik”, medicin, biologi, geologieografi, gkonomi, osv. osv. Ved "andre fag” for-
stas altsd emneomrader, som i vor tid almindelitigger udenfor matematikkens omrade.

Indplaceringen af et matematisk emne i en af dkategorier er en ret kompliceret affeere, idet en
korrekt indplacering ikke alene kreever fyldestggieematematiske kundskaber, men ogsa en om-
fattende indsigt i andre fag. | gvrigt kan et maaésk emnes indplacering i Kat. 2 eller i Kat. 3
udmeerket teenkes at veere midlertidig, idet derdsioinu ikke er nogen, der har fundet direkte til-
knytning for det pagaeldende emne til andre fag.

Det kan derfor konkluderes, at den omtalte inddgéihmatematikken i de tre kategorier mere er af
principiel karaktér, og at den saledes neermest skal opfattest forsgg pa en vis systematisering.

Der kan anfgres fglgende skematiske oversigt skiveelse af det ovenstaende:

Matematik, som
bruges direkte
ved modellerne

Matematik, som
ikke bruges di-

vAalida viAaAd A

A

Kat. 2

4
A 4

Kat. 1

"Andre fag”

Kat. 3

Det samspil, der foregar mellem et emne fra Katg Het tilknyttede fagomrade, kan principielt
opdeles i to typer:

a) En "fagmand” (med kendskab til matematik) saler henter hjeelp i et matematisk emne.
b) En matematiker (med kendskab til et fag) tikydller giver hjeelp til det givne fagomrade.
Der kan i begge tilfeelde enten veere tale om, at fdgfet viser sig givtigt at anvende allerede eksi

sterende matematiske teorier, eller at der opstanatematik specielt beregnet pa lgsning af et fag-
ligt problem.
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Den netop omtalte opdeling er imidlertid uden batgd for det principielle i en matematisk mo-
dels indplacering i et fag, og jeg vil ikke kommaeyligere ind pa den. Men i forlaengelse heraf skal
det bemeerkes, at det farste problem, man stededp&an skal beskeeftige sig med matematiske
modeller, er manglende faglige forudsaetninger hatematikeren og manglende matematiske for-
udsaetninger hos fagmanden. For at opna frugtbaienmasiske modeller er det derfor af afggrende
betydning, at matematikeren saetter sig grundigt fagmandens "problemer”, og at fagmanden far
indgaende kendskab til det matematiske begrebsatppatil matematikkens muligheder og be-
graensninger, samt naturligvis at fagmanden og nattkenen arbejder godt sammen om emnet pa
baggrund af hver deres speciale.

| forbindelse med overvejelser om matematiske emimeiplacering i andre fag stgder man ofte pa
begrebet: "En anvendelsé et matematisk emne i et andet fag”. Jeg vitllertid — som det allere-
de er gjort nogle gange, herunder i denne bods-tibenytte betegnelsen "matematisk modeim

for at tale om "anvendelser”. Dette skyldes bbayvisse matematiske teorier kan anvendes i andre
matematiske teorier, og det er ikke den type "adeése”, jeg vil beskeeftige mig med her.

Hertil kommer, at ordet model er mere beskrivenfdehiold til det, man rent faktisk foretager sig,
nar et matematisk emne "anvendes” i et andet fagn&del medtager nemlig kun visse "udvalgte”
egenskaber ved den virkelighed (det emne), som hendsgkal beskrive. Og denne udveelgelse er
fastlagt dels ud fra modelbyggerens mulighedenaoge dels ud fra den gnskede grad af preecisi-
on. F.eks. er en globus, et landkort, et modelfjyebmarionetteater modeller af hhv. jordkloden, en
del af jordkloden, et "rigtigt” fly og et "rigtigtteater. Og det er her i alle tilfeelde oplagt, @ ken

del af det virkelige objekts egenskaber er medtagetdellen. (Det overlades til lseseren at praeci-
sere, hvilke egenskaber der er medtaget, og haikesr udeladt i de omtalte modeller. Leeseren
bedes ligeledes overveje, hvordan modelbyggeretigimeder og evner, samt den gnskede grad af
praecision, har indvirket pa modelbygningen).

Som det ses af det ovenstaende, forekommer degntecer modeldannelse et vist informationstab
Men betydningen af dette informationstab afheengés af, hvilke egenskaber ved den betragtede
virkelighed, vi gnsker at beskrive, og dels af, hstor indflydelse de egenskaber, som ikkedta-

ges i modellen har pa de medtagne egenskaberkBldtdenne forbindelse fremhaeves, at informa-
tionstabet kan have stgrre eller mindre indflyd@&ele konklusioneman ud fra modellekan

drage om den del af virkeligheden, som modelletkrines .

Betragt f.eks. et diagram for et givet elektriskdslgb, hvori der bl.a. indgar et amperemeter og en
resistor (en modstand). Hvis man kun er interessettefa at vide, hvordan de i kredslgbet indga-
ende komponenter er forbundet resistansens stgrrelse uden betydning. Husdaamod gnsker

at foretage beregninged fra diagrammet, skal resistansens stgrrelseligais medtages i den
model, som diagrammet udggar. (Det overlades tiétezsat overveje, om — og i givet fald under
hvilke omsteendigheder — tidspunktet, temperatuaeiperemeterets resistans, amperemeterets ud-
seende, barometerstanden eller ledningernes fealbgr indga i forbindelse med diagrammet).

Analogt til de ovenstaende betragtninger kan dekkaleres, at der ogsa ved opstilling og behand-
ling af matematiskenodeller forekommer et informationstab, samt ateteen heraf fglgende ind-
skraenkning i konsekvenserne af modelberegningerne.

Principielt og skematisk kan en matematisk modadplacering i forbindelse med et andet fag be-
skrives pa falgende made:
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Den dobbeltpegende pil mellem "Fagomrade” og "Mattsk model” angiver "opstillingen” af den
matematiske model, som foregar pa baggrund afitigare omtalte to typer samspil mellem fag og
matematik. Det er altsd her, at (en del af ) deatiminformationstabs forekommer. Og informa-
tionstabet opstar altsd, fordi der foretages ermaigelse, eller fordi man tillaegger det betragtede
objekt nogle idealiserede egenskaber, som det nkaskél en vis grad besidder.

Pilen fra "Matematisk model” til "Matematisk mode#ining” angiver de matematiske operationer
og argumenter. Dels for overhovedet at kunne "firatelgsning, dels for maske at opna en starre
overskuelighed, kan det undertiden veere ngdveatligiretage forenklinger i en del af forudseet-
ningerne, eller det kan veere ngdvendigt at anvémdermelser (approksimationer) i beregninger-
ne. | begge tilfeelde er der tale om, at der i datematiske model indbygges et yderligere informa-
tionstab.

Den stiplede linie fra "Faglig fortolkning” til "Mi@matisk model” angiver, at den faglige fortolk-
ning af modellgsningen ikke gav tilfredsstillenésultater, og at den matematiske model derfor
skal revideres. Dette foregar typisk ved at "fiérnegle af de foretagne idealiseringer og forenk-
linger — enten i modelopstillingen eller i modeh@syen. Men det skal i forleengelse heraf endnu
engang fremhaeves, at en matematisk model kun argiviinaermet beskrivelse af "virkelighe-
den”, og at der derfor kan forekomme forskelligedeiter for det sammtagomrade afhaengig af

den gnskede preecision, samt at der normalt sletfikkdes nogen endegyldig model

| gvrigt kan det bemaerkes, at der findes ekseng@ieat sammenatematiske model kan bruges i
flere forskellige fagligt uatheengigammenhaenge (f.eksed beskrivelse af eksponentielt voksende
eller aftagende starrelser).

Det ma nu veere rimeligt at stille falgende spgrdgsma
1. | hvilke sammenhaenge kan matematisk modellerdirtlg
2. Hvad kan man forvente at opna ved en matematiketbeskrivelse af et givet fagomrade ?

Svaret pa spgrgsmal 1 ma stort set vaere, at maskmatodeller kan indga i fagomrader, der
a) har (eller kan gives) et kvantitativt indhold, dgem indeholder starrelser, der pa en eller
anden made kan vejes, males, teelles osv.
b) indeholder nogle implicit givne lovmaessighederrdidgiske sammenhaenge af determini-
stisk (dvs. forudbestemmelig) eller stokastisk (difseldig) natur.
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Svaret pa spgrgsmal 2 ma bl.a. vaere, at man
a) oftest kan opna en mere praecis, systematisk ogdigrkortere beskrivelse af fagomradet
b) v.hj.a. de matematiske modeller kan udlede resultabm ellers ikke (eller i hvert fald
naeppe) lod sig frembringe
c) ofte kan_forudsigébegivenheder” (evt. med visse sandsynlighedée) &han_forklaretidli-
gere "haendelsesforlgb” (hvorved man kan opna erefedstaelse af de pageeldende fag-
omrade).

Det skal i denne sammenhaeng omtales, at nogldléagdagomrader — og her nok farst og frem-
mest det, der under en samlende betegnelse kaklks-fdirekte er opbygget v.hj.a. matematiske
begreber, og at matematikken saledes ofte er uutigvar fremseettelsen af brugbare teorier in-
denfor de pageeldende fag. (Der teenkes her natisrligvfagene og fagomraderne i "moderne”
fremtoning). For disse fagomraders vedkommendedeamderfor maske veere irrelevant at skelne
imellem faget selv og den tilhgrende matematiky(sen det principielt er muligt at ggre i de fleste
tilfeelde).

Det skal endvidere bemeerkes, at hvis matematiklarbbuges som beskrivelsegidel i et fag for
at opna en kortere og mere preecis formuleaihet givet fagomrade, sa er der egentlig ikke tah

et fagligt problem med en tilhgrende modellgsningrmed de to nederste "kasser” i ovenstaende
figur stort set mister deres betydning.

Nar man beskeeftiger sig med matematiske modeker nkan ikke undga at komme ind pa betragt-
ninger om "virkeligheden”, og jeg har da ogsa @itk flere gange i det ovenstaende benyttet mig af
ordet virkelighed.

Begrebet virkelighed kan defineres som alle de emmader, mennesker pa en eller anden made og
i en eller anden sammenhaeng beskaeftiger sig medi dstene definition er naesten alt "gjort til”
virkelighed, f.eks. ogsa dremmes indhold og trosaid, og dette kan — naturligvis afhaengig af ens
livsindstilling — veere problematisk.

Som en anden yderlighed ligger den materialistiskeslighedsopfattelse, hvor virkeligheden kun
omfatter materiell®bjekter, dvs. ting, som kan "males og vejes”. Meis denne virkelighedsop-
fattelse — som til en vis grad (iseer efter midteded 19. arhundrede) er blevet fremherskende i den
vesterlandske kultur — betragtes i sin yderste é&kwens, kan man blive udsat for nogle efter min
mening ret absurde anskuelser som f.eks. falgdtretuktionaf kunstige blomster er mere virke-

lig end en biologs overvejelsem veekstforholdene for naturlige blomster.

Som laeseren nok har geettet, mener jeg, at sandbedeitkeligheden skal findes "et sted imel-
lem” de to omtalte virkelighedsopfattelser. Dettdébaerer saledes, at det begrebsapftaai-
grundlag), der ligger bag en given beskrivelseaafl@ objekter, er "lige sa virkelig” som de materi-
elle faktorer, beskrivelsen omhandler.

| forbindelse med eksemplet vedrgrende kunstigeabgrlige blomster skal det retfeerdigvis omta-
les, at der bagroduktionen af kunstige blomster ligger en lazgkke teorier og lovmaessigheder af
savel teknisk som gkonomisk art. Og samtidig skafiemhaeves, at biologens overvejelser om
naturlige blomster kan veere medvirkende til en &ddrstaelse og dermed bedre bevarelse af den
natur, som vi alle er fundamentalt afheengige af,uden hvilken vi bl.a. ikke havde behov for (mu-
lighed for) at diskutere, hvordan "virkelighederkas opfattes).
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En anden synsvinkel pa matematiske modeller ehinldéi den made, hvorpa de matematiske mo-
deller groft taget kan inddeles, nemlig i fglgemaeforskellige typer:

Type A:  Matematiske modeller med reethen som naevnt muligvis approksimativt —
kvantitativt indhold.

Type B: Matematiske modeller med fiktt men dog realistisk beskrivendeévantitativt
indhold.

Type C. Matematiske modeller med ket beskrivende indhold.

Nar et givet fag betragtes i en "praktisk” sammengdelet vil f.eks. sige i en "dagligdags”, "forsk-
ningsundersggelsesmaessig” eller "produktionsrel®sammenhaeng), sa er det oftest modeller af
type A, som forekommer. Det skal i denne forbindelmtales, at mange fag har forskellige "tom-
melfingerregler”, som benyttes dagligt, og som éligehar deres oprindelse i matematiske model-
lgsninger af de relevante faglige problemer.

Nar et fag betragtes i en erkendelsesmaessig, uddasmaessig og/eller forstdelsesmaessig sam-
menhaeng, optraeder der imidlertid modeller af alayper. Man kan f.eks. udmaerket leere at forsta
et bestemt fagomrades mekanismer ved at betragiellmoaf type B. At der i type B er tale om et
fiktivt kvantitativt indhold, betyder saledes kun, atalerhan benytter sig af i modelundersggelsen,
ikke er registrerede data, men derimod sk@nnedefeli opfundne veerdier. Det betyder derimod
ikke, at de i modellen anfgrte indre faglige sammenlesengirealistiske.

Ved modeller af type C er et fagligt kvalitativlimold blevet kvantificeret. (Der er altsa pa eerell
anden made "sat tal pa” nogle begrebsstarrelseikkie umiddelbart kan "males, vejes, teelles
osv.”). Det bliver pa denne made undertiden mutgive en kortere og mere praecis beskrivelse af
fagomradet. (Som eksempel kan neaevnes anvendelsgttefiinktioner i gkonomisk-behavoristiske
sammenhaenge).

Der er en — maske forstaelig — tendens til, anm@tematikere beskaeftiger sig med matematiske
modeller, sa fokuseres der pa den hgijre del afst&iende figur, altsa pa den "rent” matematiske
side af sagen, og i saerdeleshed pa pilen fra "Matisknmodel” til "Matematisk modellgsning”,

idet netop denne pil som omtalt angiver de mateskatiperationer og argumenter, (og denne bog
ligger nok ogsa en veesentlig del af sin veegt d¥j.er imidlertid i forbindelse med den omtalte
tendens opstaet en raekke konstruerede "modellpse(idoanvendelser”), som blot er matematisk
teori pakket ind i et urealistisk tageslar af tilsynelade fagrelevante begreber. (Der er altsa i denne
sammenhaeng heller ikke tale om modeller af type B).

Jeg vil her anfare to eksempler (opgaver) til bailyg af synspunktet.

Opgave 1: Et fysikhold pa en skole har byggetadet. Denne raket har til tiden t efter affymg
tilbagelagt straekningen s(t) givetved: s{t)f + 0,8 , 0< t < 20
hvor t males i sekunder og s i meter.
Angiv den tilbagelagte streekning, samt hastighextpaccelerationen, nar t = 5 sek.

Den matematisk "model” i denne opgave siger, &gymdelsen (de farste 20 sekunder) kan raket-
tens tilbagelagte straekning beskrives ved udtrykké) = £ + 0,5 , men der er ingen begrun-
delse for denne model (dvs. ingen udledning afykétart for s(t)). Og selv om det maske er rigtigt,
(hvilket jeg betvivler), at s(t) er af formeniffa+ biff + cfl er det naeppe sandsynligt, at koefficien-
terne a,bogc erhhv. 1, 0,5 ogO.
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Opgave 1 ma derfor blot betegnes som en opgavteiatitiation, idet '§t) angiver hastigheden
v(t), og idet §(t) angiver accelerationen a(t), (hvormed der iektie bruges en matematisk model
fra faget fysik).

Opgave 2: En indendgrsarkitekt har designet nogigréb, der har form som et omdrejnings-
legeme. Dette legeme fremkommer ved at rotereigfar funktionen

f(x)=1Mix+2)3/36-x> , 0<x<6
omkring farsteaksen, hvor enheden pa aksen maétas i
a) Tegn v.hj.a. en funktionsundersggelse grafef f@rerved far man et indtryk af,
hvorfor netop den anfarte funktion er brubfarmalet).
b) Hvor stor er dargrebets stgrste diameter ?
c) Dargrebet fremstilles p& en drejebaenk af ersingsylinder. Hvor meget vejer det,
nar messings massefylde er pa 8,3 diciuvs. 1 crivejer 8,3 gram) ?

Selv om omdrejningslegemet maske ligner et dgrdreitket fremgar af spgrgsmal a) i opgaven, sa
vil en indendgrsarkitekt (eller andre, der beskgeftsig med formgivning), almindeligvis ikke kon-
struere en matematisk model som den omtalte fdesigne et dargreb eller lignende. (Der findes
naturligvis undtagelser fra denne pastand. Et keksiémpel herpa er Piet Hein's konstruktion af
superellipsen). | gvrigt vil materialeforbruget rtebunne bestemmes ved at veje et prgveeksemplar,
som indendgrsarkitekten formodentlig alligevel lav@pgave 2 er derfor blot at betragte som en
opgave i funktionsundersggelse og integralregning.

Jeg vil afslutte dette kapitel med i forleengelsdetk indhold at formulere fglgende to aforismer om
matematik og matematiske modeller:

1. En matematisk model er en eksplicit preecisesingiplicit givne praecise
sammenhaenge i et fag.

2. Matematik har ikke kun veerdi som et redskaln ogsa som et filosofisk
livsindhold og veerdigrundlag baseret pa logigtendelse.
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