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Appendix 1. Nogle egenskaber ved reelle tal.

Som bekendt bestar de reelle tal R (dvs. alle&abfiinien) af de rationale tal Q og de irratianal
tall,dvs. R=Q1 I

De rationale tal Q er meaengden af tal, der kan skrsom brgker imellem to hele tal, hvor naevneren
er forskellig fra nul, og de irrationale tal | ez thl, somkke har denne egenskab.

Det farste vi skal bevise i dette appendix erextaverhovedet findes irrationale tal.

Vi bemeerker farst, at maengden Z af hele tal ereémangde af de rationale tal, dvdJ]Z), idet
ethvert helt tal kan skrives som en brgk imellegns&ilv og tallet 1.

Endvidere geelder det, at Q_er afslutteérfor regningsarterne: addition (+), subtraifer) og mul-
tiplikation (0, dvs. at en sum, en differens eller et prodéikd aationale tal giver et nyt rationalt
tal. Vi viser dette for addition (+), og overladegumenterne for subtration (=) og multiplikatidh (
til leeseren.

Vi skal altsa vise, at hvis p og g er rationalesaler p + g ogsa er rationalt tal. Da p og G@eoma-

le, findes her hele tal m, n, s og t, sa: 15:—: 0og ¢ :f. Ud fra dette ser vi, at:

prq =My S o mits <n
n t nlt
og da et produkt og en sum af hele tal giver haledr vi, at rfil+ A og rifl er hele tal. p + g er

derfor skrevet som en brgk mellem hele tal, dvsgper et rationalt tal.

Ethvert rationalt tal kan i gvrigt skrives som_darkortelig brak mellem to hele tal, idet vi kan for-
korte brgken mellem de to hele tal indtil den erkdrtelig.

Om de hele tal Z geelder, at hvisirZ er ulige, s er frogsa ulige.

Dette bevises pa fglgende made:

Hvis m er ulige, sa findes et helt tal n, s& m =+2h(overvej!), hvormed vi far, at:

m® = (2n + 1§ = 4rf + 4n + 1. Da 4hog 4n er lige tal (de er hele tal ganget med&grsAf + 4n
ogsa et lige tal. N&r vi s& laegger 1 til dettevidet ulige tal, hvormed vi ser, atrar ulige.

Vi ser dermed ogs4, at hvis der for et helt tatgdder, at per lige, sd er p selv lige.
Dette skyldes, at hvis p var ulige, s& vilfeagsa veere ulige, og det er jo ikke tilfaeldet, jofetr
forudsat at veere lige.

Vi er nu Klar til at bevise fglgende beramte sagtiggom bl.a. ogsa giver os, at der eksistierati-
onale tal):

Seetning A.1.1.
V20 Q, dvs. V2 er etirrationalt tal.

Bevis:

Vi beviser szetningen ved et indirekte argumentantager altsa, a2 O Q, dvs. at/2 er et rati-
onalt tal, og vi vil s vise, at dette fagrer til modstrid (dvs. noget, de er logisk forkert).
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Da+/2 O Q, kan+/2 skrives som en uforkorteligrak mellem to hele tal.
Vi antager altsa, aw/2 = g , hvor p og g er hele tal, og hvor brgken er ufoidig.

Af 2 = P ses, atv2)? = (P)2 og dermed, at %= 282 Da ¢ er et helt tal, ses det, dter lige.
q q

Ifalge de indledende kommentarer er p derfor dgb. Der findes saledes et helt tal s, sa p = 2s,

hvilket indsat i p = 27 giver: (2s§ = 2% , hvoraf vi far: § = 25°. Dette betyder, at’cer lige, og

dermed, at g selv er lige. Vi har sdledes, at Ipdog q er lige. Men dette er i strid med, at brmgen
q

er uforkortelig. Vi er hermed kommet til en moddtivormed den oprindelige antagelse o/ at
er et rationalt tal ikke kan gaelde@ er altsd et irrationalt tal. Hermed er saetningevids. v

Om de irrationale tal | geelder bl.a. fglgende:

Seaetning A.1.2.

NG

For ethvert rationalt tal g og ethvert helt talm#£ 0) geelder, at q +— O |
n

Der findes derfor uendeligt mange irrationale t@ad der findes mindst lige s& mange irrationalg tal
som der findes rationale tal.

Bevis:

Vi farer et indirekte bevis: Antag altsa, at q\/?? 0 Q. Da Q er stabil overfor +, — @fjog da q og

V2 V2

n er rationale tal, ser vi, at: ql@ O0Q giveros,at: g+— —q0Q, dvs— 0OQ.
n n n

Og dermed far vi, at:ﬁ n0Q, dvs~/2 O Q. Dette er imidlertid i strid med saetning A,1.1
n

hvormed farste del af seetning A.1.2 er bevist.

Hvis n = 1 ser vi specielt, at C]\'JE 0 1. Heraf fas de to sidste pastande i seetningels: §ss, at da
der er uendelig mange rationale tal (de ratiora@lentieholder bl.a. de hele tal), er der uendeligt

mange irrationale tal, og dels ses, at for ethnagionalt tal q findes der et irrationalt tal qvlé
Hermed er saetningen bevis.

Pvelse A.1.3.
. o 3{2 Q. _ 213
Opskriv de 15 irrationale tal q , der fremkommer, narq =5, q =- 265,89 hhv.gﬁ og
n

=-3,n=2,n=18, n =54 hhv. n = - 2000. \ddren tilneermet veerdi pa regnemaskinan.

Vi naevner uden bevis, at for ethvert primtal p gieldt\/EDl , samt at der findes mange andre

irrationale tal end kvadratroden af et visse halebt af de beramteste er tatte(som er fastlagt
ved forholdet mellem omkredsen og diameteren iidse|}.
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Vi vil nu ga over til at se pa andre seerlige egabsk ved de rationale og de irrationale tal.

Der geelder nemlig om dem begge, at de ligger Retvs. uanset hvilke to reelle tal man tager (og
underforstaet: uanset hvor taet de to valgte reglligger pa hinanden), sa findes der bade edrati
nalt og et irrationalt tal imellem disse to tal.reelder altsa falgende saetning:

Seetning A.1.4.

1) De rationale tal Q ligger taetle reelle tal R, dvs. uanset hvor teet to folgkereelle tal ligger
pa hinanden, sa findes der et rationalt tal imelik=m.

2) De irrationale tal | ligger tegtde reelle tal R, dvs. uanset hvor teet to folgkekeelle tal ligger
pa hinanden, sa findes der et irrationalt tal ismalidem.

Bevis:
Ad 1): Lad r og k veere to vilkarligt valgte reelle tal, hvar< r.. Vi skal da bevise, at der findes
et rationalt tal g, som ligger imellemag r, dvs. som opfylder: 1< q <k

Lad nO N veere valgt, sa > . (N er maengden af de naturlige tal, dvs. de pashele tal).

r,—h
Dette er muligt, da N fortsaetter i det uendeligad berefter m veere det mindste hele som op-

fylder, at: m= nirb. Vi vil nu bevise, at hvis vi saetter:mT_l, sa opfylder q det gnskede.

Da q er en brgk mellem to hele tal, er q et ratidah Vi skal derfor undersgge starrelsen af q.
Farst bevises, at q sr
Ifglge definitionen af m har vi, at m — 1 &} og da n er positiv, kan vi dividere med n uden at

vende ulighedstegnet, hvormed vi farlL_l <.
n

. . o , ° m-1
Dernaest bevises, at< q. Vi benytter et indirekte bevis, og antagésaal o< r1, dvs. at
n

Vi vil s& argumentere for, at dette fgrer til endswid, hvormed der ma geelde, a&rg.

<r.

... m
Hvis

! < r; far vi ved multiplikation med n, at m —<Inlr; og dermed, at rd nity + 1
n

Af n>

far vi, idet p — rp er et positivt tal, atlfr. — ) > 1 og dermed:p — niry > 1, hvilket
r,—h

giver os: b > nirh + 1. Kombineres dette medsmir + 1, ser vi, at m <}, hvilket er i strid

med, at m er valgt, sd mnltb. Hermed er saetningens 1. del bevist.

Ad 2): Lad r og k veere to vilkarligt valgte reelle tal, hvar< r,. Vi skal da bevise, at der findes
et irrationalt tal s, som ligger imellemag r, dvs. som opfylder: 1<K s <p
Da de rationale tal Q ifalge 1. del af seetningggdi taet i R, findes et tallgQ, sAr<qg<s

Lad n veere et positivt helt tal som opfyldernat . Da k- q er positivt, far vi hermed, at

2
nifr, — Q) >42 og dermed, at: > q >%. Dette giver os endeligt, at q—+\/n2 <.

2

. 2 o 2 , o
Da —> 0 har videsuden, at £ q<(q +£. Hvis vi seetter s = q +—, sa ser vi altsa, at
n n n

rn <s <sg, og da s ifglge seetning A.1.2 er et irrationd|teéasaetningen bevist
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@velse A.1.5.
a) Bestem et rationalt og et irrationalt tal imelleriZ3456788 og 3,123456789

b) Bestem et rationalt og et irrationalt tal imellex/d 0og 2,236068
c) Bestem et rationalt og et irrationalt tal imeller2000,0000000001 og — 2000v

Seaetning A.1.4 har mange konsekvenser vedrgrendslajser ved de reelle tal. Vi vil her se pa
nogle fa egenskaber, som der er brug for i denge bo

« | enhver omegn om et ta} findes der bade rationale og irrationale tal fetk fra x,
Som omtalt i Kapitel 1 er en omegn om f.eks. tall@et dbent interval, der er symmetrisk om-
kring 19. Uanset hvor lille denne omegn er, f.dks18,999999 til 19,000001, sa findes der
ifglge Seetning A.1.4 bade rationale og irratiortaléner inde.

« Hyvis a er venstre endepunkt i et interval |, hvar B(dvs. intervallet er abent hen mod a), sa fin-
des der ikke noget mindste tal i intervallet.
Hvis vi f.eks. ser pa intervallet 1141 ; 200, sa er 41 ikke med i |, og der findes ikke nogét t
I, som er det mindste (dvs. som er stgrre end 41samtidig mindre end alle de andre tal i inter-
vallet). Dette skyldes, at uanset hvor taet pa 4kslper et tal t, f.eks. t = 41,00000000001, sa er
der ifglge seetning A.1.4 bade et rationalt ogratimnalt (og dermed reelle) tal imellem a og .

« Hyvis b er hgjre endepunkt i et interval I, hvarllh (dvs. intervallet er abent hen mod b), sa fin-
des der ikke noget starste tal i intervallet. (#rgentet overlades til leeseren som en gvelse).

| forbindelse med graenseveerdi (kap. 2 mm.) talenv; at en variabel stgrrelse x gar imod et
givet fast tal ¥, hvilket skrives x— Xo. Vi kan f.eks. have, at x 5, hvor det faste talyx 5.
Dette betyder, at x kan komme lige sa teetgp&om det skal vaere — uden nogensinde at blive
lig med x !!
At noget sadant giver mening fremgar bl.a. af,amset hvor taet x er pa,»sa findes der ifalge
seetning A.1.4 stadigveek reelle tal imellem x ggodéde rationale og irrationale tal.

« | ethvert interval (dvs. imellem to vilkarlige réelal) findes der uendeligt mange rationale og
uendeligt mange irrationale tal — og dermed alts@iaiendeligt mange reelle tal.
Dette kan indses pa falgende made: Betragt intetfea a til b, og lad c veere dette intervals
midtpunkt. Da a < c¢ findes der et rationalt talgellem a og c, dvs. a < & ¢, og tilsvarende
ses, at der findes et rationalt taliepellem ¢ og b, dvs. ¢ <& b. Vi har dermed to rationale tal
01 0g ¢ imellem a og b, hvor,< . (Tegn en skitse af situationen !)

For ethvert ni] N geelder (overvej !), at aefﬁ% < <b, ogda talleql+% er

et rationalt tal (overvej!), er der uendeligt mangtionale tal mellem a og b.

Det er muligt at veelge et positivt helt tal p, 38< g, +£ < b. Vi skal blot veelgep > b\/i
p -
(overvej dette !). Hvis fil N er starre end p, sa er 8qf+% < qﬁ% <b.

Da der er uendeligt mange hele tal n stgrre eed ger ifglge sesetning A.1.3 uendeligt mange
irrationale tal mellem a og b.
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De reelle tal har mange flere interessante egeerskBh af de vigtigste egenskaber — som vi ikke
kan bevise, men dog nok fornemme pa baggrundafde. ovenfor omtalte egenskaber — er, at
de reelle tal er et kontinuum (dvs. en sammenhangéa talmaengde uden huller).

Der er altsa ingen steder pa tallinien, hvor dearigier’ nogen tal.

Intervalruser.

Definition A.1.6.
Ved enintervalruseforstas en uendelig raekke af ikke-tomme, lukkbegraensede intervaller
I1, I, 13, ....... I S , hvorom der geelder, at
« ethvert interval i rusen er en delmaengde af degf@ende interval, dvs.:
LOL, Oz0.... or,0...

» leengden af et vilkarligt interval i rusen er hdjatvdelen af det foregdende intervals leengde
dvs. for alle I N: ¢(1,,4) S%DF(I » » hvor /(1) betyder leengden af intervallet I.

Vi bemaerker, at det i en intervalruse geelder,(hf) s%ﬂ’(l ) forallenON (Overvej!).

Hvis vi ser pa feellesmaengden af alle intervalléme intervalruse, sa er det klart, at denne feelles
maeengde hgjstan indeholde ét tal. Hvis vi nemlig har to forige tal p og q, sa findes der et na-

1y > ((l,). Da|p-q]| er

2n—1 -

(1)
p-d
afstanden mellem p og q ser vi derfor, at p ogke #egge kan ligge i intervalléf,;; .

Omvendt ma det veere oplagt, bl.a. nar vi teenkelep@genskaber ved de reelle tal, der er beskrevet
i det foregaende, at der findes et tal, som liggdie intervaller i rusen.

Dette er en af de fundamentale egenskaber vecetle tal, som vi ikke kan bevise, men som ma
anfares som et sékaldt aksitnyggende pa de reelle tals opbygning og egenskaber

turligt tal n, sa

< 2", hvormed der geelder, afp-q| =

Aksiom A.1.7.(Intervalsammensnaevringsaksiomet).
Enhver intervalruse fastleegger netop ét reelthia, faellesmaengden bestar af netop ét tal.

Eksempel A.1.8.
Betragt intervallety = [ 0;1]. Ud fra k kan laves en intervalruse ved som det naeste aiterusen

at tage skiftevis den venstre og den hgjre halatidet foregadende interval.
Man kan bevise, at denne intervalruse bestemmniet ’@,I men beviset udelades af pladshenswn.

@velse A.1.9.
Opskriv de farste otte intervaller i den intervakuder omtales i eksempel A.1.8 — og argumentér

for, at% er indeholdt i dem alle sammery.

Man kan i gvrigt bevise (men beviset ligger landgnfor rammerne af denne bog), at intervalsam-
mensnaevringsaksiomet er ensbetydende med de tasll@ntinuumsegenskab.
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Appendix 2. Regneregler for greenseveerdier. Beviser

| dette appendix bevises saetning 2.11, som nedkaldes szetning A.2.2, pa baggrund af definiti-
on 2.3, som nedenfor kaldes definition A.2.1.

Definition A.2.1.

En funktion f siges at have graensevaerdien a féende

mod %, hvis der for enhver omegn(a) om a findes en

udprikket omegmw'(x,) om %, saledes at hvis x er inde-

holdti w(Xo), sa er f(x) indeholdtifa) @~ Q [~~~ """ T2
w(a)’I 1

(Jfr. figur A.2.1).

Ved anvendelse af kvantorer og andre matematiske
symboler kan denne definition ogsa skrives:

[
I
i
i
1
1

| X Xo
Dw@) Dw(Xe) : x 0 wxg = f(x) 0wa) " ——0
Fig. A.2.1 W (Xo)
At f(x) har graenseveerdien a for x gdende mgskxives kort pa en af falgende to mader:
f(x) - a for x - X, (hvilket laeses: f(x) gar mod a for x gdende mgd
eller
limf(x) = a (hvilket lzeses: limes aj fior x gdende modyer lig med a)

X = Xq

Seetning A.2.2. Regneregler for greenseveerdier.

Lad det om funktionerne f og g veere givet, at
f(x) - a for x-» X, 0g gxX)» b for x- Xo
hvor a og b er givne tal.

Da geelder:

1) f(x)+g(x) > a+b for x- Xo

2) f(x)—g(x) - a—b for x- X,

3) f(x)g(x) - db for x- X

4) Huvis k er en konstant geelder:[{f(k) — kla for Xx- X,

5) Hvisb#0 gaelder:m 2 for xo Xo
g(x) b

Bevis:

Ad 1):
Vi skal altsa vise, at hvis f(x) a for x- X, og g(X)— b for x- X, sa geelder der, at
f(x) + g(x) - a+b for x- X, Ifglge definition A.2.1 skal vi altsa bevise;, at
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Owa+b)dw(Xe): X O w(Xe) = f(X)+g(xX) Ow(a+hb)

At noget geelder for enhvemegn om a + b klares bevisteknisk ved at veelgéfazidig omegn
w(a + b) om a + b, og sa vise, at det gnskede gdelddenne omegn.
Vi veelger altsa en tilfeeldig omegi(a + b) om a + b, og vi vil s vise, at der svdeetil denne
findes en udprikket omegi'(Xx,) om % som har den egenskab, at

hvis x 0 w(X,o), sa er f(x) + gx)J w(a + b).
Lad radius af den tilfeeldigt valgte omegfa + b) om a + b veere Vi skal da vise, at der findes en
udprikket omegrw'(X,) om X% som har den egenskab, at

hvis x 0 w(xo) sa er] (f(x) +g(x)) - (a+ b)| <,

dvs. at afstanden mellem f(x) + g(x) og a + Im@rdre end radius (Overvej !).

Vi omskriver farst pa:| (f(x) +g(x)) - (a+ b)| . Ifelge regnereglehp + q| <| p|+| gl far vi:
| (F(x) +g(x)) - (a+b)| = |(f(x) —a)+ (g(x)-b)| < |[f(x)-a|+|g(x)-b|

Betragt nu den omegn(a) om a, som har radius lig méd Da f(x) ~ a for x- X, findes der

ifglge definition A.2.1 en udprikket omegn’(x,) om X% med den egenskab, at:
xOw'(xe) = f(x) D@ dvs. Xw'(xe = |[f(x)-a| <%

Betragt dernaest den ome@(b) om b, som har radius lig méd Da g(x) - b for x- x, findes

der ifalge definition A.2.1 en udprikket omegn'(x,) om % med den egenskab, at:
xOw'(xo) = g Dwb) dvs. XDwi(xg = [g(x)-b| < £

Vi seetter nu'(Xo) = w'(Xo) N wr'(Xo). W(Xo) er da en udprikket omegn o (overvej !), og der
geelder:

x 0 w(xe) = [(F)+g(x)-(a+b)| < |[f(x)-a|+]|g(x)-b| < g + &

&
2
dvs. xO w(xo) = |(f(x)+g(x)-(a+b)| <e

hvormed det gnskede er bevist.

Ad 2): (Beviset forlgber neesten identisk med bevisgqikorl)
Vi skal altsa vise, at hvis f(x) a for x— X, og g(X)— b for x- X, sa geelder der, at
f(x) —g(x) » a—b for x- X Ifalge definition A.2.1 skal vi altsa bevise;, at

Owa—-b)dw(Xy) : X O wXe) = f(X)—g(x) O w(a-Dhb)

At noget geelder for enhvemegn om a — b klares bevisteknisk ved at veelg#éfagidig omegn
w(a—b) om a— b, og sa vise, at det gnskede gdeldéenne omegn.
Vi veelger altsa en tilfeeldig omegi(a — b) om a — b, og vi vil sa vise, at der svdeetil denne
findes en udprikket omegi'(Xx,) om % som har den egenskab, at

hvis x 0 w(X,o), sa er f(x) —g(x)J wa — b).
Lad radius af den tilfeeldigt valgte omegfa — b) om a — b veeee Vi skal da vise, at der findes en
udprikket omegrw'(X,) om X% som har den egenskab, at

hvis x 0 w(xo) sa er] (f(x) —g(x)) - (a- b)| <«,
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dvs. at afstanden mellem f(x) — g(x) og a— ardre end radius (Overvej!).
Vi omskriver farst pa:| (f (x) —g(x)) - (a- b)| . Ifglge regnereglepp—q| <| p|+| g far vi:

|(F() -g(x) - (a-b)| = [(f(x)-a)-(g(x)-b)| < [f(x)-a]+[g(x)- b

Betragt nu den omegn(a) om a, som har radius lig méd Da f(x) ~ a for x- X, findes der

ifglge definition A.2.1 en udprikket omegn’'(x,) om X% med den egenskab, at:
xOw'(xe) = fx) D@ dvs. Xw'(xe = |[f(x)-a| <%

Betragt dernaest den ome@(b) om b, som har radius lig méd Da g(x) » b for x- X, findes

der ifglge definition A.2.1 en udprikket omegy'(x,) om % med den egenskab, at:
xOwp'(Xe) = gx)0wb) dvs. MXw'(xe) = |g(X)-b| < £

Vi seetter nuw'(Xo) = w'(Xo) N W'(Xo). W(Xo) er da en udprikket omegn om (overvej !), og der
geelder:

x 0 0(xo) = [(F()-g(x))-(@-b)| < [f(x)-al+[g(x)-b| < g + &=

€
2
dvs. xO0 WXy = [F)-g(X)-(a-b)| <¢

hvormed det gnskede er bevist.

Ad 3):
Vi skal altsa vise, at hvis f(x) a for x— X, og g(X)— b for x- X, sa geelder der, at
f(x)[d(x) - ab for x- X, [fglge definition A.2.1 skal vi altsa bevise; at

Ow@b) Dw(Xe) : X O w(Xe) = fX)G(x) O w(ab)

At noget geelder for enhvemegn om @ klares bevisteknisk ved at veelge en tilfeelsligegn
w(ab) om &b, og sa vise, at det gnskede geelder for denneromeg
Vi veelger altséa en tilfeeldig omegi(ald) om db, og vi vil sa vise, at der svarende til dennéédim
en udprikket omeg'(x,) om % som har den egenskab, at

hvis x 0 w(Xo), sa er f(x)g(x) O w(ab).
Lad radius af den tilfeeldigt valgte omeg{alb) om db veeree. Vi skal da vise, at der findes en
udprikket omegrw'(X,) om X% som har den egenskab, at

hvis x 0 w(x o) sa er|f(x) @(x) -alb|<e,

dvs. at afstanden mellem f({@jx) og & er mindre end radiws(Overvej !).

Beviset opdeles i fire tilfselde:
a) a=00b=0 b) #00b=0 c) a=01 b0 d a& 00 bz0

Ad a): Vi ser farst pa den situation, hvor bade a og ®. &fi skal da vise, at der findes en udprikket
omegnw (Xo) om % som har den egenskab, at hvis x'(x,) sa er|f(x) [g(x) —O| <Eg.

Vi omskriver farst paf (x) [@(x) - 0| . Ifelge regnereglehp | =| p|f1q| far vi:
[f(x) @(x)-0] = [f)@M)| = [fO)|DPax)| = |[f(x)-0|Dg(x)- 0|
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Betragt nu den omegi(0) om 0, som har radius lig meék . Da f(x) > 0 for x- X, findes der
ifglge definition A.2.1 en udprikket omegn’(x,) om X% med den egenskab, at:

XxOw'(Xe) = f(X) Ow(0) dvs. XJw'(Xo) = |f(x)—0| <

Betragt den (samme) omegi0) om 0, som har radius lig met . Da g(xX)-» 0 for x - X, fin-
des der ifglge definition A.2.1 en udprikket omegi(x ) om % med den egenskab, at:

xOop'(Xe) = gX)0w(0) dvs. M w'(Xe) = |g(x)-0| <

Vi seetter nuw'(Xo) = wi'(Xo) N w'(Xo). W(Xo) er da en udprikket omegn org »g der geelder:
x0 W(xo) = [f()@(X)-0| =|f(x)-0|tg(x)-0| < Velle =¢

dvs. x0 Wxe) = [f)@(X)-0| <e¢

hvormed det gnskede er bevist.

Ad b): Vi ser herefter pa den anden situation, hverGaog b = 0. Vi skal da vise, at der findes en
udprikket omegmw'(x,) om X% som har den egenskab, at hvis x'(x,) sa er|f(x) [g(x) —0| <Eg.

Vi omskriver fgrst paf (x) [g(x) - 0| . Ifelge regnereglehps|=| p|(iq| far vi:
() B(X)-0] = [f)@X)| = [f()[Pax)| = |F(x)|Dg(x)-0|

Hvis a > 0, sa findes der ifglge definition A.2ri wdprikket omegoy,’(X,) om % med den egen-
skab, at hvis XJ wy'(Xo), sd er f(x)0 | 4;32[  (idet |4;32[ er en omegn om a). Hermed ses speci-

elt, at 0 < < f(x) < 3—2"" , 0g dermed (idet bade f(x) og a er p05|t|ve),|z&(x) |<7
Hvis a < 0, s findes der ifglge definition A.2ri wdprikket omegoy’'(X,) om % med den egen-
skab, at hvis XJ wy'(Xo), sd er f(x)0 |38, 2[ (idet |32;2[ er en omegn om a). Hermed ses speci-

elt, at 0 >4 > f(x) > 3"" , 0g dermed (idet bade f(x) og a er negaV|ve)|fa([x) |< (Overvej )

Uanset fortegnet for a har vi altsa en udprikkeegnuwy’(x ) om % med den egenskab, at:
xDax'(xe) = |f(x)|<ZH

Betragt nu den omegi(0) om 0, der har radius lig meﬁ. Dag(x)-» 0 for x - X, findes der

ifglge definition A.2.1 en udprikket omeg®’'(Xx,) om X% med den egenskab, at:
xO(x) = g0 0) dvs. X x(xe) = [g(x)-0| < Z&

Vi seetter nu'(Xo) = w'(Xo) N W' (Xe). W(Xo) er da en udprikket omegn oy 0g der geelder:
x0 W(xe = [f)@X)-0] =|f(x)|Mg(x)-0| < @ = ¢
dvs. xO w(xo) = [f(X)GX)-0| <e
hvormed det gnskede er bevist.
Ad c): Beviset for dette tilfeelde forlgber fuldsteengigtsamme made som ad b), idet f(x) og g(x)

hhv. a og b optreeder symmetrisk (ligeveerdigt) i Blktsaetningen. Opskrivningen af beviset over-
lades til den iheerdige leeser.
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Ad d):

Endelig ser vi pa den situation, hvorza O b# 0. Vi skal da vise, at der findes en udprikket
omegnw (X,) om % som har den egenskab, at hvis x'(x,) sa er|f(x) [g(x) —a[b| <Eg.

Vi omskriver fgrst p%f(x) [g(x) —aEb| , hvor vi dels indskyder leddend (x) b +f(x) b, som i
alt er lig med 0, dels anvender regnereglem| =| p|0lq| og|p+q| <| p|+| q|. Vi far da:
|£() @(x)-alb| = |[f(x) @) ~f(x) B+f(x) b-alb] = |f(x) Lg(x)-b)+ bI(f(x)-a)
< [f(x)|Do(x)-b| +|b|ff(x)-a

P& samme made som i ad b) kan vi finde en udprikiketgnw,’'(X ) om % med den egenskab, at:
x Dwy(xe) = [f(x)|<Z
Betragt nu den omegi(b) om b, der har radius lig megﬁ. Dag(x)- b for x - X, findes der
ifglge definition A.2.1 en udprikket omeg®’'(Xx,) om X% med den egenskab, at:
xOw(xo) = g Uwb) dvs. Dw(x) = [g(x)-b| <35
Betragt endelig den omega(a) om a, der har radius lig mg@;. Daf(x) - a for x— X, findes

der ifalge definition A.2.1 en udprikket omegg(x,) om % med den egenskab, at:
xOws'(Xo) = f(x) Doxa) dvs. Xws(xe) = [f(x)-al < ﬁ

Vi saetter nu'(Xo) = w'(Xo) N W' (Xo) N W3'(Xo). W (X,) er da en udprikket omegn oy ©g der
geelder:

x Dw(xe = [f)@(x)-ab| < |[f(x)|Dg(x)-b| +|b|(f(x)-a| < @% +|b|%ﬁ =€
dvs. xO w(xe) = |f(X)G(x)-alb| <e
hvormed det gnskede er bevist.

Ad 4):
Denne regel falger af det faktum, at det om fumieio h(x) = k geelder, at h() k for X - X,
hvormed vi i pkt. 3) kan lade g(x) = h(x), og deskede opnas.

Ad 5):
Vi skal altsé vise, at hvis: f(x) a for x- X, og g(X)- b for x- Xo, hvor bz 0, sa
geelder der, at:m 2 for xo Xo-

g(x) b

Dam = f(x) E—Il— , er det imidlertid nok at vise, atl— - 1 for x - X, , idet vi da far det
9(x) g(x) g(x) b
gnskede resultat v.hj.a. produktreglen i pkt. Qudrvej !!).

Vi skal altsa vise, at:i = 1 for X - X,
g(x) b
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Ifglge definition A.2.1 betyder dette, at vi skdaete/fﬂlgende:

Dw( )UW(Xe) : x O w(Xq) = ﬂ Dw( )

At noget geelder for enhvemegn om% klares bevisteknisk ved at veelge_en tilfaemiigegnw(%)
om % 0g sa vise, at det gnskede geelder for denne omegn

Vi veelger altsa en tilfeeldig omega({) om £, og vi vil sé vise, at der svarende til dennedmen
udprikket omegmw'(x,) om % som har den egenskab at hvisIxw'(X,), sa erg(x) O w(%).

Lad radius af den tilfeeldigt valgte omegﬂ—) om l veeree. Vi skal da vise, at der findes en ud-

prikket omegnw'(X,) om % som har den egenskab, at hvi§ixw'(x,) sa er 500 b

———‘ <g, dvs. at

afstanden mellemm 0og % er mindre end radius(Overvej !).

Da b# 0 har vi enten, at b > 0 eller b < 0. Vi antagest, at b > 0.

Vi vil farst sikre os, at vi kan indskraenke osdtilse pa positive funktionsveerdier for g(x):

Dag(x)- b for x- X,0gdab >0, findes ifglge definition A.2.1 en tikket omegnuwy’(X,), S&
x 0 w'(xe) = g() 053 (idet]5;32[ eren omegn om b).

| det fglgende vil vi kun se paX wy'(Xo), hvormed vi far, at g(x) 2 > 0.

Da bade g(x) og b er positive, kan g(xg» 0 omskrives til: 0 < — % (kontrollér ).

( )

For at finde frem til, hvordam'(x,) skal fastleegges, vil vi pragve at regne‘&%—%‘. Vi har:

R | R sl [0 1 ) 2.
g(x) b g(x)b g()[-]tl)[Ij g(x)| < zl:pb g(x)|

hvor vi har brugt regneregldp e =| p| (1|, samt atsdy

& °9% 1 er positive, og ats ) < 2.
2

el . o
Betragt nu talletT. Dette er et positivt tal, og det kan derfor bisigem radius i en omegn. Lad

w(b) veere en omegn om b med denne radius. Da-g(®) for X- X, findes der ifglge definition
A.2.1 en udprikket omegm,’(X,) om X%, hvorom der geelder: X w,'(Xo) = g(x) O w(b).

Men g(x) u(b) betyder netop, at afstanden mellem b og g(xyiedre end radius i omegnen,
2

hvilket er det samme som at sige, &t~ g(x)| <

(Overvej M

Hvis vi derfor seetter'(Xo) = wy'(Xo) N w'(X,), Sa far vi (overvej N:

1 2 £ [b?
X O w'(x — = < — - x<—[ =g, dvs:
(o):»‘g(x) b‘ (-9 ;
1 1
X O w(X _
(0)3‘ x) b‘

Vi ser altsa, at den udprikkede omeagiix,) har de gnskede egenskaber, hvormed det gnskede er
bevist, nar b > 0.
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Vi antager nu, at b < 0.

Vi vil farst sikre os, at vi kan indskreenke osdtilse pa negative funktionsveerdier for g(x):
Dag(x)- b for x- X,0gdab <0, findes ifglge definition A.2.1 en tiket omegnuw,'(X,), S&
x O on'(xe) = g(x) O0]3;8[  (idet |32;5[ eren omegn om b).

| det fglgende vil vi kun se paX wy'(Xo), hvormed vi far, at g(x) € < 0.

Da bade g(x) og b er negative, kan g(x§ < 0 omskrives til: 2 < ﬁ < 0 (kontrollér ).

For at finde frem til, hvordaw'(x,) skal fastleegges, vil vi pragve at regne‘ﬁ%—%‘. Vi har:
1

1 _[bmge| _ 1 2y g
g(x) b g(x)b g(x)gl%[ljb 9()| < b2 b-g(9)|

hvor vi har brugt regneregldmCej| =| p| {1 g, samt at:

ﬁ % er positiv, idetﬁ og i er negative,
1 2 1 i idetl i
o>t WD& < ol idet er negativ.

e [b? » o
Betragt nu talletT. Dette er et positivt tal, og det kan derfor bisigem radius i en omegn.

P& samme made som i tilfeeldet b > 0 kan vi findadprikket omegnmy,’'(X,) om % hvorom der

2
geelder: ¥d wy'(xe) = |b-g(x)| < etb

Hvis vi derfor seetter'(Xo) = wy'(Xo) N w'(X,), Sa far vi pA samme made som ved b > 0, at:
|

— -\ <t

g(x) b

Vi ser altsd, at den udprikkede omeg(x ) har de gnskede egenskaber, hvormed det gnskede er

bevist, nar b < 0.

Hermed er pkt. 5) bevist.

X O WX =

Hermed er saetning A.2.2 (= Saetning 2.11) bewst.
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Appendix 3: Sammensatte og omvendte funktioner.

Sammensatte funktioner:

Eksempel A.3.1.

Hvis vi betragter en funktion som: h(x) ¥3x +9 , s udregnes funktionsvaerdier for denne funk-
tion ved fgrst at udregne veerdien af 3x + 9 , agftler tage kvadratroden af denne veerdi. Vi kan
altsa sige, at h(x) er "sammensat af” funktiondtre= 3x + 9 og g(x) =Jx .

Hvis vi omvendt ser pa funktionerne: f(x)2s/x +5 og g(x) =X + 3x, s& er det muligt at sam-
menseette disse to funktioner pa falgende made:dtAnken x-vaerdi vi indsaetter i f(x), sa vil
resultatet, dvs2y/x +5, vaere indeholdt i Dm(g), idet denne er lig medRt vil derfor veere mu-
ligt at udregne g af f(x), dvs. g(f(x)).

Lad os f.eks. prave med x = 9. Vi far da: f(92¢§ +5 =11. Da 110 Dm(g), kan vi udregne
g(11) = 1% +311 = 154. Vi kan derfor skrive: 154 = g(11) £(9)).

Lad os dernaest prgve med x = 7. Vi far da: f(72¢7 +5 (= 10,2915). D&/7 +50 Dm(g),

kan vi udregne gtv/7 +5) = (24/7 +5)>+ 327 +5) = 68 +26J7 (= 136,79). Vi kan derfor

skrive: 68 +26\7 = g@J7 +5) = g(f(7)).

Vi ser, at nar vi fgrst har udregnet veerdien aY, #68 indseettes denne veerdi i stedet for den Variab

i funktionsforskriften for g, og der regnes ud. Ktionen g har den virkning pa den variable, at den
dels oplgfter den variable i anden potens, delggaden med 3, og disse to stgrrelser laegges sam-
men. Lad os prgve generelt med efl ®m(f). g(f(x)) kan udregnes pa to (stort set)anader:

g(f(x)) = (Fxh+ 3Mx) = (2Vx +5)?+ 302V/x +5) = 4x + 26/x + 40

eller

g(f(X)) = gBVx +5) = (24X +5)? + 3[2Vx +5) = 4x + 26/x + 40
Vi ser altsd, at funktionsudtrykket for den samnagtesfunktion er: g(f(x)) = 4x + 26x + 40
Laeseren opfordres til at udregne g(f(9)) og g(f6d)sammenligne med det ovenstaenee.

Eksempel A.3.2.

Hvis vi igen ser pa funktionerne: f(x) = 3x + 9 0(x) = Jx , saer det muligt at udregne g(f(2)),
idet f(2) = 15> 0, og dermed er f(Z) Dm(g). Vi far: g(f(2)) = g(15) =15 ( = 3,873).

Det er derimod ikkenuligt at udregne g(f(-5)), idet f(-5) = £6Dm(Q).

Vi ser, at definitionsmaengden for g(f(x)) er meengdéx J Dm(f) som opfylder, at f(x)J Dm(g),
dvs. f(x)= 0, hvilket betyder, at ¥ —3. ¥

Situationen i eksempel A.3.1 og A.3.2 kan genseadis sdledes:
Lad f og g veere to givne funktioner, og lad»®m(f). Hvis f(x) O Dm(g), sa kan vi finde g(f(x)):

Dm(f) Dm(g) vm(g)
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| denne forbindelse anfares falgende definition:

Definition A.3.3.

Lad f og g veere to givne funktioner. Hvis der finde] Dm(f), sa f(x)J Dm(g), sa defineres funkf

tionen go f (leeses: "g sammensat med f” eller blot: "g bol)epf falgende made (jfr. figur A.2.2

Dm(f) Dm(g) vm(g)

« g(f(x})

Fig. A.3.2

(gof)®) = gf(x)) og Dmgo § = {xOIDm(f)|f(x)ODmM(g)}

Funktioneng- fkaldes sammensaetningen af f og g,@g siges at veere en sammensat funkt

Pvelse A.3.4.
Lad f(x) =X + 6 og g(x) =tx+2.

Visat: (go f)(x) = 1x*+5 og (f og)(X)= 1x? +2x +10. Bemeerk, atge # fog.

Pvelse A.3.5.
Undersgg i hvert af fglgende tilfeelde, om vi kanmag o f eller f o g, og angiv i givet fald en

funktionsforskrift for den/de sammensatte funktem(Husk definitionsmaengden:

a) fx)=x-3 og gx)=2x+1 b) f(x)¥x -7 og g(x):%x+3
C) f(x):%x 0g g(x) =3x d) f(x) :iz 0g g(x) =vJx+5
X
e) f(x)= ¥—-4 og g(x)=% f) fx)= —¥—6 o0g g(X)=Vx+5 ¥

Som det fremgar af disse gvelser, gaelder der abtigvils, men ikke altid, ago f# f o g.
| det fglgende eksempel vil vi vise, hvordan mere ® funktioner kan sammensaettes:

Eksempel A.3.6.

Lad f(x) =%, g(x) = X +2 og h(x) = 5x — 10. Hvis x 2 er det muligt at udregne f(g(h(x))):
f(g(h(x))) = f(g(5x — 10)) = f(/5x-10+2) = (V5x-10+2)3,

Resultatet betegneéf o goh)(  x38 vi har: (f ogoh)( x)= (v/5x-10+2)2® | x> 2.

Det overlades som en gvelse til lseseren at bestexhadiryk for: (gof oh)( x) w
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Pvelse A.3.7.
Angiv i hvert af fglgende tilfeelde funktionsforsker for to funktioner f og g, som opfylder, at:
a) (fog)(q)=+q*+7 b) (f o g)(v) = (V +3Y

Angiv funktionsforskrifter for fire funktioner f, ,ch og j, som opfylder, at:

c) (fegehoj)(x) = (Wx*+2-5% v

@velse A.3.8.
Lad f(x):%4 , gx)=X—=1, h(x) = 8x+6 og j(X)=/x+2
X

Bestem funktionsforskrifterne for funktionernege jeh , joehog 0g jofogo  he

Omvendte funktioner:

Lad os, inden vi overhovedet far fortalt, hvad rmanstar ved en omvendt funktion, starte med at
sla fast, at der intet mystisk er ved omvendte fionier! Anvendelse af ordet "omvendt” er en
relativ ting idet en funktion under visse omsteendigheder ldaels en omvendt funktion til en
anden allerede givet funktidn

Hvis vi ser pa sa fredelige funktioner som g(x%x+3 og h(x) =/x , s& taenker man vel ikke

straks pa, at de er "omvendte”. Men som vi skakselette ikke desto mindre tilfeeldet: g er om-
vendt funktion til f(x) = 2x — 6, og h er omverfdnktion til f(x) = > , x= 0.

Vi skal fgrst have begrebet en injektiv funktiorfideret:

Definition A.3.9.

En funktion f siges at veere injektiv, hvis der éhverty 0 Vm(f) findes netop éx [0 Dm(f), sa
f(x) =y.

Det overlades til leeseren at lave en figur af grdée en funktion f, som ikke er injektiv og grafen
af en funktion g, som er injektiv.

Det overlades ogsa til leeseren at overveje, atjektiv funktion f er det samme som en funktion
med falgende egenskab: For allg x, [0 Dm(f): x3 # X2 = f(X1) # f(X2).

Endelig overlades det til lseseren at argumentareaft@en monoton funktion er injektiv.

Hvis vi et gjeblik vender opmaerksomheden mod dandjeeggende definition af en funktion, sa
siger den som bekendt, at man har en funktion grirmaengde A ind i en maengde B, hvis der til
ethvert element i A ved g tilordnes netop ét elem& Og hvis vi derefter vender blikket mod
den ovenstaende definition af en injektiv funktieé,har vi netop denne situation, idet der til et-
hvert element y1 Vm(f) (= A) svarer netop ét Xl Dm(f) (= B). (x er bestemt ved, at f(x) =y).

Vi kan derfor anfare fglgende definition:
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Definition A.3.10.
Hvis f er en injektiv funktion, sa har vi samtidig funktion fra Vm(f) ind i Dm(f). Denne funktion
kaldes den omvendte funktion til f og betegfés. Og der geelder, at:

fry)=x « y=f(x)

Fig. A.3.3 Fig. A.3.4

Indholdet i definition A.3.10 kan illustreres sonstvwpa figur A.3.3 og A.3.4, hvor figur A.3.4 er af
mere skematisk karaktér.

Vi bemaerker, at: DrtY) = Vm(f) og VmE 1) = Dm(f)

Selve betegnelseff1 er vel ikke den mest heldige, idet den maske kdede nogen til at tro, at
~1 i f™* har samme betydning som i f.els?, hvilket p& ingen made er tilfeeldet

Betegnelserf “Lstammer fra en matematisk disciplin (teoretisk latg® som vi ikke skal komme
ind p& hér. Det vigtige er imidlertid, at betegeel®r knyttet til f, idet der er tale om den omvend
funktion til f, altsd — som omtalt ovenfor — etatlt begreb til en allerede given starrelse/fumkti

(Man kunne i princippet have betegnet funktioneml dﬁé <f > f eller andet, der indeholder f, men

valget er altsd af forskellige arsager faldet p@dpeelsenf ).

Eksempel A.3.11.
a) Vi vil finde den omvendte funktion til f(x) = 2x 6. Dette er muligt, idet f er voksende og der-
med injektiv. Ifglge definition A.3.10 har vi:

fly)=x « y=f(x) = y=2x—6 = y+6 = 2x = x=1y+3

dvs. f'l(y) =3y+3.

Som bekendt kan vi navngive de variable, som viQite vil "man” gerne have x til at betegne
den uafhaengige variable. Hvis vi gar det, er foftgr for den omvendte funktion givet ved:

f(x)=4x+3.
b) Funktionen f(x) = % x= 0, er voksende og dermed injektiv. (Bemaerk, atdseetningen & 0
ikke kan undveeres. (Hvorfor ikke ?)). Vi vil findens omvendte funktion: For0 har vi:

) =x = y=fx) = y=xX « x=\y ,
alts&: fiy)= .Jy eller flx)=+x v
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Eksempel A.3.12.

Den omvendte funktion til g(x) = 13 , X >-3 findes pa falgende made: For x > — 3 har vi:
X

_ 1 1-3
gl y)=x = y=g() = y=—— = Y+3) =1 = Xy =1-3y - x== 2
X+3 y
dvs. g_l(y): ﬂ
y
For at finde Dmg_l) bemaerker vi forst, at: x>—-3- x+3>0 = 13 >0 « y>0
X

Dernaest bemeerkes, at for enhvaardi af y > 0 har ligningen: y = g(x), dvs.:y%3 , en lgs-
X

ning, nemlig (som vi lige har set): xl—_3y. Vi ser sdledes, at Vm(g) =.Rg dermed, at
-1y _ o, 1oy 173y
Dm(g *) =R.. Dergeelderaltsa:g "(y) = —— , yU R,
@velse A.3.13.
Find en funktionsforskrift for den omvendte funktiohvert af fglgende tilfselde:
a) g = —2q-1 b) h(t) ¥t2+2 ,t>0
X 1
c) f(x) = —— , x<32 d) y(A) = ,A=0 v
) 1) = > x<3 )W) =
@velse A.3.14.

Elveerket Stremsvigt A/S opkraever af deres privatlenren kvartalsafgift pa 200 kr. plus 1,2 kr. pr.

kWh (en energienhed), som kunderne forbruger.

a) Opstil en forskrift for den funktion, der for eniyatkunde angiver elomkostningerne pr. kvartal
som funktion af kundens energiforbrug.

b) Bestem det forbrug, som resulterer i en regning5#0 kr. — og forklar, hvad dette har med
omvendte funktioner at gare.

c) Bestem en forskrift, inkl. definitionsmaengde, f@ncomvendte funktion.

d) Las pkt. b) igen — v.hj.a. forskriften for den omdée funktion. v

| forleengelse af eksempel A.3.11 a), Qvelse A.3)18g gvelse A.3.14 anfares fglgende saetning:

Seetning A.3.15.
Lad f(x) = ax + b veere en lineaer funktion, hver @.
Da er f injektiv, og

iy = 1y -2 yovme
a a

dvs. f 1 er en lineaer funktion med haeldningskoeffici%nt
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Bevis:
At f er injektiv er allerede klargjort, idet f eranoton, nar & 0. Desuden har vi, at
fly)=x = y=f(x) = y=ax+b « y—-b= axe =%w—g

hvoraf vi ser, at:f _l(y) = lﬂ/ - E Hermed er saetningen bevi#t.
a a

@velse A.3.16.
| visse dele af verden (f.eks. i USA) angives terapger i°F (grader Fahrenheit), og i andre dele af
verden (f.eks. i Danmark) angives temperatuf€ fgrader Celcius).

Temperaturen malt°F er en funktion f af temperaturen x mal€i, idet der geelder: f(x) *-gx +32.

a) Find en forskrift for den omvendte funktion, og iyiti ord, hvad den beskriver.
b) Hvilken temperatur C svarer til temperaturen 45 ? v

Pvelse A.3.17.
Tegn i hvert af fglgende tilfeelde grafen for fuokien f og dens omvendte funktién® i samme

koordinatsystem, idet den variable for bade fféb betegnes x og afsaettes ud af 1.aksen: ffra
a) ogvelse A.3.16 Db) gvelse A.3.14 c) eksempelll a) d) eksempel A.3.11 by

Som det fremgar af gvelse A.3.17, er der en spsaiemenhaeng mellem grafen for f og grafen for
f 1 narde tegnes i samme koordinatsystem, nemigghale saetning (hvis bevis udelades hér):

Saetning A.3.18.

Lad f veere en injektiv funktion.
Hvis vi anvender et koordinatsystem med sammedpée
1. og 2. aksen, sa geelder, at:

grafen forf ! fas ved at spejle grafen for f i linien y = x.

Fig. A.3.5

Som det fremgar af definition A.3.10 og figur A.3)&lder der fglgende saetning (overvej !):

Seetning A.3.19.
Lad f veere en injektiv funktion. Da geelder, at

fYf(x)) = x forallexODm(f) og f(fX(y) =y foralleyd Vm(f)
hvilket ogséa kan formuleres saledes:
(f Lo f)x) = x forallexODm(f) og (fof )(y) =y foralleydVm(f)
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Funktionerne f odg 1 er altsa hinandens omvendte funktioner (overvej!)

| forbindelse med monotoni geelder fglgende saetning:

Seetning A.3.20.
Lad f veere en given funktion.

1) Huvis f er voksende, sa ér* ogsa voksende
2) Huvis f er aftagende, sa &' ogsa aftagende.

Beuvis:
Vi beviser pkt. 1). Pkt. 2) vises pa samme madewvaglades til leeseren som en gvelse.

Lad da y, y» O Vm(f) veere vilk&rligt valgt, séiy< y». Vi skal da vise, atf L (y1) < f “1(y2).

Dette gar vi ved et sdkaldt indirekte bevis. Viaagr altsa, at "l(yl) < f"l(yz) ikke geelder, og vil
sa argumentere for, at dette farer til en modstrid.

Vi antager derfor, af 1(y;) = f 1(y,). Da f er voksende far vi hermed at ¥ (y1)) = f(f 1(y»)) ,
dvs. yi = y,. Men dette er i strid med, at vi veat y < y».

Antagelsenf "1 (y;) = f "1(y,) er alts& ikke holdbar, hvormed vi far det gnskddé(y1) < f ~1(y).
Hermed er seaetningen bevis.

Leeseren opfordres til at efterprave/kontrollerengeseetnings indhold ud fra de eksempler pa om-
vendte funktioner, som har veeret omtalt i eksempiegvelser i det ovenstaende.
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Appendix 4. Beviser for seetninger om kontinuerte faktioner.

Vi vil i dette appendix bevise Saetning 3.29 (somfhebenzevnelsen: Saetning A.4.1) og Saetning
3.36 (som her far benaevnelsen Saetning A.4.3).

Seetning A.4.1.
Hvis f er kontinuert i et interve{la;b], og hvis t er et tal imellem f(a) og f(b),

sa findes der mindst ét talt]a;b[, s& f(c)=t,
hvormed der specielt geelder, &t ¥m(f).

v

L 4

Fig. A.4.1

Beuvis:

Hvis f(a) = f(b) er der ingenting at bevise. Vitddisaetter derfor, at f(&)f(b), og det betyder, at
enten har vi f(a) < f(b) eller f(a) > f(b). Vi geemfarer beviset for situationen f(a) > f(b), og BVe
lader beviset for situationen f(a) < f(b) til lease(beviset forlgber helt tilsvarende).

Vi veelger et vilkarligt tal t som opfylder, at f(2)t > f(b), og vi skal sa vise, at der findesagt t

c O ]a;b[, der opfylder, at f(c) = t.

Tallet ¢ frembringes ved hjeelp af en intervalruse Appendix 1), som konstrueres pa seerlig vis:
Kald midtpunktet afa;b| for x;. (Se figur A.4.2 pa naeste side).

Hvis f(x1) =t er vi feerdige, for vi kan da blot seette ¢;= X
Hvis f(x1) # t har vi enten (¥ <t eller f() > t. Hvis f(x) <'t, veelger vi venstre intervalhalvdel
[a;x%], og vi ser, at f(a) > t > fg}. Og hvis f(x) > t veelger vi hgijre intervalhalvdfx, ;b], og vi

ser, at f(x) >t > f(b). | begge tilfeelde ser vi, at t er miadnd funktionsveerdien i det nye intervals
venstre endepunkt og starre end funktionsveerdien mye intervals hgjre endepunkt.

Pa denne made fortsaettes:

Vi finder midtpunktet x af det foregaende interval (hvor n = 2, 3, 4, 5)..Hvis f(x,) =t er vi faer-
dige, for vi kan da blot seette ¢ 7 xHvis f(x,) # t har vi enten f(¥ <t eller f(x) >t.

Huvis f(x,) < t, veelges venstre intervalhalvdel, og hvis)féxt veelges hgjre intervalhalvdel.

| begge tilfeelde ser vi, at t er mindre end funk$igeerdien i det nye intervals venstre endepunkt og
stgrre end funktionsvaerdien i det nye intervalsenendepunkt, idet dette gjaldt i det foregadende
interval.
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Pa denne made far vi enten en serie af intervéilen, funktionsveerdien af midtpunktet i det sidst
valgte interval er lig med t, hvormed det gnskedepmaet, og vi stopper halveringen. Eller ogsa far

vi en intervalruse 4] Iy, I3, ....... R , hvorq= [a;b], og hvor der for hvert interval geelder,

at t er mindre end funktionsveerdien'slvenstre endepunkt og starre end funktionsveelidies
hgjre endepunkt.

Ifalge Aksiom A.1.7 fastleegger denne intervalrustop ét tal, som vi vil kalde c. Og vi vil nu be-
vise, at f(c) = t.

-

f(a)

f(b)

Fig. A.4.2

Vi farer et indirekte bevis, dvs. vi antager al) #a og viser derefter, at dette fagrer til en modistri
Antag alts3, at f(c¥ t. Vi har da enten, at f(c) < t eller f(c) > t. ¥intager, at f(c) > t. (Beviset for
muligheden f(c) < t forlgber helt tilsvarende ogdades til laeseren).

Lad wXf(c)) veere en omegn om f(c), som ikikeleholder t. En sddan omegn er mulig at finde, da
f(c) > t. Daf er kontinuert i interve[la;b], er f specielt kontinuert i tallet c. Der findesrfbr en
omegnw(c) om ¢ med den egenskab, atflxu(c) = f(x) O w(f(c)), og dermed specielt med den
egenskab, at: X w(c) = f(x)>t.

Da intervalrusen fastlaegger c, findes der éi i, hvorefter der geelder, at wXc), nar = m
(overvej !). Lad p og q veere endepunkterngnatiVs. |, = [p;q] . Da I, O u(c) har vi specielt, at

g O w(c), hvilket (som vi netop har set) medfarer, g) # t. Og her har sa modstriden, idet det om
ethvert interval i rusen geelder, at funktionsvasrd@iehgijre intervalendepunkt er mindre end c.

Antagelsen f(c¥ t kan altsa ikke gaelde, hvormed vi far, at f(¢) #Hermed er saetningen beviet.
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Inden vi kan bevise nedenstaende Saetning A.4.3 Gdesning 3.36), skal vi indfare et par begre-
ber, og bevise en hjaelpesaetning.

En talmaengde A siges at vaere begraenset, hvisndiessfio tal k og K, sakx < K for alle xJ A.
Et tal som k, der er mindre end eller lig med &dla en talmaengde A, kaldes_et undeftalA, og
et tal som K, der er stgrre end eller lig med talle en talmaengde A, kaldes_et oveftal A.

En funktion f siges at veere begreenbeis dens veerdimeengde Vm(f) er en begraenset tajohee
En funktion f siges at veere begreenset i et intdrvatis maengden af funktionsveerdier f(x), hvor
x O 1, er en begraenset talmaengde.

Der geelder nu falgende seetning, som skal brugegisét for seetning A.4.3:

Seetning A.4.2.
Hvis f er en kontinuert funktion defineret i et keét, begraenset interv[a;h;b], sa er f begreenset.

Beuvis:
Vi gennemfgrer et indirekte bevis, dvs. vi antagef,ikke er begreenset, og skal sa bevise, atedenn
antagelse farer til en modstrid.

Til dette formal vil vi ud frafa;b] konstruere en intervalruse pé fglgende made:

Vi seetter | = [a;b], deler | pa midten og ser pa de to delintervaller, dettergiDa f ikke er be-

greenset iq kan f ikke veere begreaenset i begge de to haleeviater (overvej). Vi veelger en inter-
valhalvdel }, hvor f ikke er begraenset.

Pa samme made delesd to halvdele, og da f ikke er begraenset e der mindst én af de to halv-
dele, hvor f ikke er begraenset. Vi veelger en irdkralvdel , hvor f ikke er begraenset. Saledes
fortsaettes, hvormed vi far en intervalruse af wader, hvor f ikke er begraenset.

Denne intervalruse fastleegger ifalge Aksion A.1.Takq D[a;b] . Der er nu to muligheder:
1) g er etindre punktfa;b|
2) qeretendepunkt, dvs. q=aellerq=b.

Vi ser fgrst pa mulighed 1):
Vi veelger en tilfeeldig omegnxf(q)) om f(q), og ladek betegne radius i denne omegn.
Da f er kontinuert i g, findes en omegxiq) om g, som opfylder, at:
xw(q)= f(x) Daxf(a))
og dermed, at:
xtw(q) = f(q)-¢€ < f(x) < f(q)+e.
Da intervalrusen fastlaegger g, findes der éf M, hvorefter der gaelder, atl w(q), nar = m.
Specielt ser vi hermed, ak 01, = f(q) —€ < f(x) <f(q) +¢, eller anderledes formuleret:
OxOl,: f(g)—€ < f(x) <f(q) +¢

Men dette betyder, at f er begreenset hivilket er i strid med egenskaberne ved intenssn.
Antagelsen om, at f ikke er begraenset, kan altsd\kere rigtig, hvormed det gnskede er bevist.

Vi ser herefter pa mulighed 2):
Vi ser pad muligheden q = a, og overlader muligheglerb til den interesserede leeser.
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Vi veelger en tilfeeldig omegnxf(a)) om f(a), og ladee betegne radius i denne omegn. Da f er
kontinuert fra hgijre i a, findes en omegn(a)til hgjre for a, som opfylder, at:
xOw,(@)dx=a= f(X)Ow(f(a)).
Hvis vi lader s betegne laeengdenwaf(a), s& kan dette ogsa skrives (overvej !):
xO[aja+ f = f(x)0w(f(a))
og dermed ser vi, at:
xO[a;a+ § = f(aye < f(x)< f(aye.
Da intervalrusen fastlaegger (snaevres sammen ona), irdes der et ml N, hvorefter der geelder,
athO[a;a+ , ndrn=m.
Specielt ser vi hermed, ak 1, = f(a)—-¢ < f(x) < f(a)+¢, eller anderledes formuleret:
OxOl,: f(a)—-g <f(x) <f(a)+e
Men dette betyder, at f er begraenset hvilket er i strid med egenskaberne ved intenssn.
Antagelsen om, at f ikke er begraenset, kan altsdkere rigtig, hvormed det gnskede er bewst.

Vi er nu Klar til at bevise fglgende vigtige seethin

Seetning A.4.3.
Lad f veere en kontinuert funktion defineret i etdat, begraenset intervﬁ;b]. Da geelder:

a) f(x) antager bade en mindsteveerdi (minimum) ogtersgevaerdi (maximum)[ia;b].
b) Hvis f(x;1) er mindstevaerdien og f{xer stgrstevaerdien, sa er Vm(f)[f—(Xl):f(x 2)] ,

hvilket ogsa kan udtrykkes séledes: Vm(f)rinf(x);maxf (x)]

Bevis:

Nar farst a) er bevist, falger b) umiddelbart afréag A.4.1, idet et hvilket som helst tal imellem
f(x1) og f(x) ifalge A.4.1 er indeholdt i Vm(f). Da f(x er mindsteveerdien, findes der ingen funkti-
onsveaerdier mindre end f()x og da f(x) er starsteveerdien, findes der ingen funktionsieesdarre

end f(x). | alt ses dermed, at Vm(f) %f(Xl);f(x 2)], hvormed saetningen vil veere bevist.

Vi skal derfor bevise a). Beviset for eksistensemimimum og af maksimum er naesten identisk, sa
vi medtager kun beviset for minimum her, og ovesldoeviset for maksimum til lseseren.

Vi skal altsa bevise, at hvis f er kontinuefti; b, s& har f et minimum(ia;b].
Huvis f(a) < f(x) for alle x [ [a;b], sa er f(a) minimum, hvormed det gnskede er opnaet
Vi ser herefter pa den situation, hvor der findes(e[a;b|, som opfylder, at f(a) > f(s).

Da f ifglge seetning A.4.2 er begreenset, findealdt,tsa f(x) > k for allex [ [a;b], dvs. atk er et

undertal for Vm(f).
Betragt nu intervallet I= [k;f(a)] . Vi ser da, at venstre ("nederste”) endepunkhtdrivallet er et

undertal for Vm(f), hvorimod hgjre ("gverste”) enpmkt ikke er et undertal for Vm(f). (Ordene
nederste og @verste hentyder til, at vi ser pavater pa 2.aksen).
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Betragt midtpunktet m af.lHvis m er et undertal for Vm(f), s& veelges hgjlen "averste”) halv-
del af b, og hvis m ikke er et undertal for Vm(f), sa vaslgenstre (den "nederste”) halvdel af |

| begge tilfeelde far vi et interval, lhvor venstre endepunkt er et undertal for Vm¢fheor hgjre
endepunkt ikke er et undertal for Vm(f).

Séledes fortsaettes, og der dannes en intervalfusevaller med den egenskab, at venstre ("ne-
derste”) endepunkt er et undertal for Vm(f), hvararhgjre ("gverste”) endepunkt ikke er det.
Ifglge Aksiom A.1.7 fastleegger intervalrusen ét $aim vi vil benaevne p.

Vi vil nu bevise, at p =minf(x) .
Dette ggres i tre trin:
1) Vibeviser, at p er det stgratedertal for Vm(f)
2) Vi beviser, at hvip 0 Vm(f), sa er p den mindste funktionsvaerdi (og dearil det gnske-
de veere opnaet)
3) Vi beviser, at @1 Vm(f).

Ad 1): Vi laver et indirekte bevis. Vi antager altsdpakke er det starste undertal for Vm(f), dvs.
at der findes et tal g > p, som er et undertaMia(f). Da p er fastlagt af intervalrusen, og dadeen
den af intervallerne i rusen gar mod 0, findesedanJ N hvorefter der geelder, at(éjl, for n>m.
Dette betyder specielt, at g er starre end alleltglhvilket specielt betyder, at q er starre endéngjr
endepunkt af;l. Men da dette hgjre endepunkt ikikeet undertal for Vm(f), hvorimod det stotad

g er antaget at veere et undertal for Vm(f), hdéet en modstrid.

Antagelsen om, at p ikke er det starste underta¥fo(f) farer altsa til en modstrid, hvormed denne
antagelse ikke kan vaere korrekt. p er altsa deststandertal for Vm(f), og hermed er 1) bevist.

Ad 2): Hvis vi kan bevise (se pkt. 3), at pvm(f), sd ma p veere den mind$tmktionsvaerdi. Dette
indses ved at teenke pa, at da p ifglge pkt. 1) endertal(det starste, men dog stadigveek et under-
tal) for Vm(f), sa kan der ikke veere funktionsveerdsom er mindre end p.

Ad 3): For at afslutte beviset for saetning A.4.3 skalltsa bevise, at g Vm(f).
| et fors@g pa at gare beviset mere overskuelifires falgende notation: Hvis A [a;b], saer

f(A) maengden af funktionsvaerdier, hvor x stammarAr altsa: f(A) :{f(x) ‘ xDA} .

Ifglge punkt 1) er p det starste undertal fdaf(]). Hvis m er midtpunktet af intervall¢a; b, sa
er p sterste undertal for[&;m]) eller for f((m;b]), idet hvis der var et starre undertal for begge

disse maengder, sa ville der ogsa vaere et steretahtbr f(a;b]), og det er ikke tilfeeldet.

Vi veelger en intervalhalvdel, hvor p er det stgtstdertal for funktionsveerdierne.

Ved at fortseette pa denne made med successivaingefar vi skabt en intervalrusg J, ..... ,
hvor J = [a;b] , 0g hvor det for hvert interva), §ieelder, at p er det stgrste undertal fo) f(J

Ifzlge Aksiom A.1.7 bestemmer denne intervalrusilétd[a; .

Vi vil nu bevise, at f(t) = p (hvormed beviset faunkt 3) vil veere tilendebragt).

Vi laver et indirekte bevis. Vi antager altsa, @£ p og skal sa bevise, at denne antagelse farer til
en modstrid.

Da p er et undertal for Vm(f), giver forudseetnindg@h+ p os, at p < f(t) (overvej!).
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Vi seettere :f(t)T—p, dvs.€ er den halve afstand mellem p og f(t). Og vi la@é(t)) veere den

omegn om f(t), der har radias

Vi ser hermed specielt (overvej!), at det om adlleytl] w(f(t)) geelder, aty > p ¢.
Der er nu to muligheder:

1) ter etindre punkt ja;b]

2) teretendepunkt, dvs.t=aellert=Db.

Vi ser fgrst pa mulighed 1):
Da f er kontinuert i t, findes der en omeg(t) om t, sa der geelder, at: [kw(t) = f(x) O wXf(t))
og dermed, at:

xOwt) =f(x)>p+e
Da intervalrusen fastlaegger t, findes der éfl i, hvorefter der gaelder, atd w(t), nar n= m.
Specielt ser vi hermed, akJJ,, = f(X)> p+¢, eller anderledes formuleret:

OxOJ,: f(X)>p+e

Men dette betyder, at peter et undertal for (), og dac > 0O, er p +€ > p, hvormed p ikke er det
stgrste undertal for fg), hvilket er i strid med egenskaberne ved intenssn.
Antagelsen om, at f(t} p kan altsa ikke veere rigtig, hvormed det gnsledeevist.

Ved mulighed 2), hvor t er et af endepunkterneirftervallet[a;b|, opnds en modstrid p4 samme

made, idet vi benytter at f er kontinuert fra hgjeehhv. fra venstre i b.
Detaljerne overlades til den interesserede lzeser kan finde inspiration hertil i dels arbejdet med
mulighed 1), dels i slutningen af beviset for saairh.4.2.

Hermed er seetning A.4.3 bevis.
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Appendix 5. Lokale og globale extrema.

Lad os betragte funktionen f, hvis graf ses pafdégende figur A.5.1.

&
al
3..—
24
N
-
h g e Ty 5 F 5 6 7

Fig. A.5.1

Af denne figur ses, at hvis vi er "i neerheden & sa vil f(-2) veere den starste funktionsvaerdi.
Hvis vi f.eks. betragter intervalleix—2) = ] -2,5- 1,5[ (som er en omegn om —2), sa vil der geel-

de, at f(-2) f(x) for alle x[J wx(—2). Vi vil derfor sige, at der er lokalt maximum2.

Til beskrivelse af sddanne situationer giver vgéaide definition:

Definition A.5.1.
Lad f veere en given funktion, og lag X Dm(f).

flxo——2
. . ° I
Hvis der findes en omegn(x,) om X, sa /E\/

f0e) = f(x) for alle x[J w(Xs) N Dm(F) /| i
sa siger vi, at f har lokalt maximuinx. - i,a >
B - Fig. A.5.2
lokalt maximum 1 xg
F 3
Hvis der findes en omegn(X,) om %, sa /\/
f(g) < f(x) for alle xO w(xg) n DmM(f) /] IE
sa siger vi, at f har lokalt minimuix,. — : |\ +—>
L Fig. A.5.3
lokalt minimum 1 xg

Som en feelles betegnelse for ordene maximum ogymimi anvendes ordet extremum, hvorfor i i
de ovenstaende situationer kan anvende beteghaiad: extremum
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Bemeerk sprogbrugen i forbindelse med extrema oge@iogsa ved lokale exktrema:

» Det lokale extremum antages. (extremums-sted
* Det lokale extremum d(x,) (extremums-vaeryli

Bemaerk, at vi i definitionen af lokalt extremum ke at x(I «(X,) N Dm(f). At Dm(f) medtages
har normalt kun betydning, nar den omegn, der eksistere omkringox ikke "kan vaere” indenfor
Dm(f), hvilket f.eks. vil ske, hvisyer et intervalendepunkt i definitionsmaengden.

Pa ovenstaende figur A.5.1 er der saledes lokalimim i 7, idet vi f.eks. kan betragte omegnen

w(7) = | 6;8[, hvorom der geelder, at for allekuw(7) n Dm(f), dvs. for alle X0 | 6;7] har vi, at
1(7) < f(x).

Bemeerk, at hvis en funktion f har en stgrstevastdin@ximum), som antages i et punktsa har
funktionen ogsa lokalihaximum i %. (Dette skyldes, at hvis fgk= f(x) for alle xOO Dm(f), sa
geelder dette specielt for alldkw(x,) N Dm(f) uanset hvilken omegi(x,) om X, vi betragter).
Da en funktion kan have mange forskellige lokaleima, kaldes stgrsteveerdien ofte for globalt

maximum.Funktionen pa figur A.5.1 har altsa globalt maxrim'u%, (og det globale maximum er 4).
Tilsvarende ser vi, at hvis en funktion har en rstedaerdi (et minimum), som antages i et pugkt x

sa har funktionen ogsa lokalt minimum,i Mindsteveerdien kaldes ofte for globalt minimum
Funktionen pa figur A.5.1 har altsa globalt minimui (og det globale minimum er (ca.) 0,2).

Eksempel A.5.2.
Funktionen pa figur A.5.1 har falgende lokale extag(extremumssteder):

Lokalt minimum i =3 Lokalt maximum i =2
Lokalt minimum i—% Lokalt maximum i%
Lokalt minimum i 4 Lokalt minimum i 7

Funktionen har ikkéokalt maximum i 5, idet f(5) = 3, og f antagenksionsveerdier stgrre end 3
uanset hvilken omegn om 5, vi betragter. (Dissadi@antages "lige til hgjre” for 5).»

@velse A.5.3.
Angiv samtlige lokale extremumsteder og tilh
s y TeRy: :';:::::1_'.::I 3L BT AR EE AR AR IR BTT AT

Fig. A.5.4

Har funktionen et globalt maximum ? Har funktioregrglobalt minimum ? »
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Appendix 6. Differentiation af specialfunktioner.

Differentiation af trigonometriske funktioner.

Nar vi ser pa differentiation af trigonometriskaktioner, skal de variable veere reelle tal.

Det betyder bl.a., at i problemstillinger, hvodér anvendes differentiation af de trigopnometriske
funktioner, angives eventuelle vinkler som reedle dvs. i radianer !! (S& kan man altid, hvis elet
relevant og gnskes, omregne det endelige resiliggader).

Seetning A.6.1.

Funktionerne sin og cos er differentiable ove@itder geelder:

sin'(x,) = cosx, 0g cos(x,) = —sinx,

Eksempel A.6.2.
Vi vil bestemme differentialkvotienteg’ (Xpr funktionen: g(x) =cos” x [$in2 x
Ud fra reglen om differentiation af et produkt fér

g'(x) = (cos x)' [3in2x + cos” x [{sin2x)’

Funktionencos’ xer sammensat af funktionerné &g cosx. Vi far dermed:
(cos’ x)' = 2cosx [{cosx)' = 2cosx [{—sinx)
Funktionensin2x er sammensat af funktionersen og 2x. Dette giver os:
(sin2x)" = cos2x [(2x)" = cos2x [2
Ved hjeelp af omregningsformlerne fein2 ogcos2 x, ser vi alt i alt, at
g'(x) = -2cosx $inx $in2x + cos? x [2 [£0s2X
= — 2cosx [Binx [2cosx [Binx + cos” x [2 [{L— 2sin? X)
= - 4co x [3in® x + cos® x [{2 - 4sin® X)
= cos’ x [{-4sin® x + 2 - 4sin® X)
= cos’ x (2 -8sin? Xx)

Resultatet er altsd:g’ (@ cos’ x[{2-8sinx) ¥

Dvelse A.6.3.

Find differentialkvotienten af falgende funktioner:

a) f(x) = cos@x+7) b) f(x) = x° 3in x o) f(x) = 2COSX +sinx
sinx +3
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Vedrgrende differentiation af tangens geelder digefale ssetning:

Seaetning A.6.4.

Funktionen tangens er differentiabel, og der geelder

1 n
, X, E#—+plty pOZz
cos’ X, ° 2

tan'(x,) = 1+tan®x, =

Pvelse A.6.5.
Bevis saetning A.6.4 ud fra definitionen af tangegw.hj.a. differentiationsreglen for bragkew.

PDvelse A.6.6.

Find differentialkvotienterne af fglgende funktione

a) f(x) = tan’ X b) f(x) = cos@x) [tan x eesrsine
arx

Differentiation af logaritmefunktioner.

Seetning A.6.7.

1) Enhver logaritmefunktion er differentiabel

2) Den naturlige logaritmefunktion In opfyldedn’(x) = 1
X

3) En vilkarlig logaritmefunktion med grundtal ¢ opdgr: log'(x) = Ii
nc X

Sammenhaengen mellem In ogdeg givet ved: log, (X) = Ii (n x.
nc

Da In(2) =0,69315 og In(10) = 2,30259 ser vinded, at:
1 E—l11 _ 144270

0,69315 x X

log'(x) =
og

1 [—11i _ 043429

log'(x) =
g(x) 2,30259 x X

Eksempel A.6.8.

2x+ 3¢ 2+ 3x
x2+x3 X+X?2

1
x% +x3

Hvis f(x) = In(¢ +x°), sder f(x) = qx? +x%)" =
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Differentiation af eksponentialfunktioner.

Seetning A.6.9.
Funktionerne &, & og &* er differentiable, og der gaelder falgende regler:
1) (&) = & 2) ) = Ina& 3) (&) = k@~

Eksempel A.6.10.
Vi vil finde differentialkvotienterne af funktionee:

a) f(x) = m* — g2 b) g(x) :e—x2 ¢) hx) :3x+\/§

Ad a): Ifglge saetning A.6.9 2) og simple regler for diéfatiation far vi:
f'(x) = 2Ih44d" — 5Ih22* = 2,7726" — 3,465

Ad b): Da g er sammensat af funktionerne? -eg & ser vi ifglge reglen for differentiation af
sammensatte funktioner samt seetning A.6.9 1), at:

g) = e ) = eX [-2x) = 2%

Ad c): Da h er sammensat af funktionerne: x/x og 3 servi pA samme made som i b), og ifal-
ge seetning A.6.9 2), at

' _ +V/x 1
h(x) = In30B* EEH—] v
2Jx
@velse A.6.11.
Bestem differentialkvotienten af fglgende funktiane
a) f(x) = 8x8" b) g(x) = 3+x° c) h(x) = 3,6 v

Differentiation af eksponentielle veekstfunktioner.

Da forskellen pa en eksponentialfunktion og en ekseptiel vaekstfunktion er en positiv konstant,
ses direkte af seetning A.6.9, at der geelder falkgseetning:

Seetning A.6.12.

De eksponentielle veekstfunktioner@b, bia og e er differentiable, og der geelder fglgend
regler:

[1°)

1) (bﬁx)' = ph&* 2) (bﬁ()' = plhag 3) (hﬁkx)' - UR@kX
Pvelse A.6.13.
Bestem differentialkvotienten for hver af fglgerfdektioner:
a) fy) = 21@,6" b) g(x) = 0B~ c) h(p) = 42,3 v
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| forlaengelse af saetning A.6.12 og gvelse A.6.18dekes, at hvis f er en eksponentiel veekstfunk-
tion givet pa formen: f(x) =B, s& er f(x) = bRE* = kif(x). Funktionen f opfylder alts4, at
dens differentialkvotient er lig med en konstamggmfunktionen selv. Dette geelder i gvrigt kun for
funktioner af typen B , idet der geelder fglgende szetning:

Seetning A.6.14.

Hvis en funktion f opfylder, at: '{x) = k(f(x) for alle x i et interval I, hvor k er en gim konstant,
s& findes der en anden konstant b, s& funktiorsféien for f er givet ved: f(x) =b&* , x O 1.

@velse A.6.15.
Om en differentiabel funktion f oplyses, &t(x) = —%f(x) og f(3) = 100.

Bestem en funktionsforskrift for f.»

Betingelsen: f(x) = kif(x), som ogsa kan anfgres saledA§(x) = k{(x)[Ax , narAx = 0, siger, at
funktionens veeksthastighed er proportional medadémelle funktionsvaerdi. Og det er forbavsende
ofte, at denne betingelse (tilnaermelsesvist) kgessat veere opfyldt. (Interesserede laesere henvises
bl.a. til bogen "Matematik for Gymnasiet. Logaritmeksponential- og potensfunktioner — og ma-
tematiske modeller”).

Differentiation af potensfunktioner oq potentielleveekstfunktioner.

Saetning A.6.16.

En vilkarlig potensfunktion xog en vilkarlig potentiel vaekstfunktionxb er differentiable, og
der geelder, at:

(){)I — ﬂr_l og Rbl — UI'&I’—].

@velse A.6.17.
Bestem differentialkvotienten for hver af fglgerfdaektioner:
a) f(x) = 1>’ b) g(x) = %° ¢) h(x) =31+ x>* d) jx)= (B *
@velse A.6.18.

1
a) Visv.hj.a. omskrivningen:\/; =x2,x>0, at (\/;)' -1

2Jx
° ¥x

b) Visv.hj.a. omskrivningen:Q/; =xn, x>0, at (Q/;)’ =— v
nx
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Opgavesamling.

Kapitel 4.

4.1. Find differentialkvotienten af funktionen g&) 2x3 — 6x° + 5x+ 11 i punktet 4 p& samme
made som i eksempel 4.10.

4.2. Pafiguren ses grafen for en funktion f. {:
Bestem v.hj.a. figuren en ligning for
den tangent til grafen, som har haeld-

- - - _ 3
ningskoefficienten—3

4.3. Pafiguren ses grafen for en funktion
g, samt to tangentdy og t, til gra-
fen.

Bestem v.hj.a. figuren ligningerne for
disse tangenter.

4.4. Grafen for funktionen f(x) =har to tangenter, som gar igennem punktet (1, —3).
Tegn en skitse, som viser dette.
Find de to tangenters rgringspunkter pa grafermpsiriv ligningerne for tangenterne.
(Vejledning:Opstil en passende andengradsligning pa baggifushehagivne information)

Kapitel 5.

5.1. Bestent'(1) for hver af falgende funktioner:
a) f(x) =5x-2 b) f(x)= 3 c) f(x) = ;—5x+3
d) f(x) = 2/x-5x%+7 €) f(x) = 2¥x -5x° +19 f) f(x) = —3x72 +2x°
g) f(x)= 4%+ 11 h) f(x) :2x5—3x2+§ i) f(x) = x°-x8
j) )= x"+x77 k) f(x)=-1x>+1x%+x l) f(x) = 32+§—7
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5.2. a) Bestem en ligning for tangenten i punitef(1)) for hver af funktionerne i opgave 5.1 d)

h), ) og k).
b) Bestem en ligning for tangenten i punktet (4))ffor hver af funktionerne i opgave 5.1 c),

f) og k)

5.3. Bestem differentialkvotienten for funktionen(x) = ax* + bx®+ cx? ,
hvor a, b og c er givne konstanter.

5.4. Bestemf'(3) og f"(3) for hver af falgende funktioner:
a) f(x)= 4x +1 b) f(x) =2x%-3x+9
c) f(x) = x*+x3+x%+x+1  d) f(x)= -x3+2x2+6

5.5. Betragt funktionen f(x) £x°+1x*-6x-1
a) Bestem ligningerne for de tangenter, der er pdnalézl 1.aksen.
b) Bestem ligningerne for de tangenter, der er pdlialieed linien: y =—%x +8
c) Tegn grafen for fi et koordinatsystem, og indtegnomtalte tangenter.

5.6. Betragt funktionen f givet ved forskriftef(x) = x®-x*-2x+9

Grafen for funktionen f skeerer fgrsteaksen i erkesglunkter, og det skeeringspunkt med
stgrst 1.koordinat kaldes P.

Bestem en ligning for tangenten til grafen forplinktet P

(Vejledning: Las relevante ligninger v.hj.a et B&-program).

5.7. Bestem differentialkvotienterne af fglgendektiioner:

8) X1 -10x1+ 134+ € ) ol oxEk @) xex-
e) (2)(7 +5)|:(—3X2 +2) ) &mzx_a 9) 253 — X\/; h) XZX_3

5.8. Las ligningerf'(x) = 0 for hver af funktionerne:

a) f(x) = 2x+%3 b) f(x) = 5X° + x® —12x 0) f(x) = VX x%-12)

5.9. Bestemg'(1), g'(3) og g'(17) for funktionen: g(x) =(x?+4){Vx - 2)+ 3x’

5.10. Tegn grafen for funktionen g(x)—%x& (f.eks. v.hj.a. et graftegningsprogram).

Bestem ligningerne for tangenterne i punkterngy(d) og (4, g(4))
Indtegn disse tangenter ved grafen, og kommeagéitatet.

5.11. Betragt funktionen: f(x) 5x° + x> -12x
a) Bestem ligningen for tangenten til grafen for Linitet P = (1, f(1)).
b) Grafen for f har en anden tangent, som ogsa ganaa P. Bestem ragringspunktet for
denne tangent.
(Vejledning: Tegn en skitse, der viser situation@pstil en ligning v.hj.a. det generelle
udtryk for tangentligningen. Den fremkomne lignikan lgses med et PC-cas-program).
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5.12. Tegn grafen for funktionen h(x)—=22X—4 (f.eks. v.hj.a. et graftegningsprogram).
X —

Bestem heaeldningskoefficienterne for tangentemankterne (3,%), (0,0) og (-4-2)
Indtegn disse tangenter ved grafen, og kommeagéitatet.

5.13. Bestentf'(x) for hver af fglgende funktioner:

_ x2+3 _x+5 _ JXx+5
a) f(x) = v b) f(x)_x+6 c) f(x) = X6
B2 X _ 8 _2X+A/X
D00 = S e SR BN O |

Sammensatte og omvendte funktioner:

5.14. Pa figuren ses graferne for to funktionel

fogg.

Bestem v.hj.a. figuren en veerdi for
(9-f)'(®)

Bestem en ligning for tangenten til gra-
fen for gof i punktet (1,(go f)(2)).

5.15. Find differentialkvotienterne af falgendaktioner:

4
1 1
a) | —+2 b) V12— c) J(Ax+1)° d —
)(X j ) ) /(gx+1) )X il
5.16. Bestem den afledede funktiongéf , idet f(x) =Jx ,x>0 ogg'(x) = %X , X210
X

5.17. Bestem det approximerende fgrstegradspolymorfor funktionen f i tallet 2, idet

fx)= Vx®-4

5.18. Find ligningerne for tangenterne i punkte(@ef(2)) og (-1, f(-1)), idet f(x) =y16- x?
Tegn grafen for f, og indtegn de fundne tangemtemmentér resultatet.

5.19. Bestem differentialkvotienten af fglgendekfioner:

g(x) = (x’ +2x*)'8 h(x) = Vx 73 +x 72 Bx* j(x) =
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5.20. Bestent'(2) for hver af falgende funktioner:
a) f(x) = (x?-2x+2)° b) f(x) = (8x—11) c) f(x) = (x++/x)™*

d) f(x) = 3x% + 4x e) f(x)= ‘/4—% f) f(x) = VxZ+/x+1
g) f(x) = (-3x%+8)° R 4x%+ 2 h) f(x) = x2Q/x2+(x*-4)’

: _ 1 . _ 2x '
) 109= 55— ) () = (X3+ 2)

5.21. Find den anden afledede af hver af funktiomé& opgave 10 a), b) og c), og i opgave 22 aj)og

5.22. Find feglgende differentialkvotienter udemnst at finde en funktionsforskrifor f71 (men
naturligvis skalf 1 (Yo) bestemmes for at kunne finde svaret):
a) (F(y,) .idet f(x)=X+x, x<-1 ogy=0
b) (F™)(y,) ,idet f(x)=X+2 ogy=8

5.23. Betragt funktionen y = f(x) givet ved:
y= 2X , X>-5
X+5

Det oplyses, at f er voksende.
Bestem en forskrift fof ™
Bestem en forskrift for funktionergf ™ ' )

— dels ved direkte at differentiere funktiorfen

— dels ved at anvende formlen {67* ' fra saetning 5.22.
Reducér mest muligt og konstater, at de to udttidebens.

5.24. Som foregdende opgave, men nu med den wasenktion: f(x) =vx?+3 , x=0

Kapitel 6.

6.1. Bestem veerdimeaengden for hver af funktionerne:
g(x) =2vx[(3- ¥*) , xO[ 0;5]
h(x) = 2x*-3x*-4x+5 , x0[- 2,4

6.2. Se pa funktionen fi opgave 1. Angiv detsttemulige interval, hvof'(x) >0
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6.3. Figuren viser graferne for to funktioner
g(x) og h(x).
Der geelder enten, at:
g'(x) = h(x) eller h'(x) = g(x)

Argumentér for, hvilken af de to mu-

ligheder, der er korrekt. /\

6.4. Bestem i hvert af fglgende tilfeelde, hvillerfunktionerneg,;, g, og g5, der kan teenkes at
veere den afledede funktion af f :

\ A A
/—\f /f
Ty J -

\
\_/91
92

- C

\ y

\/ B
‘\’ / \QL
g

a 7 L
3

a) b) c)

6.5. a) Tegn grafen for en funktion g, der hagémide fortegnsvariation fay :
X -3 1 4

gx) - - -0+ + +++0++ ++ 0 - - -

v

b) Tegn grafen for en funktion g, der har den i pktwiate fortegnsvariation, og som
desuden opfylder, at g(-5) =3 og g(6) = -8
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6.6. En differentiabel funktion f er definerettérvallet] - 4,5;6[

Pa nedenstaende figur ses grafen for den afléfdeéton f'.
Bestem monotoniforhold og lokale extrema for f.

-~

6.7. Bestem monotoniforhold og lokale extremahfeer af funktionerne, og skitsér graferne:

a) f(x) = 2x2 —x+7 b) f(x) =3x®-8x2+1 c) f(x) = 8J/x-x2
d) 1= 5= ) (9 =2+ ) fx) = 4x°B=x
X
_ 4x+3 _X+2
g) f(x) = i1 h) f(X)—X2 1

6.8. Bestem monotoniforhold samt eventuelle loleatieema for funktionerne:
fix) = =21 g(x) = 25¢ - 52+ 2x+ 12 h(x) = —5x5 + 200 + 7

Jx

5

6.9. Argumentér for, at funktionen: h(x) £2x 7 ervoksende.
+ X

6.10. Bevis, at et andengradspolynomium g(@x%+ bx+ ¢ har et globalt minimum, hvis a > 0,
og et globalt maximum, hvis a <0,

. . : b
samt at dette extremum i begge tilfeelde antagesktet: x :—2—
a

6.11. Bevis, at funktionen: g(x) 8x—+/x+3 , Xx=-2 har en omvendt funktion.
(Vejledning: Vis v.hj.a. differentialregning, ateg voksende).

6.12. Betragt funktionen f givet ved forskriftef(x) = x> —3x® - 9x+ a, hvor a er et givet reelt tal.
a) Bestem de veerdier af a, for hvilke grafenf foar netop to skaeringspunkter med 1.aksen.
b) Bestem de veerdier af a, for hvilke grafen fbaf netop tre skeeringspunkter med 1.aksen.
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6.13. @) Bevis, at funktionen g(x)x® -1x?-2x+2 har ét og kun ét nulpunkt.

b) For hvilke vaerdier af tallet a har funktioneg(x) = x> —%xz —-2x+a tre nulpunkter ?

6.14. Funktionen g er givet ved forskriften: )gexx* +4x> —18x? + 20x+ 17
a) Bestem monotoniforholdene for g
b) Bestem 1.koordinaterne til de punkter, hvagenterne til grafen for g har haeldningen 7.
(Vejledning: Anvend PC-cas-program til lgsninglafrelevante ligninger).

6.15. a) Bestem monotoniforhold og lokale ekstrdar funktionen: f(x) =3x? +1+8
X

b) Skitsér grafen for f

c) Bestem vaerdimaengden for funktionen: g(xpx* +1+8 , XDH;SJ
X

6.16. Betragt funktionen: m(p) §/3p” +1

a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for punktet (4, m(4)).
b) Bestem monotoniforhold og eventuelle lokale extréonam.

6.17. Betragt funktionen g(t) M+3 , tO[-5:5].

t2+1
a) Bestem monotoniforholdene for g
b) Bestem Vm(g).

6.18. a) Bestem monotoniforhold for funktionef(x) = 3x*(2- x)°
b) Bestem starstevaerdien og mindstevaerdien fdtimen: g(x) =3x*(2- x)° , xD[ 0;2]

6.19. Betragt funktionen q(s) 2 +20 ss0
S
Argumentér for, at g har et minimum, og bestemdieeraf dette minimum.

6.20. Pa figuren ses grafen for funktionen
g(x) = V6-X
Punkterne O, P og Q givet ved:

0 =(0,0), P=(x,0) og Q =(x, g(x))
danner en retvinklet trekant.

v

a) Bestem et udtryk for arealet A(x) ADPQ, nar0 < x < 6
b) Bestem den veerdi af]] 0;6[, der giver det starst mulige areal®PQ.

(Husk at argumentere for, at der ér tale om et mari).
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6.21. En "klassisk” problemstilling/opgave garpdlat "bevaege sig” fra et punkt til et andet, hvor
der undervejs skiftes vilkar for "bevaegelsen” —umgler disse vilkar finde den hurtigste, den
billigste osv. vej.

Det kan f.eks. dreje sig om, at en person skal kerfirmA til B, hvor B ligger pa den anden
side af en flod, medens A ligger et stykke fra @bd- og personen kan bevaege sig med to
forskellige hastigheder i de to omrader, eller abman skal bygge en vej fra A til B, og un-
dervejs skiftes der terraen, sa prisen pr. metesevejres, osv.

Vi vil her se pa den farstnaevnte situation.

Tarzan (T) star et stykke fra floden og ser, aeJd), der befinder sig pa den anden side af
floden, er i fare — og som den helt han er, vil pame hurtigst muligt over at hjeelpe Jane.
Pa land kan Tarzan lgbe med en hastighed pa 8 prekund, og i floden kan han svgmme
med en hastighed pa 2 meter pr. sekund. | gvrigeede pa figuren angivne afstande. Punk-
tet Q ligger vinkelret pa den modsatte side afdlodfht. Tarzans startposition, og afstanden
mellem Q og Jane er 1000 m.

Tarzan lgber hen til punktet P, og svemmer henex til Jane.

Flod

Spargsmalene er nu:

Hvor skal P placeres, for at Tarzan hurtigst mkeyt komme over til Jane, og hvor hurtigt er
han fremme ?

Svarene pa disse spgrgsmal kan findes ved at padmtgende:

a) Udtryk afstanden¢TP| og|PJ| ved den variable x (se figuren).
b) Bestem udtryk ved x den samlede tid t(x), som Tratrager.

(Vejledning: | en beveegelse med hastigheden v gadktev :ﬁ—ts, hvorAs er straeknin-

gen ogAt er den tilsvarende tid, der anvendes. Og herafifaAt :%. Man finder altsa
tiden i beveegelsen ved at dividere straekningenhmstigheden).
c) Bestem ved differentiation den veerdi af x, der goken korteste tid.

(Vejledning: Anvend et PC-cas-veerktgj ved Igsnihgekevante ligninger mm.)
d) Hvor skal P placeres ? Og hvor kurtigt kommer Taraeer til Jane ?

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Greenseyéadtinuitet og differentiabilitet”.



- 159 -

Kapitel 7.

7.1

7.2.

7.3.

7.4,

7.5.

7.6.

Bestem — ved numerisk differentiation — efiétialkvotienten af f(x) =/X i X, = 5.
(Anvend f.eksAx = 0,01).
Sammenlign resultatet mdd5) bestemt v.hj.a. eksempel 4.7.

Bestent'(2) v.hj.a. formlen for numerisk differentiation (ameef.eks Ax = 0,02), idet
a) f(x)= X b) f(x) = 22 X c) f(x) = ¥5x-1
X“+2
Et starre bryggeri har anskaffet en effefititkeringsmaskine. Maskinen renggres én gang i

dggnet, og umiddelbart efter at den startes igem,den filtrere 200 liter pr. minut. Denne ha-
stighed forgges gradsvist under maskinens kgrsebagner sig efterhanden til 500 liter pr.
minut i den optimale driftssituation.

Fra maskinens avancerede elektronik overfgres Bveninut den aktuelle gjeblikkelige fil-
treringshastighed F(t) til bryggeriets edb-anlaaden nedenstaende tabel ses disse filtrerings-
hastigheder fra de fgrste 100 minutter efter atkkmas er startet. (F(t) angives i liter pr. mi-
nut og t i minutter).

T 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

F(t) | 200,0| 214,6| 228,5| 241,8| 254,4| 266,4| 277,8| 288,6| 298,9| 308,7| 318,0

T 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

F(t) | 326,9| 3354 3434 3510 358{3 3652 371,8 378,0 ,0384389,6

a) Tegn grafen for F(t)ID[O;lOO] (Stor tegning — og anvend mm-papir eller ligresnd
b) BestemF (40) ved grafisk differentiation.
c) BestemF (40) ved numerisk differentiation.

d) Sammenlign og kommentér resultaterne fra b))og
e) Lgs samme opgave som i b), ¢) og d), men rii FE70)

Betragt fglgende funktionsforskrifter:
a) p=43rﬁ+5—§ +18 b) z:M c) t(x) =x*3/2x*+4
m y\/y

Bestem fglgende:

dp dp dz dz dt dt
a)— og —(1 b)— og —(9 c)— og —(O6
)dm gdm() )dy gdy() )dx gdx()
Vis, at funktionen g(x) x%Jx +4x er differentiabel fra hgjre i 0, og finid (0) .

Angiv en ligning for den fremadrettede halvtangepunktet (0, g(0)).

Bestem krumningsforholdene for funktionengaye 6.15 a) — og anvend dette ved tegning
af grafen.
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7.7. Bestem monotoniforhold, lokale extrema, krumgsforhold og vendetangenter — og tegn gra-
fen — for hver af fglgende funktioner:

a) f(x)= x3-12x+1
b) g(x) = x3-3x%+3x+2
c) h(x)= -1x*+3x*+3

d) j(x) = ix®+x?+2x+1

Stamfunktioner

7.8. a) Bestem den stamfunktion til f(x)}T—x“, der har funktionsveerdien 8 i tallet 2.

b) Bestem den stamfunktion til g(x) 2Jx , hvis graf gar igennem punktet (9,2)

7.9. Bestem en stamfunktion til hver af funktiomer
a) ft)= 1t b) g(p) = -2p + 300 c) h(y) 5y° -3y*

7.10. Om en funktion f er givet, at:
f'(x) = x>-2x? , xOR og f(1)=2
Bestem en funktionsforskrift for f.

7.11. Betragt funktionen g(x) 2x3 +11¢ - 4
Bestem den stamfunktion til g, hvis graf gar igemmpunktet (2,58).

7.12. Udregn fglgende integraler:
2
a) jsdx b) j (x*=31x+17)dx  ¢) j%x d) j (3x 72 +5/x - 3% )dx
X

Kapitel 8.

8.1. Argumentér for, at det om funktionen f(x)—%zx +i geelder, at: f(x)» o for x - O+

N

8.2. Lad funktionerne f og g veere givet ved:

X -5 og 90) = 6x° +10x— 4
(x +5)? 3x%+2x-1
a) Undersgg f(x) forx - -5+ og X —» -5-

b) Undersgg g(x) forx _>%+ , X _>%—, X -1+, X - -1-0g X » -2+

f(x) =

8.3. Bestem monotoniforhold og veerdimaengde for funktone
6x% +10x- 4

= -2 -11 i
g(x) e , xO[-2:1] \{ 1,3} (jfr. opgave 8.2)
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8.4. Undersgg falgende funktioner f(x) for x gaende nvoolg mod -o:
a) f(x) = 2x* —5x° - 800X — 12000%
b) f(x) = x>+x+1
c) f(x) = (=7x®+8x’ —15)A2x+ 4¢— 8x+ 17

8.5. Undersgg falgende funktioner f(x) for x gaende nvoolg mod -o:

2x% - 3x+1
a) fx) = —————
) 1) 3x%-2x+1
5 U4 ,,3 .2
X" =X"+X"=-X“+x-1
b) f(x) = 3 >
X“+X“+X+1
12 4 _
0) f(x) = X“+12X"—-3x+ 12

x3-13x*+ 25

8.6. Bestem monotoniforhold og veerdimaengde for funktone
h(x) = xJx -x% , x=0.
(Vejledning: Bemaerk, ax/x —x? = x\/;(l—\/;). Benyt dette til at undersgge hvad der
sker med f(x), nar x gar mod uendelig).

8.7. Bestem veerdimeaengderne for hver af ffalgende funétion
1y+3 X2 +4x -2 X +X =2

a) f(x)= ——— b) f(X) = —5—— c) f(x) =

X2 +X -2 x% +1 -2x2 +x-1

8.8. Angiv ligningerne for samtlige asymptoter til ned&ende funktioners grafer:

2x2+3x-1 X x3 +3x
a) f(x) = ———— b) gX) = —— c) h(x) =—
) f(x) 12 ) 9(x) X1 ) h(x) = P
(Vejledning til f(x): Vis ved polynomiers divisiorat forskriften for f kan omskrives til:
13
f(x) = -2x-7+ :
x) —)

8.9. Angiv definitionsmaengde, asymptoter og moniédomold, samt tegn grafen, for hver af fal-
gende funktioner:

a) 1) = x_—+34 b) T6) = 14f 5x ¢ 16 = —4;4+9 ) 1) = XZ):X

8.9. Undersgg funktionen: f(x) -%x +i (jfr. opgave 8.1) og dens graf mht. definitionsmgee

Jx

de, monotoniforhold, asymptoter og veerdimaengden Degefter grafen for f.

8.10. Lad funktionen f veere givet ved: f(x) 2x+l4x2 . Undersgg funktionen og dens graf med

hensyn til definitionsmaengde, nulpunkter og fortegonotoniforhold og asymptoter.
Tegn grafen for f og kommentér resultatet.
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Kapitel 9.

Geometrisk optimering

9.1.

9.2.

9.3.

En maskinfabrikant far en masse trekantede

metalplader i overskud fra produktionen af

maskinerne.

Fabrikanten har imidlertid mulighed for at af-

seette rektangulaere plader til en anden virk-

somhed, hvorfor jan lader sadanne plader ud:

skeere af de trekantede overskudsplader (se 1

guren).

a) Vis, at arealet a(x) af de rektanguleere
plader som funktion af den ene sides
leengde x er givet ved:

a(x) =2k [Eg (70— x)j

b) Find det starst mulige areal, som pa denne madedskeeres af pladerne.
c) Find sideleengderne i det stagrst mulige rektangel.

/,. y - ..;.-),,f-’ s ’; ’/,f
ol i 1
VI / A’/ R

Den rektangulere plade

En 1 m lang og 40 cm bred rektanguleer rustfitplade skal bukkes, sa der dannes en kasse
uden endeflader (se figuren). (Endefladerne fabeikear tree og udelades af betragtningerne
her).

100 cm

X

40 cm f40—2x J Jx
r ¥ IAO—?.J:

a) b)

Bestem den hgjde af kassen, som ggr rumfangst statigt.
(Vejledning: Opstil en funktion R(x) for rumfangstm funktion af kassens hgjde x.
Se figuren).

En designer har i et funktionelt design freltestet smykkeskrin, der har form som en kasse
med lag. Bund, sider og lag er fremstillet af hsiee materialer for at give en seerlig visuel
effekt.

Prisen for bunden er 0,10 kr. pr. Grfor siderne 0,40 kr. pr. chog for 18get 0,50 kr. pr. ¢m
Nar smykkeskrinet skal produceres i starre antal hemblik pa salg, har den producerende
virksom vurderet, at de samlede omkostninger tilemalerne skal veere 200 kr.

a) Opstil et udtryk (en ligning), der beskriver omkaagerne ved det samlede materiale ud-
trykt ved kassens leengde, bredde og hgjde. (Tegkitse, der illustrerer situationen).

Af forskellige arsager er virksomheden og designéievet enige om, at bunden skal veere
kvadratisk, dvs. leengde og bredde skal veere ensx bategne denne feelles leengde og bred-
de.

b) Benyt ligningen i a) til at finde hgjden h udtrylad x. (fortseettes)
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c) Opstil et udtryk for smykkeskrinets rumfang R(xjrstunktion af x, og bestem den veerdi
af x, som giver det stgrste rumfang.
d) Angive leengde, bredde, hgjde og rumfang for smyidkest med starst rumfang.

9.4. En kasse uden lag (jfr. figur 9.2 venstre ohgln se bort fra laengden 5 cm) skal opbygges, sa
den far et rumfang p& 200 émOm kassens leengde, bredde og hgjde oplyseskiimgé
nemlig at laengden og bredde skal designes i forfiidichanden, sa deres forhold svarer til
det sakaldte "gyldne snit”, dvs. laengden skal vie8&8 gange sa stor som bredden.

a) Bestem et udtryk for kassens overfladeareal sorktiinmaf bredden x.
b) Bestem den bredde, der giver det mindste overftadéa

9.5. Pa nedenstaende figurer ses en kegle (dinsethund” (b) og et snit af en keglehalvdel (c).
Rumfanget V af en kegle er givet ved formlen: \%wzh, hvor r er radius i bunden og h er
keglens hgjde (som vist pa figuren).

Keglens krumme overfladey®ar et overfladeareal givet efter formleni Ortrs, hvor s er
leengden af siden (se figuren).

h §

En given kegle kar et rumfang p& 5000°cm

a) Bestem hgjden h udtrykt ved radius r.

b) Bestem en formel for det samlede overfladearegl ofn funktion af radius r.
(Husk, at der bade er den krumme overflade og adeh af bunden).

c) Bestem den radius, der gar O(r) mindst mulig.
(Vejledning: Anvend et PC-cas-program til at lgsermk del af opgave).

Omkostningsmodeller.

9.6. Som omtalt i kapitel 9 (side 117) er der @itxktorer, der bevirker, at de variable enhedsom-
kostninger VU(q) aftager ved gget produktion, ogaeteandre faktorer der bevirker, at VU(q)
vokser ved gget produktion. Vi vil prgve at se narapa dette.

a) Overvej, at falgende faktorer kan fa VU til_at veked gget produktion, og prev at finde
eventuelle andre faktorer end de fglgende:
* gget produktion kan forgge spildprocenten for malrtil produktionen
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» gget produktion kan medfare gget slidtage pa mashén

* gget produktion kan medfgre anvendelse af ovemdsbejler skifteholdsbetaling

« gget produktion kan kraeve flere ansatte og maskeestidskiftningshastighed af per-
sonalet, hvilket resulterer i nedsat produktiviietansat (idet der bl.a. bliver behov
for en forgget opleering af de ansatte)

« hvis den virksomhed, der leverer ramateriale tiduktionen, dominerer markedet, sa
kan en gget produktion medfgre en forggelse afahdirisen, idet efterspgrgslen
forages

Modelteknisk kan sadanne faktorer indkalkuleresatddde VU veere givet ved en konstant
plus et led, der vokser med gget produktionsstargl
b) Bestem VC(q), hvis VU(q) = 28 + 0,0@pkr. pr. enhed,

og bestem TC(q), hvis det desuden er givet at FG0-0DO kr.

Tegn grafen for TC(q) , g[0; 12000

c) Overvej, at falgende faktorer kan fa VU til_at aftared gget produktion, og prav at finde
eventuelle andre faktorer end de fglgende:
« gget produktion kan give kvantumsrabatter ved ibdidaravarer
* gget produktion kan give rationalisering af prodohkén
* gget produktion kan give lavere klarggringsomkasger pr. produceret enhed (ved
skift fra produktion af en varetype til en andended samme produktionsapparat)
* gget produktion kan give lavere administrationsostkimger pr. produceret enhed

Modelteknisk kan sadanne faktorer indkalkuleresatddde VU veere givet ved en konstant
minus et led, der bliver numerisk stgrre med ggadyktionsstarrelse q.
d) Bestem VC(q), hvis VU(q) = 98 — 0,0@3 kr. pr. enhed,

og bestem TC(q), hvis det desuden er givet at FBO-0B0 kr.

Tegn grafen for TC(q) , g[0; 14000

Hvis vi analyserer de i opgave 9.6 beskrevea-a TC
ger til, at omkostningsfunktionerne VC og TC kan %
veere progressive hhv. degressive, sa ser vi, at de
degressive tendens typisk vil forekomme ved "la-
ve” produktionstal medens den progressive tendet
vil forekomme ved "hgje” produktionstal. (Dette
kan ogsa udtrykkes pa falgende made: VC og TC
vokser med aftagende styrke ved relativt sma pro-
duktionstal og med voksende styrke ved starre prc
duktionstal).

a) Argumenteér for, at en graf for TC, som daekker 4
et starre variationsomragtefinitionsmaengde),
dermed ma forventes at have et udseende i stil
med grafen pa figuren, hvor q er produktiomaiet.

b) Argumentér for, at en mulimodelfor TC(q) kan veere et voksende 3.gradspolynomium:

TC(q) = &+ b’ + g + d
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Men der ma stilles en reekke krav til koefficientem b, ¢ og d for at give en kurve som den
viste. Vi ser, at hvis TC(q) =@ + big® + dq + d , s& er d = TC(0) = FC (de faste omkostnin-

ger), hvormed vi ma have, at d > 0, samt at VC(g& + big® + cq .
2

c) Argumentér for, at der desuden skal geelde, atOa® <0 ogc= =

(Vejledning: Benyt, at TQ(q) = 0 for alle g, idet TC skal vaere voksende, sameatt fin-
des et positivtal g, (inflexionspunktet), hvor TC er degressiv for qsog TC er progressiv
for g > @. (Bemeerk at TC’s degressivitet og progressivitat ges ud fra fortegnet for TQg).

Et firma producerer en given vare, og hami fdebindelse arlige faste omkostninger pa
600.000 kr. Det oplyses desuden, at de totale omiaer Tomk(q) opfylder, at:
Tomk(1000) = 2.550.000, Tomk(200(.600.000 , Tomk(4000) = 5.400.000

a) Bestem en forskrift for et tredjegradspolynomium; kan bruges som model for Tomk(q)
svarende til de kendte omkostningsveerdier.
(Svaret skulle gerne blive: Tomk(g) = 0,00@5- 1,5G° + 3200g + 600.000).

b) Bestem monotoniforhold for Tomk og Tomkog gar rede for, at Tomk opfylder de for-
ventninger vi har til en omkostningsmodel af detype.

c) Vis, at koefficienterne i modellen opfylder kraveder omtales i opgave 9.8 c).

d) Bestem inflexionspunktet for Tomk

e) Tegn grafen for Tomk(q), g [0 ; 400Q - og kommentér resultatet.

Pa nedenstaende figurer er tegnet graferrte fotalomkostningsfunktioner for givne pro-
dukter:

miamaddIINE

Besvar for hver af disse omkostningsfunktionegéaide spargsmal:

a) Hvor stor er de faste omkostninger ?

b) Hvor stor er tilveeksten i omkostningerne, hvis pikitbnsstarrelsen aendres fra 3000 stk.
pr. maned til 4000 stk. pr. maned ?

c) Hvor store er graenseomkostningerne ved en produpfic?000 stk. pr. maned og ved
4000 stk. pr. maned ?

(fortsaettes)
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d) Ved hvilken produktionsstgrrelse er de gennemgaittiroduktionsomkostninger (dvs.
TC(g)/q) lig med 15 kr. pr. stk ?

e) Ved hvilken produktionsstgrrelse er de gennemgaittiroduktionsomkostninger pr. stk.
mindst, og hvor store er de da ?

Tilleegsspargsmal til grafen pa den hgijre del afrigu

f) Lav grafen om, sa den viser de variable omkostmiNgq).

g) Ved hvilken produktionsstgrrelsg @r de variable enhedsomkostninger VU(q) mindst, og
hvor store er de da ?

h) Hvor store er greenseomkostningerne vg@ gkommentér resultatet.

De variable enhedsomkostninger VU(q) er sartati s. 117 defineret som de samlede vari-
able omkostninger VC(q) divideret med produktiogssisen q.

a) Vis, at nar VU(q) har minimum, sa er VU(q) =o81k(q)
b) Giv en geometrisk fortolkning af pkt. a). (Hpgave 9.9 pkt. g) og h).

Profitmaksimering.

9.11.

9.12.

Ved produktionen af en vare i en virksomhedeesamlede variable omkostninger VC(x)
givet ved:

- 1 2
VC(x) = 23x+mx

hvor x er antal producerede vareenheder.
De totale omkostninger TC ved en produktion af 1&@0af varen er 50.000 kr.
Virksomheden kan regne med at afszette hele primthekt til en fast pris pa 85 kr. pr. stk.

a) Beregn den optimale produktionsstarrelse.
(Husk at argumentere for, at den fundne prodog&starrelse faktisk er optimal, dvs. giver
starst mulig profit/deekningsbidrag)
b) Beregn den tilsvarende profit.

For en virksomhed er der for en given varéreger sammenhang mellem prisen p og afseet-
ningen pr. uge d. Hvis prisen er 60 kr. pr. sth.esafsaetningen pr. uge 200 stk., og hvis pri-
sen er 90 kr. pr. stk., sa er afsaetningen pr. Ok

a) Find en funktionsforskrift for prisen p som kiion af afseetningen q pr. uge.

Det har vist sig, at de samlede variable omkoseniM{(q) ved produktion af den betragtede
vare er givet ved udtrykket:

VC(q) = 0,001¢ - 0,154 + 10
hvor g er det producerede antal vareenheder pr. ug

b) Angiv den produktionsstarrelse pr. uge, hveegseomkostningerne er mindst.
Det antages, at der Igbende kan seelges lige s&,megeder produceres, saledes at den af-
satte og den producerede meaengde vareenheder er ens.

c) Bestem den veerdi af g — og den hertil svaremde-pder giver maksimalt daekningsbidrag
(Husk at argumentere for, at detae om maximum).
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9.13. De samlede variable omkostninger VC ved ktvdn af en given vare er:
VC(x) = 0,000015% — 0,5k% + 190

hvor k er en positiv konstant, og hvor x er detqucerede antal af varen.
Det har vist sig, at greenseomkostningerne er mivetsen produktion pa 2000 stk.

a) Bestem veerdien af konstanten k.

Det har vist sig, at de totale omkostninger TC vegm®duktion pa 3000 stk. er 235.000 kr.
b) Bestem en funktionsforskrift for TC(x)

Alle varerne eksporteres til et stort udenlandskked, hvor de afseettes til en fast pris pa 90
kr. pr. stk.
Det antages, at der afsaettes lige sa meget, soprathiceres.

c) Bestem den optimale produktionsstarrelse.

9.14. Det har for en virksomhed vist sig, at afsageen g af en given vare afthaenger af prisen p pa
falgende made:

q(p) = 150.0000p% , pO[ 3;10]

a) Tegn grafen for q(p) — og kommentér resultatet, indeu rimeligheden af modellen.
b) Find en funktionsforskrift for prisen p som funkiiaf afsaetningen q.
c) Find en funktionsforskrift for omsaetningen som ftiolk af afseetningen q.

Virksomheden har erfaret, at omkostningerne vedydtion af 3000 stk. er 9000 kr. og ved
produktion af 2400 stk. er omkostningerne 750@lat antages, at der er en lineser sammen-
haeng mellem produktionsstagrrelsen og produktionsstningerne.

Det antages desuden, at der saelges lige sa megeties produceres, saledes at den afsatte
og den producerede maengde vareenheder g er ens.

d) Find en funktionsforskrift for profitten somrfigtion af g.
e) Bestem den veerdi af q — og den dertil svar@nide-, der giver maksimal profit.

9.15. En virksomhed kan regne med afsaetningsfurdtiom(p) = 50.000 — 5p, hvor p er prisen pr.
enhed af varen, og g er antallet af solgte varedesthe
Virksomhedens greenseomkostninger er givet ved:

Gromk(q) = 0,0000054 - 0,2¢ 81C

a) Bestem et udtryk for virksomhedens graense omiisgeGroms(q)

b) Bestem den optimale produktionsstarrelse,ddetntages, at der produceres lige sa
meget, som der afsaettes.
(Husk at argumentere for, at den fundne lager optimal).
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Stikordsreqgister, Symboloversigt.

acceleration 43
afheengige variable 114
afledede funktion 42, 74
afsluttet overfor regningsarter 120
afseetning 114, 116
afsaetningsfunktion 116
aftagende funktion 64
aksiom 124

alkvantor 3

alment udsagn 3

anden afledede 43, 44

approximation af differentialkvotient 73

approximation af funktionsveerdier 99

approximerende fgrstegradspolynomium 41

asymptoter 98 ff
asymptotiske forhold 90 ff

bagudrettet halvtangent 77
begreenset funktion 141
begreenset i et interval 141
begreenset talmaengde 141
bestillingsomkostninger 110
break-even punktet 119

degressiv funktion 79

degressiv omkostningsfunktion 118
deterministisk 108
differenskvotient 35
differentiabel 43

differentiabel fra hgjre 76
differentiabel fra venstre 77
differentiabel i et punkt 34
differentiabel i interval 78
differentiabilitet 31 ff
differentiabilitetsmaengde 43
differentialer 83 ff
differentialkvotient 31 ff, 34
differentialkvotient fra venstre 77
differentialkvotienten fra hgjre 76
differentiation af brgk 48

differentiation af omvendte funktioner 55

differentiation af produkt 47

differentiation af sammensatte funktioner 51

differentiation af sum og differens 45
differentiation fra hgjre 75 ff
differentiation fra venstre 75 ff

differentiationsmetoder 72 ff
diskontinuert 19

dobbelt afledede 43, 44
deekningsbidrag 119
deekningsbidragsmaksimering 119

egenskaber ved kontinuerte funktioner 27

eksistenskvantor 3
eksistensudsagn 4
eksponentialfunktioner 149

eksponentielle veekstfunktioner 149, 150

extremumssted 146
extremumsveerdi 146

faste omkostninger 117

for x gaende modyx 7
fortegnsvariation fof' 66
fortieneste 119

fremadrettet halvtangent 76
funktionsundersggelse 90 ff, 100 ff

gennemsnitlig funktionstilveekst 35
gennemsnitlig vaeksthastighed 35
gennemsnitlig eendringshastighed 35
geometrisk optimering 103
gevinst 119

globalt maximum 146

globalt minimum 146

grafisk differentiation 72
greensebetragtninger 90 ff
greensefunktion 115
greenseomkostninger 115, 118
greenseomseetning 115, 117
greenseskatten 115

greenseveerdi 7

greenseveerdi fra hgjre 16
greenseveerdi fra venstre 16

ga mod uendelig 90 ff, 93 ff

halvtangenter 75 ff

hastighed 43

hele tal 120

haeldningskoefficient for tangent 35
hgjre-differentialkvotienten 76

igangsaetningsomkostninger 110
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indre punkt 5

inflexionspunkt 80

injektiv funktion 134

integraltegn 87

integrand 87

integrationsprgven 88

integrere 87

intervalruser 124
intervalsammensneaevringsaksiomet 124
irrationale tal 120

klarggringsomkostninger 110
konkav funktion 79
konstant funktion 64
kontinuert 22

kontinuert fra hgjre 20
kontinuert fra venstre 20
kontinuert i et punkt 19
kontinuert i interval 22
kontinuitet 19
kontinuum 114, 124
konvergere 94

konvex funktion 79
krumme nedad 79
krumme opad 79
krumning af grafer 79 ff
kvantorer 3 ff

lageromkostninger 109
lagerstgrrelse 108 ff

Leibniz 74

liggerteeti R 122

limes af f(x) 9

lodret asymptote 91, 99
logaritmefunktioner 149

lokalt extremum 58 ff, 145
lokalt maximum 58, 145

lokalt minimum 58, 145
maksimere 71
marginalfunktioner 115
marginalomkostninger 115, 118
marginalomseetning 115, 117
marginalskatten 115
matematiske modeller 103 ff, 114
maximum 60
middelveerdisaetningen 62
minimere 71

minimum 60
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monotoniforhold 64 ff

naturlige tal 122

nedad hul 79

nedre deekningspunkt 119
Newton 74

numerisk differentiation 72

omegn til hgjre 6

omegn til venstre 6

omegne 5 ff

omkostninger 117

omseetning 114, 116

omvendte funktioner 25, 55, 134 ff
opad hul 79

optimale produktionsstarrelse 119
optimering 64 ff, 71
ordrestgrrelse 108 ff

overtal for maengde 141

population 114

potensfunktioner 150

potentielle vaekstfunktioner 150
prisfunktion 116

produktion i serier 108 ff
produktionsantal 114
produktionsomkostninger 110, 114
produktionsrunder 111

profit 119

profitgreensen 119
profitmaksimering 119

progressiv funktion 79

progressiv omkostningsfunktion 118

radius for omegn 5

rationale tal 120

reelle tal 120

regneregler for differentiation 45 ff
regneregler for greenseveerdier 12
Rolles seetning 62

sammensatte funktioner 24, 51, 132 ff

sammenseetning af f og g 133
sekant 33, 35
sikkerhedslager 108
skattepligtig indkomst 23, 114
skatteskala 23

skrd asymptote 98, 99
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stamfunktioner 86 ff undertal for meengde 141
statsskatteskala 23 vandret asymptote 94, 99
stokastisk 108 vandret vendetangent 60
variable enhedsomkostninger 117
tangent 33, 40ff variable omkostninger 117
totale omkostninger 110, 117 vendetangent 60, 80
trediegradspolynomier 82 venstre-differentialkvotient 77
tre-trins strategi ved voksende funktion 64
undersggelse af differentiabilitet 35 vaeksthastighed i punkt 35
trigonometriske funktioner 147, 148 veerdimaengde 60
uafhaengige variable 114 Wilson’s formel 111, 113
ubestemt integrale 87
udprikket omegn 5 aendringshastighed i punkt 35
uendelig sma starrelser 83 gvre deekningspunkt 119

Symboloversigt:

fi(X,) 76
03 f1(xy) 77
-3 dx,df 83
@t) 5 df(x,) 83
w(t) 5
w, (t) 6 [f(x)ax 87
w_(t) 6 f(x) - o forx —» xo+ 90
f(x) - a for x - X 7,9 f(X) - —oo for x — Xo+ 91
limf(x) = a 9 f(x) - o forx — x— 91
X Xq f(X) - —oo for x —» xo— 91
f(x) > a for x - X+ 16 f(x) — a for x— o 94
limf(x) =a 16 limf(x) =a 94
X = Xgt X — 00
f(x) -» b for x - X~ 16 f(X) ~ b forx— —c0 94
limf(x) =b 16 limf(x) =b 94
X - —00
X—Xg—
' f(X) - o for x - 0 95
f 34
f’(xz;:; f(X) -» —o0 for x - o 95
f(x) 44 f(X) > o for x - —c0 95
f" 44 f(x) -~ —o for X - —0 95
i) - df oy 90 24 R 119
dx dx dx Q 119
dy | 119
&,Y,Y(X) 4 7 119
2 2 N 121
- f(zX)' ‘ i(x) 74 o) 124
dxd2 o (gof)(x) 133
Y. 5 1 135
dx f(A) 143
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