Kap. 1: Logaritme-, eksponential- og potensfunktioer.
Grundleeqggende egenskaber.

1.1. Logaritmefunktioner.

Definition 1.1.1.

Ved en logaritmefunktion forstar vi en funktiorshm opfylder falgende tre krav:
1) Dm(f)=R og Vm(f) =R

2) fer monoton (dvs. f er enten voksende eRer aftagende i B

3) For alle a, bl R, geelder: f(@) = f(a) + f(b)

Det farste, man maske kunne spgrge om, er, omvéehavedet findesn funktion med disse
egenskaber. Dette er (sammen med andet basattstimigaritmefunktioner) bevist i Appendix 1,
som imidlertid er pa ret hgijt fagligt niveau ogfdema vente til senere i de fleste laeseres matema-
tiske karriere.

Da Vm(f) = R for en logaritmefunktion f, findes depecielt et tal €] R, , s& f(c) = 1. Og da fer
monoton, antages funktionsveerdien 1 kun én garsy,dr findes kun ét tal med denne egenskab.
Vi kan derfor tillade os at anfare fglgende:

Definition 1.1.2.

Ved grundtallet for en logaritmefunktion f forstérdet tal cO R. , som opfylder, at f(c) = 1.
En logaritmefunktion med grundtallet c vil vi betegsaledes: lqg

For ethvert positivt reelt tal# 1 findes der en logaritmefunktion med ¢ som grahdBeviset for
denne pastand bygger pa fglgende saetning (se dvilde

Seetning 1.1.3

1) Huvis f er en logaritmefunktion og k er en given ktant (k# 0), sa er funktionen®ogsa en
logaritmefunktion.

2) Hvis f og g er to givne logaritmefunktioner, séd@s der en konstant k, s& g(x)EX for alle
X URs

Denne saetning er bevist i Appendix 1.

Pvelse 1.1.4:
Lad log; veere en given logaritmefunktion med grundtal dlaagcd R.\{ 1} veere vilkarlig givet.

Argumentér for, at funktioneﬂl— og,(x) er en logaritmefunktion med grundtal e.
d
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Vi bemaerker altsa, at der findes uendeligt mangaribmefunktioner, men at de "ligner hinanden”
idet forskellen pa dem er en konstant. Dette vemdeibage til senere.

| forleengelse af definition 1.1.1 og 1.1.2 kan vianfare, at der geelder fglgende saetning (der ma-
ske burde betegnes som en definition, da der blkale om en gentagelse af 1.1.1 og dele af 1.1.2
med den nye notation anvendt):

Seetning 1.1.5.

Hvis log. er en logaritmefunktion med grundtal ¢, sa gaatider
1) Dm(log) =R og Vm(log) =R

2) log. er enten voksende i.Rller aftagende i R

3) For alle a, il R, geelder: logalb) = log(a) + log(b)

4) log(c) =1

Pa baggrund af denne saetning kan vi nu beviserfdége

Seetning 1.1.6.

Der geelder falgendegneregler for en vilkarlig logaritmefunktion log:
1) log(1)=0 og logc)=1

2) log(alb) = logc(a) + log(b)

3) |09c[%j =log, (@ —log,.(b) foralle a, b1 R:

4) Iogc(a”) = nlog, (@ foralle alR. ogalle nl Z

5) Iogc(Q/E) = 1llog, (@ foralle ad R. og alle O N

6) loge( a+ b) kan ikkeomskrives.
7) log( a—Db) kan ikkemskrives.

Bevis:

Regel 2er en del af definitionen pa en logaritmefunktioag naevnes blot her for fuldsteendighe-
dens skyld.

Regel 1: Da 1 =11 ser vi, at: log1l) =log(11) = log(1) + log(1), hvor regel 2 er anvendt.
Ved at traekke logl) fra pa begge sider af lighedstegnet fas;(Iog= O.

loge(c) = 1 falger direkte af definition 1.1.2 — og n@es blot her for fuldsteendighedens skyld.
Regel 3:Daa = E (b ses ved anvendelse af regelldg, @) = Iogc(% Eﬂ)) = Iogc(%j +log, (b)
Ved at treekke lagb) fra pa begge sider af lighedstegnet fas dekealesregel.

Regel 4: Hvis n er positiv, far vi ved anvendelse af re2jedt :
log(@") = log.(a@ALL..[A) = log(a) + log(a) + log(a) + .... + log(a) = rilog.(a)
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Da & = 1 ser vi af regel 1, at: 1g@°) = log(1) = 0 = @Obg.(a)

Endelig har vi, ata™ = ingiver os fglgende:
a

log. @") = |09c(a—lnj = log (1) -log. @") = 0-nlog, () = —nlog, (@)

Regel 5:Daa = (Q/E)n har vi ifglge regel 4, at: le@) = Iogc((Q/E)nj = n[l]og(Q/a) , hvorefter

regel 5 fremkommer ved at dividere med n pa begtgr af lighedstegnet.
"Reglerne” 6 og 7 er blot at tage til efterretningen det gor dem ikke mindre betydningsfulse.

Som omtalt findes der for ethvert positivt reeltda 1 en logaritmefunktion med ¢ som grundtal.
Men de mest almindeligt anvendte logaritmefunkticerdog, logio 0g log, hvor e er et irrationalt
tal, som med 6 decimalers ngjagtighed er givet \&d:2,718282. At netop tallet e og dermed lo-
garitmefunktionen loghar saerlig betydning, er vanskelig at gare rededadette tidspunkt, men
det kan naevnes, at det netop er denne logaritmidumskeksistens, der bevises i Appendix 1.

De tre omtalte logaritmefunktioner kaldes totalgliognen titalslogaritmerog den naturlige loga-
ritme. Titalslogaritmen log skrives ofte blot som log (hvor 10 altsa er unolestiet), og den natur-
lige logaritme skrives oftest som In, altsa: |oge.

Eksempel 1.1.7.
Lad os prgve at undersgge logaritmefunktionen neddgal 2 lidt naermere. Ifglge seetning 1.1.6
har vi fglgende funktionsveerdier for log

X 1

L 1ol 2Jgl 4] 8] 16
log(x)| -3 —2] -1 o] 2 [1 [ 2 [ 2] 3] 4

2
Disse vaerdier fremkommer pa fglgende made (vi greeeksempler):

* log(8) = log(2) = 3qbg(2) = A1 =3

* log(+/8) =3 Mog(8) =53 =3

* log(g) = log(l) —log8)=0-3 = -3
log, er voksende (idet logenten er voksende eller aftagende, og vi ved=lodp(1) < 1 = log(2))
Desuden ved vi, at Dm(lgpg= R. og Vm(log) = R. Kombineres disse informationer med de fund-
ne veerdier i tabellen, ser vi, at grafen for,lbgr et udseende som vist pa figur 1.14..
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Fig. 1.1..
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Alle voksende logaritmefunktioner har i princippaimme udseende som jdge figur 1.1.1 og jfr.
seetning 1.1.3). Graferne for logaritmefunktiondoweog In (dvs. log og log) ses pa figur 1.1.2.

—

log

»
—
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Fig. 1.1.2

Som logaritmefunktion betragtet bruges de aftagéoglaritmefunktioner stort set ikke. Men for i
det mindste at se grafen for en aftagende logafitnk&ion, er der pa figur 1.1.3 tegnet grafen for
log, (dvs. logaritmefunktionen med grundég).

0 \\\\\\\\\\\\\\_>
0 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

S Fig. 1.1.3

| forbindelse med logaritmefunktioners monotonisegeber geelder fglgende seetning:

Seetning 1.1.8.

Om en logaritmefunktion Ioggmed grundtal ¢ gaelder:
c<1 = log eraftagende iR
c>1 = log ervoksendeiR

Bevis:
Seetningen faglger af, at en logaritmefunktion emtevoksende i Reller aftagende i Rat log(1) =
0 samt at logic) = 1. Detaljerne overlades til leeserew.

Bemeerk, at indholdet af seetning 1.1.8 er fint iremestemmelse med udseendet af graferne pa fi-
gurl1.1,11.2091.1.3.
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| forlaengelse af saetning 1.1.3 vil vi nu anfargéside seetning:

Seetning 1.1.9.

For logaritmefunktionen med grundtal ¢ geelder, dbg,(x) = lit[h x foralle xOR.
nc

Bevis:
Ifglge seetning 1.1.3 findes der en konstant klagd. (x) = klnx for alle xO R.. Dette geelder

specielt for x = ¢, hvormed vi fatog, (c) = kh .dalog.(c) = 1giver dette os, at k Tl_ ,
nc

hvormed det gnskede er bevist.

Af seetning 1.1.9 fremgar, at det er nok med énrlogatast pa lommeregneren/grafregneren, nem-
lig en In-tast. Herefter kan alle gvrige logaritoneftioners veerdier beregnes ud fra formlen i seet-
ning 1.1.9. Vi har f.eks., at:

log,(x) = i[Ihx = L dnx = 1,44270InXx
In2 0,69315
0g
logqo(X) = i[[hx = L nx = 0,43429Inx
In10 2,30259

Vi far dermed f.eks., atlog, (5) = 1,4427QIn5 = 1,44270,60944 = 2,32193 og tilsvarende,
at logo5) = log(5) = 0,4342h 5 = 0,69897.

Imidlertid indeholder de fleste "matematiske” lormegnere en speciel tast til bade In og log.
@velse 1.1.10.

Find ved hjeelp af lommeregneren/grafregneren tptnotil hvert af fglgende tal:

3,18, 41869 , @0, 0,210 og 10000. v

Pvelse 1.1.11.

Find veerdien af fglgende udtryk, nar a = 28,6 egd81,4, dels ved farst at indtaste udtrykket di-
rekte i lommeregneren, dels ved at reducere mekgtinog derefter udregne veerdien:

4 b 2
ln(\/a_j + ln(jgj + In(b®) b 3(|og(b2) + Iog(z) + |og(%/5)j
In(a+b) ) log@a* b®)

a)

Oprindeligt blev logaritmefunktionen opfundet sotmexiskab til forenkling af beregninger. Denne
forenkling fremkom, idet multiplikation erstattefsaaldition, division erstattes af subtraktion og
roduddragning og potensoplgftning erstattes af slrdjyvision og multiplikation (jfr. seetning

1.1.6). Ved hjeelp af en tabel kunne man saledesmegeoverkomme starre beregninger. Denne
beregningsforenkling, som foregik v.hj.a. titalsdoigmen log, har efter regnemaskinernes indfarel-
se kun historisk interesse, og vi vil ikke kommemare ind herpa.
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Logaritmiske skalaer:

Ved hjeelp af logaritmefunktioner er det muligt anktruere logaritmiske skalaeg dermed ogséa
logaritmiske koordinatsystemedrvor den ene eller begge akser er logaritmiskéask.

Logaritmiske skalaer og koordinatsystemer anvendadang reekke sammenhaenge (som det bl.a.
vil fremga af afsnit 1.5, 1.7 og kapitel 2). Lodganiske skalaers styrke ligger bl.a. i, at de eegel
nede som akser i koordinatsystemer, hvor der Blatreres starrelser, som kan variere over et me-
get stort omrade, og i, at seerlige typer af fumieicfar et let genkendeligt udseende (rette liniier)
logaritmiske koordinatsystemer. Men dette vendesovih omtalt tilbage til.

Hvordan definerer og konstruerer man sa en logaiitiskala ?

Definition 1.1.12.

Lad log veere en voksende logaritmefunktion. Ved hjeelpeaing fastleegges falgende:
Ved en logaritmisk skala forstas en tallinie (ealak hvor der ud for hver tal t ikke anfgres talle
men derimod det tal x, hvis logaritme er lig medus. t = log(x):

alm. skala

v

0 t =109

log. skala

v

Fig. 1.1.4

Denne definition giver anledning til en reekke konmtager, bl.a.:

» At det overhovedet er muligt at give denne defimitskyldes, at Vm(lay = R, sa uanset veerdi-
en af t er det muligt at finde x, sa t =469

« Dalog er voksende — og dermed injektiv — har den en owiivieinktion log™ (jfr. Appendix 2)
Der geelder dermed: t=Igg) < x =log(t).
Vi ser hermed, hvordan konstruktionen af den ldgaske skala foregar:
P& en almindelig tallinie skriver vi blot IgY(t) i stedet for t ud for ethvert tal t.
logs*(t) kan findes v.hj.a. lommeregneren/grafregnesennedenstéende eksempel 1.1.18).

« Der findes ingen negative tal p& en logaritmiskakiaet Dm(log) = R. = Vm(log.™).

« Dato vilkarlige logaritmefunktioner er proportidadjfr. seetning 1.1.3 2)), er det i princippet
uden betydning hvilken voksende logaritmefunkticemnanvender til at konstruere den loga-
ritmiske skala. Dette svarer blot til, at skala&ogieres op eller ned”.

Seetning 1.1.13.

Pa en logaritmisk skala konstrueret v.hj.a. logzefunktionen loggeelder, at for alle hele tal n er
tallet €' placeret, hvor n er placeret pa den tilsvarenaenalelige skala:

I I
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
| | | |

| | |

Fig.1.15 ¢t ¢ ¢ 1 c c ¢ ¢

alm. skala

v

log. skala

v

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logarifra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



- 10 -

Bevis: Beviset bygger pa, at ¢ er grundtal fordog dermed geelder: lgg") = nlbgs(c) =l = n,
hvor seetning 1.1.6 pkt. 1) og 4) er anvendt.

Pvelse 1.1.14.
Tegn figurer i stil med figur 1.1.5 for funktion@mlog , logs og log . Kommentér resultaterne.
Prgv pa hver af de tre skalaer at placere talleng 9. v

Seetning 1.1.15.

1) Pa en logaritmisk skala er den fysiske afstaptlem tallene 1& og x lig med log(10).
Dermed geelder specielt, at for alle hele @t den fysiske afstand mellem™xiy 16**
den samme uanset veerdien af n.

2) Lad x veere et positivt tal og lad n veere detdsie hele tal, som opfylder, at"20x. Da geelder
at pa en logaritmisk skala er den fysiskeaafdtmellem x og 10ig med den fysiske afstand
mellem 10x og 10"

Beuvis:

Den fysisk afstand mellem 10x og x er ifglge koumlsfionen af den logaritmiske skala givet ved:
l0ge(10x) — log(x) = log(10) + log(x) — log:(x) = log(10).

Den fysiske afstand mellem x og"ldr givet ved: log10") — log(x) = nlbg,(10) — log(x)

og den fysiske afstand mellem 10x od*t@r givet ved:

loge(10™) — log(10x) = (n+1)lbg(10) — (log(10) + log(x)) = nloge(10) — log(x)

hvormed de to starrelser altsa er ens. Hermedtairggen bevist. v

Eksempel 1.1.16.
Pa figur 1.1.6 er vist placeringen af 0,1, 1, 1@),11000 og af 5,4 og 54 pa en logaritmisk skala.

' I 5:’4 ! 5:4 ; .. log.skala

Fig. 1.1.6 0,1 1 10 100 1000

Ifl. saetning 1.1.15 er "afsnittet” fra 10 til 100ddelt pa samme made som afsnittet fra 1 til 16 so
igen er inddelt pa samme made som afsnittet fraildl1osv. osv. F.eks. er afstanden fra 5,4Qil 1

den samme som fra 54 til 100, som igen er den sasomeafstanden mellem 540 og 1000.

Et sadant "afsnit” fra 1 til 10 kaldes en dekaBéa figur 1.1.6 er der saledes medtaget 4 dekader.
Pa figur 1.1.7 ses dekaden fra 1 til 10 i "forségrwersion:

|
Fig. 117 1 > 3 4 56 78910 v

v

Pvelse 1.1.17.

Tegn en logaritmisk skala uden delepunkter ogdalfseet 5 punkter med lige stor afstand imel-
lem sig — fordelt over skalaen.

a) Huvis der star 1000 og 10000 ved de to farste pupkted star der sa ved resten ?

b) Hvis der star 1 og 10 ved de to sidste punkterdistar der sa ved resten ?

c) Progv at inddele et par af dekaderne pa de to akéera) og b). v
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Eksempel 1.1.18.

| forleengelse af definition 1.1.12 blev det omtattyzerdierne, der skal afsaettes pa en almindelig
skala for at lave den om til en logaritmisk skakas. log™(t) i stedet for t, kan findes v.hj.a. lom-
me/grafregneren. Pa de fleste matematiske lommeredimdes som tidligere naevnt bade log og In.
Og deres omvendte funktioner. Hvis vi koncentreeom In-tasten, sa vil den omvendte funktion
almindeligvis veere placeret "over” denne tast ogrieinas ved hjeelp af en "2nd"-tast eller lign.
Den omvendte funktion Thbetegnes ogs& ése afsnit 1.3).

Hvis vi f.eks. vil konstruere en logaritmisk skalaj.a. log, s& skal vi bruge veerdier af gy

Disse kan findes pa fglgende made: Ifalge seethih@ har vi, alogs(x) = % [(n x . Heraf far
n

viiatt=log(x) = t = %Eﬂnx o tlh5= Inx = x=In*(tdh5). Da vi desuden har, at
n

t = log(x) = x=log™(t) serviialt, at log'(t) = In*(th5). Vi kan alts& finde veerdier for
logs* ved at anvende In- ogtrtasterne p& grafregneren.

Leeseren kan som en gvelse prgve at finde folgemdeier: log*(-34), log™(3) og log*(100) v

1.2. Udvidelse af potensbeqgrebet.

| dette afsnit vil vi fastlaegge betydningen af far et vilkarligt positivt reelt tal a og etlkéarligt
reelt tal r. (Vi vil altsa fastleegge, hvad vikise skal forsta vedS‘E ).

Eksempel 1.2.1.
Som et indledende eksempel vil vi se péa fastleegged$2” for r 0 R.
Vi kender allerede betydningen af for nO Z (maengden af hele tal) og kan derfor bruge disse

veerdier som udgangspunkt. (Egentlig kender vi behgen af29 for g0 Q (maengden af rationa-
le tal), men dette vil vi i farste omgang se baat-f og sa lidt senere vende tilbage hertil).

| et koordinatsystem indtegnes punkterneh) for nd Z (se figur 1.2.1 a)).

o oA
8 ° 8
7
7
6
6 5
5 4
3
4 )
2
3 0
21 &
- 1
Ay
e 2
‘._ ......... L) ‘ 8 ‘ . 3
3 2 4 0 1 2 3 4
. -4 b
a) Fig.1.2.1 Y
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Hvis disse punkter forbindes med en blgd kurve (aatgdet med den stiplede linie pa figuren), sa
kan vi ud fra denne kurve definere, hvad vi skast® ved2" ogsa nar r ikke er et helt tal. Vi ser

f.eks., at2¥%® m& fastleegges til en veerdi omkring 3,25.

En definition som den netop skitserede er imidieidr "lgs”, idet de givne punkter kan forbindes
med en blgd kurve pa mange mader, og idet afleesikager praecist. Dette kan afhjeelpes pa fal-
gende made:

Som omtalt i afsnit 1.1 har funktionen }ogn omvendt funktioﬂogz_l. Ifglge seetning 1.1.6 geel-
der der for alle iJ Z, at: log(2") = nlbgx(2) = n, hvoraf vi ser, aR" = Iogz_l(n).

Samtlige de givne punkter (2") ligger altsd pa grafen fdogz'l (se figur 1..2.1 b)).

Da Iogz_l(r) er defineret for alle [ R, idet Dm(ogz_l) = Vm(log) = R, kan vi altsa for alle

r 0 R fastseette, a@" = Iogz_l(r). Og da vi allerede ved, at denne fastseettelserstemverens

med det kendte potensbegreb, idet vi ved2at= Iogz'l(n) for alle nJ Z, er der tale om en udvi-
delseaf det almindelige potensbegrels.

Inspireret af eksempel 1.2.1 giver vi fglgende migtn:

Definition 1.2.2.

Qo

For ethvert a > 0, a1, fastleegges veerdien af ual fra logaritmefunktionen lggned grundtal a p:
falgende made:

a” =log, t(r) for rOR
For a = 1 fastlaegges, at =1 for alle rJ R.

Som omtalt i eksempel 1.2.1 er der for a > O tateem_udvidelse af det kendte potensbegiat
log(a") = nlibg,(a) = n for alle riJ Z, hvoraf vi ser, at:"a= log, ™ (n) for alle nO Z, og idet 1 = 1.

Men bemaerk, at selvom vi godt kan udregne f.ek' fer n 0 Z, sa findes der ingen udvidelse af
dette potensbegreb. Udvidelsen forudseetter altsd ¢gsa naevnt), at a er_et positait

For enhver veerdi af a skal vi ifglge definition.2.have kendskab til den tilsvarende logaritme-
funktion log, og dennes omvendte funktion. Det bliver dermeddabveerligt, hvis vi f.eks. skal

fastleegge og udregne veerdien af et udtryk sam@ (062" 417 %23 idet dette da er givet ved:

Iog3’4'1(\/§) (log 0,62_1(11) Eﬂog4l'1(—023). Som det fremgéar af den falgende seetning (og s& og
eksempel 1.1.18), kan vi imidlertid ngjes med amytte én bestemt logaritmefunktion, nemlig In.

Seetning 1.2.3.

For alle a > 0 og allelrl R geelder der:
1)a" =In"Yrna)

2) a’ = er[l]1a

3) In@") =rlna
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Bevis:
Ad 1): Ifglge seetning 1.1.9 geelder der fglgende omskmer:

a” =log,t(r) = r=log(a") - r= Iit[h(ar) -~ rha =In@@) < a" =lIn'(rlha)
na

Fora=1harvi,an™(rin1) = In"}(0) = 1 = 1, hvormed 1) er bevist i alle tilfaelde.

Ad 2): Ud fra definition 1.2.2 ser vi, at* e In*(x) for et vilk&rligt tal x. Dette geelder specitt
x =r(Ina, hvormed vi ifl. pkt. 1) far det gnskede.

Ad 3): Da dette indgar som en del af omskrivningen i pkter seetningen hermed bevist.

Pvelse 1.2.4.
Vis, at regel 3) i saetning 1.2.3 gaelder for enariik logaritmefunktion log dvs. at:

loge(d) = rlbg.(a) for alle a>0 og alled R. v

Eksempel 1.2.5.
Som ogsa omtalt i eksempel 1.1.18, findes der g matematiske lommeregnere taster til ba-
de In og den omvendte funktioriinder ogs& betegnes med @e afsnit 1.3).

Vi vil nu finde vaerdien af34*® (062" (417°% ved hjeelp heraf. Vi har:

345 062" 41792 = In"1(/5 In 34) (In~L(mln 062) (n~1(- 0230 41)
In*(2,736445Y1In(— 1,501794Y1In(— 0,324527)
15,4320270,222730.0,722869

2,484631

Det skal bemaerkes, at de fleste lommeregnere hasemed benzevnelseheller  , og at f.eks.

3,4‘/g da kan udregnes ved direkte at taste: 3,4/y eller 3,4 N5 . %

@velse 1.2.6.
Udregn veerdien af fglgende:
606 [ =16
a) @ﬁ b) 20" 11 %’ c) 06 550 417 v

Det udvidede potensbegreb opfylder de samme regieeiom det seedvanlige potensbegreb, idet
der geelder fglgende saetning:

Seetning 1.2.7.

Foralle a,hlR,,foralle r,d1R og alle rniJ N geelder:

1) a' @ =a's 2) % =g’ 3) @)° =a sa ' = @y’
r r 1 1
5)%:(3 6 a’ = - 7y Ja = a’ 8)¥a = ar
a
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Bevis:
Vi beviser regel 2) og 8). Beviserne for de gvriggler forlaber pa helt samme made og overlades
til leeseren som en gvelse:

Ad 2): Ifglge seetning 1.1.6 3) og seetning 1.2.3h&) vi, at:
Iné) = In@)-In@%) = fh(@-d4h@ = (r—dh@ = In@>)
a

r

Da In er en injektiv funktion far vi heraf, at:a—s = a"® , hvormed det gnskede er bevist.
a

1
Ad 8): Ifglge seetning 1.1.6 5) og seetning 1.2.3 3)vhant: In((‘/a) = %D]n(a) = In(a"), og

1
da In er injektiv far vi heraf, aff/a = an. Hermed er det gnskede bevist

Ifalge seetning 1.2.7 geelder der altsa f.eks 24P 2219 = 2302 0og (5,43"6) 247 = 543952,

Eksempel 1.2.8.
Som omtalt i indledningen til dette afsnit kendidaktisk til & , hvor g er et rationalt tal (dvs. g er
en brgk mellem to hele tal), inden vi foretog deerdor gennemfgrte udvidelse af potensbegrebet.

Hvis g =M hormoz og nJ N, s& havde vi nemlig, ata® = (Ya)™.
n

Vi skal derfor nu kontrollere, at dette stemmerrens med det nye potensbegreb, sa der som over-
skriften til afsnittet lyder etale om en udvidelsaf det kendte potensbegreb. Dette falger imidlerti

1 m
umiddelbart af saetning 1.2.7 8) og 3), idet dissger giver os, atf¥a)™ = @)™ =an =a%.
Vi afslutter afsnit 1.2 med at omtale, at seetniriy3log seetning 1.2.7 sammen med regnemaski-
nens In- og IH-tast (dvs. In- og’etasten) kan benyttes til bl.a. I@sning af ligninge

Eksempel 1.2.9.
Vi vil i dette eksempel Igse ligningerne:

a) 3=2 b) 23* -3*-6=0 c) logs(x) = 4.2
Ad a): DaIn erinjektiv, harvi, at: *3=2 < In(3)=1In2 « xh3=In2 = x= Iln_g
n
: o In2
Lgsningen er altsa: x =|—3 = 0,63093
n

Ad b): Da 3% = (3%)?, skal vi Igse ligningen2[{3¥)? -3* -6 = 0. Huvis vi seette8* =y, s& er
problemet reduceret til at lgse Iigningdﬂ/2 -y -6 =0. Denne andengradsligning har lgsningen:
y=2L y= —%, hvormed vi ser, at:

2[13)()2_3)(_6:0 - 3X:2D3X:_%
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Da3*= In"}(xOn3), ogda Vm(IAY) = Dm(In) = R, servi, at 3> 0 uanset vaerdien af x.

Ligningen 3* = —% har saledes ingen Igsning. Vi ser dermed (jfr. @kt.at lgsningen er: x Iln_g :
n

Ad c): Dalogs(x) =%[ﬂnx ser vi, at:

logs(x) = 42 - %Eﬂnx=4,2 = Inx=42[n5 = x=In"1(420n5)
n

Lagsningen x findes herefter v.hj.a. regnemaskireghfgrst at udregne: 425 = 6,75964, hvoref-
ter x = InY(6,75964) =e®75%4 = 862,33 findes ved anvendelseaasten. v

@velse 1.2.10.

Lgs fglgende ligninger:

4 +7
X

a) log;(2x) = 73 b) 5Inx =In(5x) c) =3[~ v
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1.3. Eksponentialfunktioner.

Pa baggrund af definition 1.2.2 er vi nu i stahatianfgre falgende definition:

Definition 1.3.1.

Ved en eksponentialfunktion forstar vi en omvenattktion til en logaritmefunktion,
dvs. en eksponentialfunktion er en funktion f ygfen:  f(x) = &
hvora >0, & 1. (a er grundtallet for den tilsvarende logaetumktion).

Eksponentialfunktionerneg‘e 2 og 1¢f er altsd de omvendte funktioner til hhv. llng, og log.

Eksponentialfunktionen*&aldes den naturlige eksponentialfunkt{efier undertiden blot: ekspo-
nentialfunktionen). Funktioner {som er konstant lig med 1) er ikka eksponentialfunktion.

Ud fra definition 1.3.1 og afsnit 1.2 kan vi direkapskrive den reekke egenskaber, som er indeholdt
i folgende seetning:

Seetning 1.3.2.

For en eksponentialfunktiorf gaelder:
1) Dm@E) = R og Vm® = R
2) d(: exlna
3) In(d) = xlha
4) e = @ [@*
_ _ 1
5) a” = @) =) =
6) & er voksende, hvisa > 1
d er aftagende, hvis 0<a<1

7) Hvis a>1 geelder:*a> « forx -~ « og & - 0 for x - —o
Hvis a < 1 geelder:*a, 0 for X - ©o 0og & - o forx - —

For den naturlige eksponentialfunktion geelder sgeci
8) €& er voksende
9) € - o forx -~ o o0g & - 0 for x> —o

e -0 for x> o og €* - o forx - —

Bevis:

Laeseren opfordres til at udfylde detaljerne i ddégénde:

Ad 1): Dette falger af definitionen pa en omvendt fuokt{jfr. appendix 2), samt af definition
1.1.1 og definition 1.3.1.

Ad 2): Falger af seetning 1.2.3 2).

Ad 3): Falger af seetning 1.2.3 3).

Ad 4): Falger af seetning 1.2.7 1).

Ad 5): Falger af seetning 1.2.7 3) og 6).

Ad 6): Falger af seetning 1.1.8, definition 1.3.1 og s3gtA.2.12 (se appendix A2).
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Ad 7): For a> 1 leeses saetningen’ gar imod uendelig for x gdende mod uendelig” hte/. gar
mod nul for x gdende mod minus uendelig”. Og déyder, at &kan blive lige sé stor, som vi mat-
te gnske det, blot x er tilstreekkelig stor, hhv@dan komme lige sa teet pa 0, som vi matte gnske
det (dog uden nogensinde at blive 0), nar blot tdsirsekkelig stor negativ.

Og tilsvarende fora < 1.

Beviset faglger direkte af 1) og 6) idenne segni

Ad 8): Falger direkte af 6) i denne saetning, idete > 1

Ad 9): Falger direkte af 7) og 5) i denne seetning, édetl og% <1
Hermed er saetningen bevisty

Bemaerk, at regnereglen i 4) i seetning 1.3.2 sae¥n eksponentialfunktion af en sum af tal er pro-
duktet af eksponentialfunktionen af de enkelteDa&lte er den "modsatte” regel af regnereglen i
definition 1.1.1 (dvs. af regel 2) i saetning 1.1d6) siger, at logaritmen af et produkt af talwns
men af logaritmerne til de enkelte tal. Bemaerk desyat enhver eksponentialfunktion gar igen-
nem punktet (0,1) og (1,a), idétal ogd=a

V.hj.a. de i afsnit 1.2 omtalte regnemaskinetasaervi udregne funktionsveerdier for forskellige
eksponentialfunktioner og derefter tegne grafeRéefigur 1.3.1 ses graferne for eksponentialfunk-

tionerne: &, 2" og (3)*:

o
g
S
5
5
4
s
)

Fig. 1.3.1

@velse 1.3.3.
Overvej/Gar rede for, at funktionerne pa figur 1.8t eksempler pa opfyldelse af pkt. 6), 7), 8) og
9) i seetning 1.3.2¥

Pvelse 1.3.4.
Tegn graferne for funktionern@)* og (%)* i samme koordinatsystem.

Gor rede for, at de to grafer er symmetriske ongkaindenaksen.v

@velse 1.3.5.
Las ligningerne: a)‘e 4 b)ye* =e™ c)4™ =9 d) 8,5= 50,8 v
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Pvelse 1.3.6.
Bestem i hvert af falgende tilfeelde tallet a, saéfdealle x gaelder:
a) at = e—3x b) at = eO,5x v

Da funktionerne In og*eéegge er voksende funktioner, geelder der (oveyvaj
InX) <c <« 0<x< @& og Aa<b - xilh@@) < In(b)

hvor a, b og c er givne tal (a > 0, b > 0). Bemaatk,den fagrste ulighed er x > 0, idet Dm(In) = R
Dette kan bruges til at Igse ulighedevori der optreeder logaritme- eller eksponentigitioner.

Eksempel 1.3.7.
a) Uligheden: log; x < 18har IgsningsmaengdenO ; 7,225 , idet vi har:

log; x < 18 - %[ﬂnx<18 -~ Inx<18[In3 -« 0<x<e™ . 0<x<7,225
n

b) Uligheden: 0,4 > 7 har lgsningsmaengdéno ; — 2,124[, idet vi har:

04 >7 « In(0,4) > In7 = xIh(0,4) > In7 = x < I'”074 o X< —2124
n )
hvor vi har anvendt, at In(0,4) <0.
@velse 1.3.8.
Las ulighederne:
a) Inx <1,92 b)?6>15 c)log,(x)+log(x) >20  d) 3*>In3 v

Afslutningsvist skal det bemaerkes, at der ogséifinlelse med eksponentialfunktioner anvendes
forskellig symbolik i litteraturen. Den naturlig&sponentialfunktioneskrives undertiden: exp(x),
(hvilket kan veere en typografisk fordel, hvis maalsangive eksponentialfunktionen af et "stort”
udtryk).

| ighed med logaritmefunktioner anvendes undertiddtrykket exg(x) for &. Og tallet a kaldes
da ogsa grundtallet for eksponentialfunktionenh¥fi altsa:

exp(X) = & og exgx)= exp(x) = &
Med denne notation kan reglerne 2), 3), 4) od &etning 1.3.2 anfares pa fglgende made:

o exp(X) = exp(xha)
o In(exp(x)) = xha

° expa(xl + XZ) = eXpa(Xl) EXpa(XZ)

o exp(—Xx) = exp.(X)
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1.4. Eksponentielle vaekstfunktioner.

Definition 1.4.1.

Ved en eksponentiel vaekstfunktion forstas en fumkéf typen:

f(x) = b& eller f(x)= B

hvor a, b og k er konstanter. (b >0, a>0z1a kzD0).

| definitionen kreeves, at /a1l og k# 0, idet funktionen ellers er konstant. At b foraelges positiv

— og ikke kun forskellig fra nul — er i realitetergen indskraenkning, for i praktiske anvendelser er
b oftest positiv, og selv om funktionsveerdiernellskueere negative, sa betragter vi blot de numeri-
ske funktionsveerdier. (Vi ser altsa f.eks. pa gestddet for pa negativ formue).

En eksponentiel vaekstfunktion kaldes undertiderd dgsen_eksponentiel udviklingller en funkti-
on, der er proportional med en eksponentialfunktidwis man ved, at funktionen er voksende, taler
man ogsa om en eksponentielt voksende funktigrhvis man ved, at den er aftagende, taler man
om en_eksponentielt aftagende funktion.

Der geelder, at [B = b@* for alle x, hvis a ='eeller k = Ina (overvej !).

En eksponentiel vaekstfunktion er altsa blot en ekeptialfunktion, der er multipliceret med en
konstant, (hvilket er arsagen til et af de altéugabhavne anfart ovenfor).

De to skrivemader® og e anvendes frit efter behov, idet det i nogle santreemge er smar-
test — eller seedvane — at brug& bog i andre sammenhaenge er det smartest — altbrasie — at
bruge te**.

Bemaerk, at da’s 1 og €® =1, sd erb =1(0).

| alt kan vi konkludere, at grafen for en eksporednisekstfunktion ligner grafen for en eksponenti-
alfunktion, idet alle funktionsveerdier pa graferenoen eksponentialfunktiorf ganges med en kon-
stant b (dvs. afstanden fra grafpunktet til farissea bliver b gange sa stor ved den eksponentielle
vaekstfunktion som ved den tilsvarende eksponeuti&tfon).

Pvelse 1.4.2.
Tegn/Skitser graferne for funktionerne f(x) #%5 g(x) = 0,8 og h(x) = 200{3)* i hvert sit

koordinatsystem. (Jfr. figur 1.3.1¥

Da en eksponentiel veekstfunktion er bestemt vediegeaf to konstanter (b og a hhv. b og k), kan
funktionsforskriften for en eksponentiel vaekstfuoktfastlaegges, blot vi kender to punkter pa dens
graf. Et eksempel pa dette vises i det falgende:
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Eksempel 1.4.3.

Om en eksponentiel vaekstfunktion f(x) &b 25 -
geelder, at f(1,2) =8 og f(9) =52. Vi vil be-
stemme veerdierne af a og b.

f(1,2) = 8 giver os, at 8 =th™*, og f(9) = 52
giver os, at 52 =[F’.

Vi har séledes to ligninger med to ubekendte
(a og b), og disse ligninger kan lgses ved sub-
stitutionsmetoden: 15

Af 8 =ha*?ses, at: b =%
a

Dette indsaettes i udtrykket: 52 &b, hvor- 10
med vi far:
52 = %mg - %2 =a™ =
ar ]
In(6,5) = 7/kha -
Ina = 0,23997-
a =e023997

Vi ser altsa, at a= 1,27122. Denne veerdi ind;‘6

20 7

5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

seettes i udtrykket b =?—2 hvormed vi far:
a Fig. 1.4.1

b =5,99828.
Vi ser dermed, atf (x) = 599828(1,27122°. Grafen for f er vist pa figur 1.4.1.

Det skal bemaerkes, at udregningen af a ogsa kag&ared at sige, at da 8 B&ab? og 52 = I,

9 9
sa far vi, L N a’®, hvorefter der kan fortsaettes som ovenfor.
8 b [al.2 aZLZ
Vi kan imidlertid ogsa fortseette beregningen pgdatle made (jfr. regnereglerne i seetning 1.2.7):
1 1 1
%2 =a® o (%Zj - @ L oa= (%Zj L a=127122

hvorefter b findes ud fra, at b=§—2.
a

Endelig skal det bemeerkes, at selvom rodteg?vﬁetegentlig kun er defineret for positive hele tal s

sa tillader man sig at skrive f.ekﬁ% i stedet for[%ZJ "® Ved anvendelse af lommeregnerens

(grafregnerens) funktiorg/_ er det nemlig muligt at indtaste og fa udregnebsae starrelsery
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Situationen i eksempel 1.4.3 kan generaliseréglgende seetning:

Seetning 1.4.4.

Hvis det om en eksponentiel vaekstfunktion f(x)& bgeelder, at grafen gar igennem punkterne
(X1,Y1) 09 (X5,Y,) (dvs. hvisf(x,) =y, og f(x,) =Y,), sa er konstanterne a og b givet ved:
1

a:(ﬁsz_xl = xz—xlfﬁ = exp(—lnyz_lnylj 0g b :yTl
Y1 Y1 Xp = Xq a

Bevis:

Af forudseetningerne fglger, ag, =b@" og y, = b[@*. Dette giver os:

1
X, X, 27
h = WLX :a_x = XX Og dermed a {ﬁ}x X = XXy y2
yl blﬁ ! at yl yl

hvor det sidste lighedstegn fglger af, at vi — somalt i eksempel 1.4.3 — har tilladt os at anvende
1

rodtegnet selv onx, — x, ikke er et positivt, helt tal. (Vi minder om reglesE =1s )
Det sidste udtryk for a kommer af falgende omskrign

Udtrykket for b kommer ved simpel division medt i udtrykket:y, =b@*. v

Pvelse 1.4.5.
a) En eksponentiel veekstfunktion H(tgEp' gar igennem punkterne (2.1, 8) og (5, 53).
Bestem forskriften for H — og tegn/skitserfgrafor H.

b) En eksponentielt aftagende funktion g(x B opfylder, at g(-2) = 180 og 9(3,6) = 11.
Bestem veerdien af konstanterne b og k — ags&igser grafen for g. v

| forbindelse med monotoni geelder der fglgende isgetsom falger direkte af seetning 1.3.2 6),
definition 1.4.1 og det faktum, at k = Ina (Ovgrdetaljerne !):

Seetning 1.4.6.

Om en eksponentiel vaekstfunktion f(x) H'geelder, at:
» fervoksende, hvis a>1

» feraftagende, hvis 0<a<1

Om en eksponentiel vaekstfunktion f(x)o£e* geelder, at
» fervoksende, hvis k>0

» feraftagende, hvis k<0

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



Pvelse 1.4.7.
a) Skitser graferne for funktionerne:
f(x) = 30@ *** og g(x) = 21@*™>
I samme koordinatsystem.
b) Las ved beregning ligningen: f(x) = g(x)
c) Find tallene b og ¢ som opfylder, at f(x)G0®" og g(x) = 21@

Relativ funktionstilveekst.

Vi vil nu ga over til at undersgge en interessanvigtig egenskab ved eksponentielle vaekstfunkti-
oner, nemlig deres relative funktionstilveekst. Fardares et eksempel, som ikke har noget med
eksponentielle vaekstfunktioner at gagre, men hvgrdieet relativ funktionstilveekst introduceres.

Eksempel 1.4.8.
| en planteskole falger man hgjden af et besterfdteady som bygger pa en saerlig podning.
| den fglgende tabel ses traeets hgjde malt dlil.hjvert af de angivne ar:

Arstal | 2000 | 2001 | 2002 | 2003
Hgjde | 2,00 m 2,30 m|2,50m | 2,65 m

Hvis vi gar frem fra &r 2000 til ar 2002, sa seratiden absolutte tilvaekst i hgjden er 2,50 — 2900

dvs. 0,50 m. Den relative tilveekst af hgjden findeg at beregne den absolutte tilveekst i forhald ti

den oprindelige veerdi, altsé% = 025 — eller hvis vi gnsker den relative tilveekst iqgeot: 25 %

Tilsvarende er den absolutte tilvaekst fra ar 200003 givet ved: 0,35 m og den relative tilvaekst
er 0,1522 (eller: 15,22 %).

Hvis vi lader h veere den funktion, der til et gidestal angiver traeets hgjde, sa er de ovenstaende
relative tilveekster udregnet som:

250-200 _ h(2002 -h(2000 01522 _265- 230 _ h(2003 -h(2009
200 h(2000 ’ 230 h(200)
De relative tilveekster kan dermed siges at veesadivel funktionstilvaekster for funktionen hw

0,25 =

Som anfart i eksempel 1.4.8 findes den relativétionstilvaekst for en funktion f, nar dens uaf-
haengige variable sendres fa til x,, som veerdien af brgken:

) =) _ F0)=T00) g 05
f(xq) f(xq)
hvor det sidste udtryk giver tilveeksten i %.

Hvis tilveeksten i den uafhaengige variable kaldesgHjvis startveerdien kaldes x, sa er den relative
funktionstilveekst altsa givet ved:

fx+h)-f(x) _ f(x+h)-f(x)
f(x) f(x)

(1100 %
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Da tilveeksten i den uafhaengige variable er enasayder almindeligvis har interesse, vil vi i det

falgende benytte det sidst anfarte beregningsudtryk

Vi ser (jfr. ogsa den nedenstaende figur 1.4.2)yvat tilvaeksten h i den uafhaengige variable er
positiv (dvs. hvis vi gar fremad pal.aksen), sdear relative funktionstilvaekst positiv for en vok-
sende funktion og negativ for en aftagende funktion

fx)

f(x+h)---------
f(x+h)

f(x)

‘7

X xl+h ,' X xl+h
Fig. 1.4.2

| forbindelse med eksponentielle veekstfunktioneradgtive funktionstilveekster geelder der nu:

Seetning 1.4.9.

» For en eksponentiel veekstfunktion geelder, at tlentgivenabsolut tilveekst i den uafhaengigg
variable svarer en bestenefativ (procentuel) tilveekst i den afheengige &hle — uanset ud-
gangspunktet for tilveeksten.

Eller mere formelagtigt udtryk:

« Lad f(x) = H& vaere en eksponentiel veekstfunktion.

) ) . . f(x+h)=f(x) _

For enhver veerdi af tilveeksten h findes en kondantsa T = K, ,
X

dvs. den relative funktionstilvaekst afheenger ikkedgangspunktet x, men kun af tilveeksten

« Dergeelder: K= d-1

D

h.

Bevis:
Ud fra forudsaetningerne og seetning 1.3.2 ses, at:

f(x+h)-f(x) _ b@™"-b@ _ bE @"-b@* _ 41

f(x) bla* bra*
Heraf ses, at den relative (procentuelle) funktibreskst ikke afhaenger af x, og a Kd'— 1 v
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Eksempel 1.4.10.
a) Den relative funktionstilveekst for funktionen f(x)5(1,6° svarende til den absolutte tilveekst

h = 0,5 er ifglge saetning 1.4.9 givet vet)s® -1 = 0,  26@9ler 26,49 %).
Svarende til tilveeksten h = 2,1 erdeh6®' -1 = 1,  68dler 168,3 %)
Og svarende til h=—0,8erdeds™® -1 = -0, 313dller 31,34 %)
b) Den relative funktionstilveekst for funktionen gé&)80000,9¢ svarende til tilveeksten h = 1,2
er: 09%% -1 = -0,1188 (eller —11,88 %).
c) Huvis vi skal bestemme den relative funktionstilvédks funktionen p(x) =32& % svarende

til tilvaeksten h = 1,8, sa kan vi enten udregnedieeraf udtrykketw , eller vi kan si-

ge: p(x) = 3&*, hvora= e % = 0, 6703 hvormed resultatet blive0,6703® -1 = -0, 5132
(eller =51,32 %). »

Eksponentielle vaekstfunktioner er i gvrigt de enést&tioner, der har konstant relativ tilvaekst.
Der geelder nemlig falgende saetning, som ikke karsbs her, men som vil blive bevist i kapitel 3.
Laesere, der endnu ikke er bekendt med begrebetetitiabilitet, kan blot springe seetningen over.

Seetning 1.4.11.

Hvis det om en positiv, ikke-konstant, differengabunktion f defineret i et interval | geelder,fat

en vilkarligt valgt veerdi af tilveeksten h er defative funktionstilvaeksw konstant
X

(dvs. uafhaengig af x), sa er f en eksponentiel tfeagion.

Fremskrivningsfaktorer.

Hvis f(x) =& og hvis h er en given absolut tilvaekst, s& gaaldefor alle x, at:
fix+h) =b@*"" =b@* @" = f(x)@"  dvs. f(x+h) ="g(x)
Starrelsen hangiver alts&, hvor mange gange starre funktiordiezebliver, nar den uafhaengige

variable gives en tilvaekst pa h.
Starrelsen kaldes vaekstfaktoren eller fremskrivningsfaktosearende til tilvaeksten h.

Vi ser specielt, at: f(x+1) =[{#x), dvs. at tallet a i funktionsforskriften f(x b@&@ er fremskriv-
ningsfaktoren svarende til tilvaeksten 1. a kaldwdertiden blot for fremskrivningsfaktoréor f.

Den relative funktionstilvaekst svarende til enadlkst pa 1 enhed er ifglge seetning 1.4.9 givet ved:
a'— 1= a-— 1. Denne starrelse betegnes ofte mgdkaldes vaekstratdeller rentefoden) for funk-
tionen. Vi har altsd: r=a—1, eller: a=1, 6g dermed, at:

| f(x) = bE = HQL+r) |

Bemaerk, at r er positiv for en eksponentielt vokieefunktion og negativ for en eksponentielt afta-
gende funktionidet der geelder: a>% r>0 og O<a<le -1<r<0. (Jfr. setning 1.4.6).
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Pvelse 1.4.12.
Bestem vaekstraten (og den tilsvarende procentualest pr. enhed) for hver af de falgende seks
eksponentielle veekstfunktioner:
a) f(x) = 210,24 b) f(x)
d) f(x) = 1240,94 e) f(x)

0,881,78 c) f(x) = 300@,1"
58,58 f) f(x) = 90@e - v

Hvis vi har en starrelse S, som forandres med steb#procent P pr. enhed, sa kan denne starrelse
beskrivesved en eksponentiel veekstfunktion S(x) E'b
Da

S(x+1) = S(x) + (P % af S(x)) = S(X)l%c [S(x) = (1+1—(F;c) [(x)

. . P - .
ser vi, at vaekstraten for funktlonenf&, og at fremskrivningsfaktoren a svarende til tikgden 1

era :1+1—gc. Da b = S(0) far vi dermed i alt, at:

S(X) = S(ODI1+1—SC)X

Bemaerk, at det afheenger af den konkrete situatiorformlen gaelder for alle x-veerdier i et inter-
val | eller f.eks. kun for alle heltallige x-vaerdi®©g hvis formlen skal gaelde for allexl, sa skal
starrelsen S(x) veere definefet alle x[I I, ligesom omskrivningen skal geelde for ethvelt |

(altsa uanset udgangspunktet).

Disse resultater benyttes meget i diverse matekeatideller, hvori eksponentielle veekstfunktio-
ner indgar, herunder rentesregning (se kapitel 2)og

Dvelse 1.4.13.

Om en given starrelse vides, at den vokser med pé. tidsenhed, og at dens veerdi er 23 efter de
farste 8 tidsenheder. Bestem en forskrift for erkfion, som kan beskrive stgrrelsens udviklivg.

Halverings- og fordoblingskonstanter.

Hvis K er en given relativ funktionstilvaekst for eksponentiel vaekstfunktion f(x) £ sa er
veerdien af den tilvaekst h, der svarer hertil, fagtived: 83— 1 = K (jfr. seetning 1.4.9). Heraf ser vi,
at:

_ InA+K)
Ina

h

@velse 1.4.14.

Bestem i hvert af fglgende tilfeelde den absolitteekst af den uafhaengige variable, der skal til fo
at give en eksponentiel veekstfunktion med fremskmnigsfaktoren a en relativ tilveekst K:

a) a=0,8 og K=-0,30 b) a=1,68 og K,22

c) a=230g K=72% d a=097 o gK99% v
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Ofte er man interesseret i at angive den veerdivatksten h, som giver en fordobling af funktions-
veerdierne (nar f er voksende) eller en halveriniyiaktionsveerdierne (nar f er aftagende).

Fordobling: En fordobling svarer til en foragelse pa 100 %grimed K = 100 % = 1 i det ovensta-

ln|(1+1) = :n 2. For denne veerdi af h har vi, at: f(x+h) 3.
na na

Halvering: En halvering svarer til en formindskelse pa 5ai¥s, en tilvaekst pa =50 %, hvormed
. . o In@-3) _ In@3) .
K=-50% = —% | det ovenstaende udtryk — og vi far: h _I = | . For denne veerdi
na na

ende udtryk — og vi far: h

af h har vi: f(x+h) =2 [f{(x).

| denne forbindelse giver vi dels fglgende defonitidels har vi vist den derefter fglgende seetning:

Definition 1.4.15.

Den tilveekst , som giver en eksponentielt voksende funktionceddbling af funktionsveerdierne
(dvs. en relativ funktionstilvaekst pa 100 %), kalderdoblingskonstantefor funktionen.
Den tilveekst T,, som giver en eksponentielt aftagende funktiohaering af funktionsvaerdiernge
(dvs. en relativ funktionstilvaekst pa -50% ), kaltkalveringskonstantefor funktionen.

Ofte er tiden den uafheengige variable, og vi tdeeom fordoblingstiden eller halveringstiden.
A A

-7 f(x)

f
20 SE0 e |\

f(x)

v

X"'-E/2

X |- mm- ==

1
1
: T
X  xX+Tp

Fig. 1.4.3

Seetning 1.4.16.

For en eksponentielt voksende funktion f(x) & bgeelder:

In2
fx+Ty)=2f(x) og &= na
For en eksponentielt aftagende funktion f(x)(Z bgaelder:
In(3)
(< Te) = § M) 09 Te= -
na
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Bemeerk, at nar f er eksponentielt voksende, s&et ag dermed er Ina > 0, hvormegT0, idet
In2 > 0. Tilsvarende ses, at nar f er eksponerafedgende, sd er 0 <a <1 og dermed er Ina < 0,

hvormed 7, > 0, idetIn($) <0.

| forbindelse med halverings- og fordoblingskongtarnsamt de to forskellige opskrivningsformer
for eksponentielle vaekstfunktioner geelder der ehesomskrivningsformler, bl.a. fglgende:

Seetning 1.4.17.

For en eksponentielt voksende funktion f(x)&k bié* (dvs. a > 1, k > 0) geelder der fglgends
formler (hvor log er en vilkarlig logaritmefunktion):

v

T2:In2 _In2 _ log.(9 0g az 2% =4
Ina k log. @)

For en eksponentielt aftagende funktion f(x)& b bié* (dvs. 0 <a <1, k < 0) geelder der fal-
gende formler (hvor lager en vilkarlig logaritmefunktion):

_InG) _InG) _ log.(3) a:(ljn T

= = = 0
> Ina k log, (@) 9

2

Bevis:

Den fagrste udtryk for Thhv. T, er identisk med udtrykket fra ssetning 1.4.16. izeste udtryk
folger af, at k = Ina, og det sidste udtryk felgesaeetning 1.1.9. (Hvorfor ?).

Udtrykkene for a faglger af, at fremskrivningsfakanrfor funktionen f svarende til en tilvaekst pa h,

er givet ved A(dvs. starrelsen"@angiver, hvor mange gange starre funktionsvaetuligar, nér den

uafhaengige variable gives en tilvaekst pa h)

For en eksponentielt voksende funktion geelder,afhgiver en fordobling af funktionsveerdierne,
1

og dermed:a™ = 2hvoraf vi ser, at: a= 2" = /2.

For en eksponentielt aftagende funktion geeldeh at T, giver en halvering af funktionsveerdier-

1
T . 1\t, _ N
ne, og dermeda * =, hvoraf vi ser, at:a= Bk = §/% v

@velse 1.4.18.
Bestem fordoblings- eller halveringskonstantenhicer af de i gvelse 1.4.12 omtalte eksponentielle

vaekstfunktioner. v

Eksempel 1.4.19.

Om en eksponentielt aftagende funktion f videsf(8) = 20 samt at halveringskonstanten er lig
med 6. Vi vil finde en funktionsforskrift for f, sat lgse uligheden f(g 12.

Da f(3) = 20 far vi dermed, at f(3 + 6) = 10, df(9) = 10. Vi kender dermed 2 punkter pa grafen
for f og kan derefter anvende metoden fra ekserhgeB og seetning 1.4.4.
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1
Vi vil imidlertid anvende saetning 1.4.17, hvorafser, at hvis f(x) =&, sd er a =(%)6 =0,8909.
Af f(3) = 20 fas herefter: 20 =M890F og dermed: b = 28,28.

Forskriften for f er altsa: f(x) = 28,28890%
Hvis vi vil have forskriften p& formen f(x) =@, s& far vi, idet k = Ina, at: f(x) = 28,28%11%%

Uligheden f(x)< 12 lgses herefter pa falgende made, (hvor vidrevdriationens skyld vil anvende
forskriften pa formen: f(x) =[ka), og hvor vi benytter, at In od er voksende funktioner:

f(x)<12 < 28,28 % <12
e 5% < 0,4243
= —0,1155x< In(0,4243)
= X=27,42
Lasningsmaengden til uligheden f&)12 er saledes lig me{j7,42; oo[ v

@velse 1.4.20.

a) Bestem funktionsforskriften for en eksponentietagénde funktion f med halveringskonstanten
3,6, idet det vides, at f(-7) = 39,7

b) Bestem funktionsforskriften for en eksponentielksende funktion g med fordoblingskonstan-
ten 200, idet det vides, at g(1000) = 321. Og krefter uligheden: g(x) < 150

1.5. Enkeltlogaritmisk koordinatsystem.

Ved et enkeltlogaritmisk (eller semilogaritmisk)dtdinatsystem forstar vi et koordinatsystem,

hvor den ene akse er en almindelig tallinie (alraligdskala, aekvidistant inddelt), og hvor den an-
den akse er en logaritmisk skala.

De oftest anvendte enkeltlogaritmiske koordinatystr har andenaksen som logaritmisk skala
(man taler undertiden om et lodret-logaritmisk kboatsystem), men der findes ogsa eksempler pa
det modsatte (se kapitel 2).

| det fglgende vil vi kun beskaeftige os med enkghiritmiske koordinatsystemer, hvor andenaksen
er logaritmisk, og vi vil tillade os at omtale deslsort som enkeltlogaritmiske koordinatsystemer.

Enkeltlogaritmiske koordinatsystemer spiller en ggedlle i forbindelse med eksponentielle veekst-
funktioner, idet der geelder fglgende saetning:

Seetning 1.5.1.

Falgende to udsagn om en given funktion f er eysleetde:

1) Grafen for f indtegnet i et enkeltlogaritmisk komatsystem er en (ikke-vandret) ret linie.
2) fer en eksponentiel vaekstfunktion.
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Bevis:

Vi skal altsa bevise, at hvis udsagnet 1) er opfy@é gaelder 2) ogsa — og omvendt.
Vi starter med at antage, at vi har indtegnet gr&be f i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem og
derved har faet en ret linie som vist pa figur 1,.8lvs. vi antager, at 1) er opfyldt.

alm. slala\

4 log. skala P& figuren er der ved siden af 2.aksen

indtegnet en almindelig tallinie med
en almindelig skala. (Man skal fore-
stille sig, at den ligger oveni 2.aksen,
men af tegnetekniske arsager er den
vist ved siden af).

For et vilkarligt punkt (x, f(x)) pa
grafen i det enkeltlogaritmiske koor-
dinatsystem geelder, at det svarer til
punktet (x, log(f(x))) i det almindeli-
ge koordinatsystem bestaende af
1.aksen og den almindelige skala ved
, 2. aksen. (Jfr. definitionen af en loga-
Fig. 1.5.1 ritmisk skala (Definition 1.1.12)).

loge(f(x))—>

» alm. slala

log. er altsa den logaritmefunktion, som er anvendtdiistruktionen af den logaritmiske skala.
Da punkter af formen (X, 1Qf(x))) udger en ikke-vandret, ret linie i et alrdeligt koordinatsy-
stem, findes der to tal p,[R (p# 0), sa

log:(f(x)) = pX +q

Da Vm(log) = R og Dm(log) = R. (jfr. seetning 1.1.5), findes der to positive talgab, sa
logs(a) = p og logb) = g. Vi far dermed, at:

log(f(x)) = log(@)X + log(b) = log(&) + log(b) = log(bE")

Da en logaritmefunktion er injektiv far vi hermead, f(x) = da", dvs. at f er en eksponentiel vaekst-
funktion. (Bemeerk, at & 1, idet p£ 0). Hermed er 2) bevist.

Antag herefter omvendt, at 2) er opfyldt, dvs. at &f formen: f(x) =&, hvorb >0, a>0,a1
Vi vil nu udregne logf(x)), hvor log. er den logaritmefunktion, der er anvendt til angiouere den
logaritmiske skala i det enkeltlogaritmiske koomtsystem:

loge(f(x)) = loge(b@Y) = log(b) + log(&) = log(b) + xlbgc(a).
Hvis vi seetter p =laga) og q = logb) far vii alt, at: log(f(x)) = pX + q

Som omtalt ovenfor geelder der, at nar vi i et ethb@hritmisk koordinatsystem afszetter punkter
(x,f(x)) pa grafen for f, sa afsaetter vi i virkeligden — p.gr.a. konstruktionen af den logaritmiske
skala — punkterne (X, lgd(x))) i et almindeligt koordinatsystem. Da X)) = pX + q ser vi
dermed, at grafen for f bliver en ret linie i dakeltlogaritmiske koordinatsystem. (Bemaerk desu-
den, atda & 1, er p#£ 0). Hermed er saetningen bevist.
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Som omtalt i forbindelse med definition 1.1.12 kaan selv konstruere en enkeltlogaritmisk skala
— og dermed kan man ogsa selv konstruere et engatitmisk koordinatsystem — ved pa et stykke
almindeligt papir at tegne et koordinatsystem, rewmtenaksen er en logaritmisk skala.

Med en given funktion eller nogle givne koordinatéaeelagt, kan man ogsa simulere et enkeltlo-
garitmisk koordinatsystem ved at afseette (1. kioaten, logaritmen til 2.koordinaten) i et almin-
deligt koordinatsystem, og man kan her bruge elkéwvisom helst voksende logaritmefunktion,
man har lyst til eller finder passende til sammemipza, f.eks. In.

Det er imidlertid ogsa muligt at kebe og anvendelfgproduceret enkeltlogaritmisk papir, hvilket
er det almindeligste i undervisningssammenhaenge.

Eksempel 1.5.2.

Vi vil indtegne graferne for funktionerne f(x) ®@&°** og g(x) = 275M,65 i et enkeltloga-
ritmisk koordinatsystem. Da vi ved, at grafen faval f som g giver en ret linie, skal vi blot bereg
ne to stgttepunkter for hver funktion.

Vi finder (kontroller): f(0) =300 og f(3) = @ samt g(0) = 2750 og g(4) = 490,9.

Graferne for f og g i et enkeltlogaritmisk koordisystem far dermed det pa figur 1.5.2 viste ud-
seende.

Fordoblingskonstanten,Tor f er givet ved: 7= In_j = 1,73. Denne starrelse kan imidlertid

med tilneermelse ogsa afleeses pa grafen, idetks. foeenytter funktionsveerdierne 300 og 600.
Tilvaeksten pa 1.aksen ses netop at veere ca. 1,7.

In(3)
In(065)
grafen (om end med mindre praecision), f.eks. vdzeaytte funktionsveerdierne 4000 og 2000. Vi
ser, at tilveeksten pa 1.aksen bliver ca. 0,76;%)- = 1,6 (kontrollér !). v

Halveringskonstanten.J for g er givet ved: I = = 1,609, hvilket ogsa kan afleeses pa

4
1000C
\\
™~
I~ L f
\\\ //
~ |
1000 - \,('/
1 N
L~
< g
//‘
|
T
/ A »
166 T T T >
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Fig. 1.5.2
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@velse 1.5.3.
Tegn graferne for fglgende funktioner i enkeltlotarske koordinatsystemer, idetl; 2 skal veere
med pa farsteaksen pa tegningerne. Aflaes funkti@senalverings- eller fordoblingskonstanter.

a) f(x) = 0,81,9°  b) g(y) = 44000,24  ¢) h(p) = 1B  d)WE)=23452%" v

Eksempel 1.5.4.
| det enkeltlogaritmiske koordinatsystem pa figus.3 ses en ret linie, som ifglge seetning 1.5.1 er

grafen for en eksponentielt voksende funktion fvNiinde en funktionsforskrift for f.

Vi ved, at f er p& formen: f(x) =@ (eller: f(x) = H&*), s ifglge seetning 1.4.4 skal vi blot kende
koordinaterne til to punkter pa grafen, hvoreftega let kan bestemmes.

Det drejer sig derfor om at finde to "paene”/tydeligunkter pa grafen, afleese deres koordinatsaet og
derefter anvende seaetning 1.4.4. Vi ser, at (0 pg0)3, 60) er paene punkter pa grafen, hvormed vi
finder (kontrollér), at b = 30 og a = 1,256, ogrded, at funktionsforskriften er:

f(x) = 301,256 eller f(x)= 3m*=™ v

e

@velse 1.5.5.
| den nedenstaende tabel ses en raekke malte databiologiske starrelser H og Q som funktion

af tiden t. Indtegn disse punkter i enkeltlogargtke koordinatsystemer og argumentér derefter for,
at savel H som Q med god tilneermelse kan beskviedsksponentielle vaekstfunktioner.

t 3 55 7 8 9,5 12 14 16,5 19
H(t) 1913 4009 6198 8334 12908 27001 48150 1000200024
Q(t) 380 228 160 136 97 55 38 20 14

Find pa baggrund af tegningerne en funktionsfoftstat H(t) og for Q(t), og aflaes fordoblingskon-
stant eller halveringskonstant for funktionerne.
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1.6. Potensfunktioner. Potentielle vaekstfunktioner.

Potensfunktioner:

| definition 1.2.2 og i seetning 1.2.3 er udtrykkat fastlagt for &1 R, og r R. Vi definerede her-
udfra en eksponentialfunktion som en funktion, hver den variable, medens a holdes fast (Defini-
tion 1.3.1 og seetning 1.3.2).

Vi vil nu se pa den "omvendte” situation, hvor fdes fast, medens a betragtes som variabel.

Definition 1.6.1.

Ved en potensfunktion forstar vi en funktion fyben:  f(x) = %, xOR,,
hvor r er et vilkarligt reelt tal.

Vi bemaerker, at definitionsmaengden for en poterdifon er meengden.R idet a— som ogsa om-
talt ovenfor — kun er defineret, nar a > 0.

Funktioner af typen: f(x) =% hvor n0 Z (altsd f.eks. % x° og x°), er ogs& potensfunktioner, idet
de er af formen: 'xDisse funktioner er ikkkun definereti R men i hele R (ndrn>0) eller i

R\{0} (ndrn < 0). N&r vi betragter funktioner af typén s& ma vi derfor egentlig skelne imellem,
omrJZ og rOZ. | praktisk talt alle anvendelser af potensfumker er der (uanset veerdien af r)
imidlertid tale om positive stagrrelser, og vi vilét fglgende ikke foretage denne skelnen, men kun
se pa positive veerdier af den uafhaengige variable.

Vi minder om, at der for alle il N geelder: Wx = x%, hvoraf vi ser, at enhver "rodfunktion” i
virkeligheden er en potensfunktion (f.eks4br = x °%)

Ifglge seetning 1.2.3 har vi fglgende omskrivningsiel:

Seetning 1.6.2.

rIh x

For alle xO R. geelder der: 'x= €

Eksempel 1.6.3.
| potensfunktionerne f(x) =%, g(x) = x°"og h(x) = **®err lig med hhv. 0,5, - 0,7 0og 1,88
For at skitsere graferne for disse tre potensfonkti, kan vi f.eks. udregne fglgende stgttepunkter:

X 0,5 1 2 3 4 5

fx) | 0,71 1 141 1,73 2 2,24
9x) | 1,62 1 0,62 046/ 038 0,32
h(x) | 0,27 1 3,68 7,89 135 20,6
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Disse tal kan vi enten finde v.hj.a. omskrivningér €™, eller vi kan indtaste f.eks. 3% di-
rekte pa lommeregneren. Laeseren opfordres tileatepat udregne f(0,2), g(0,2) og h(0,2).
Pa baggrund af disse veerdier fremkommer graferrfigpdal.6.1 v

A
5
1,8¢

-0,7

0 T T T T T T =
0 1 2 3 4 5 6

Fig. 1.6.1

| forleengelse af saetning 1.6.2 og eksempel 1.6@ e falgende saetning:

Seetning 1.6.4.

1) Veerdimeaengden for en potensfunktidr{lwor r# 0) er lig med R, dvs. Vm(X) = R,
2) Potensfunktionerne’x(hvor r# 0) er monotone, idet der gzelder:

Xer voksende, narr >0

Xer aftagende, narr <0

Beuvis:
Ad 1): Vi anvender omskrivningen fra seetning 1.818r x "gennemlgber” Dm(¥ dvs. R, sa vil

In(x) gennemlgbe hele R, og — da ® — vil rlhx dermed ogsa gennemlgbe hele R, hvore&d,
dvs. X, gennemlgber R(idet veerdimaengden for en eksponentialfunktioR.gr

Ad 2): Antag, atr> 0, og lacdix x, O R, veere vilkarligt valgt, sax< X, . Vi skal sa vise, at
x," < x,". Da funktionerne In og‘éegge er voksende, og da r > 0, geelder der:

X <% = In(x;)<In(x,) = rn(x,)<rln(x,) = ™ <™ — x"<x,'
Vi ser hermed, at funktionen & voksende, nar r > 0.
Beviset for, at Xer aftagende, nar r < 0, forlgber helt tilsvarendet dog ulighedstegnes vendes,
nar der ganges med det negative tal r. Detaljevedades til leesereny

| kapitel 3 vil seetning 1.6.4 2) blive bevist igelenne gang v.hj.a. differentialregning.
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For logaritme- og eksponentialfunktioner geeldedeaer hinandens omvendte funktioner (jfr. afsnit
1.1, 1.2 og 1.3). For potensfunktioner geeldereat @mvendte funktion til en potensfunktion selv er
en potensfunktion.

Las farst den falgende gvelse, og lees dereftefalgende saetning og dens bevis.

Pvelse 1.6.5.

a) Tegn graferne for funktionerne: f(x) 2 xx 0 R. og g(x) = ¥°, x O R, i samme koordinatsy-
stem.

b) Tegn graferne for funktionerne: f(x) =%, x O R og g(x) = x°°, x O R, , i samme koordi-
natsystem.

c) Giv et intuitivt geometrisk argument for, at f og gkt. a) er hinandens omvendte funktioner, og
tilsvarende i pkt. b). (Vedr. omvendt funktionse Appendix 2).

d) Pragv at give et regneteknisk bevis for, at f og gieandens omvendte funktionem

Seetning 1.6.6.

1
Den omvendte funktion til potensfunktionen f(x) = avor r# 0), er potensfunktionen g(x) x'

Bevis:

Ifglge seetning 1.6.4 b) er f monoton, hvormed dledppendix 2 er injektiv og dermed har en om-

vendt funktion. Denne vil vi nu finde:
1 1 1 1

y=f) = y=xX < y =) - x=y o fry)=y’
1
og da vi kan navngive den uafhaengige variable,dorit, ser vi, at: f ™ (x)= x' = g(x). ¥

Potentielle vaekstfunktioner:

Definition 1.6.7.

Ved en potentiel vaekstfunktion forstar vi en fuoktig af typen: g(x) =® , xO R;,
hvor r er et vilkarligt reelt tal, og hvor b er pasitiv konstant.

En potentiel veekstfunktion benaevnes ogsa: en fumkdier er proportional med en potensfunktion.

Da tallet b er en positiv konstant, geelder seethibg} ogsa for potentielle veekstfunktioner, lige-
som det geelder, at den omvendte funktion til patemgekstfunktion er en potentiel vaekstfunktion
(detaljer i argumentationen for disse udsagn odeddil laeseren).

Eksempel 1.6.8.
Vi vil tegne graferne for funktionerne: g(x) = @R~ %% og h(x) = 5&%’i samme koordinatsy-
stem og derefter ved beregning lgse ligningen) g(x).
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Vi bemeerker, at g er aftagende og at h er voksddelguden har vi falgende stattepunkter:

X 0,4 0,7 1 1,5 2 2,5 3 3,5
g(x) | 424 | 268 | 200 | 143 | 113 | 943| 812 71,8
h(x) | 28,4 | 42,1 | 54 71,7 | 87,7 | 103| 117| 130

Graferne for g og h ser dermed saledes ud (figu@}).

450 ] Ligningen g(x) = h(x) lgses saledes:
4007 g(x) = h(x) = 200% ~%% = 54%°7
350 -
9 200 _ x%
300 - T Tgg T yoom2
250 - o yis2 - 200
54
200 - N
_ (200152
150 - h = X =151
100 = X= 2,366
50 - La@sningsmaengden er altsa:
. L={2366} v
0 1 2 3 4
Fig. 1.6.2
Pvelse 1.6.9.

Tegn graferne for funktionerné\(p) = 0,69p°** og W(p) = 1,4Ip~ >® i samme koordinatsystem.
Las savel grafisk som ved beregning uligheda(p) >W(p). ¥

Da en potentiel veekstfunktion er fastlagt ved deaistanter b og r, kan funktionsforskriften be-
stemmes, blot vi kender to punkter pa dens graft{ifvarende egenskaber for eksponentielle
vaekstfunktioner, saetning 1.4.4). | denne sammenlyahder felgende saetning:

Seetning 1.6.10.

Hvis det om en potentiel veekstfunktion f(x) ®'bgeelder, at grafen gar igennem punkterng/{x
0g (%.Y2), (dvs. hvis f(x) =y1 og f(x) =Y. ), sa er konstanterne r og b givet ved:

r = |Ogc(y2) - |Ogc(y1) og b - ylr
logc(xz) - logc(xl) Xl

hvor log er en vilkarlig logaritmefunktion. (Oftest benyti eller log).
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Bevis:

Ifglge forudsaetningerne har vig, = bx," og y, = bX,", hvoraf vi ser, at:

Yo b (X_] og dermed: log,(Y2) = log, ( (X—j ) =rog,(*2)
X X,

1 1 1

hvoraf det gnskede udtryk for r fas ved divisiordnrmgc(i—j) og anvendelse af seetning 1.1.6 3).

Udtrykket for b fas direkte aj, = b(x," ved division medx,” pa begge sider af lighedstegnet.

Eksempel 1.6.11.
Om en potentiel veekstfunktion g geelder, at g(28y=o0g g(83) = 6,4. Vi vil bestemme en for-

skrift for g. Da g er af typen: g(x) = far vi ifalge seetning 1.6.10, at:

= INGAH=INUD "~ 5899 o9 b=1! = 340
In(83) - In(28) 2"

Funktionsforskriften for g er altsd givet ved: g 34@  °%° xOR. v

Pvelse 1.6.12.
Grafen for en potentiel vaekstfunktion gar igennemkperne: (3, 2) og (13, 11).

Bestem en forskrift for funktionen og tegn dend.gra

Eksempel 1.6.13.

a) Som bekendt siges to variable stgrretseig3 at veere ligefrem proportionalevis der findes
en positiv konstant k, sa der for alle veerdien afg B geelder, at3 = ka. Hvis vi opfatteiy
som funktion afx, sa har vi altsa, af3(a) = ka, dvs.p er en potentiel veekstfunktion af(hvor
eksponentenr = 1)

b) Som ligeledes bekendt siges to stgrretseg 3 at veere omvendt proportionalevis der findes
en positiv konstant k, sa der for alle veerdiem aig B geelder, at:af3 = k . Hvis vi opfatte
som funktion afx, s& har vi altsd, a3(a) = kid ™, dvs.p er en potentiel veekstfunktion af
(hvor eksponenten r = -1).»

Vi slutter afsnittet om potentielle veekstfunktiomeed at undersgge disse funktioners egenskaber i
relation til tilveekster/relative tilveekster. Der Igar faglgende saetning, (hvor vi af hensyn til bensev
nelserne kalder eksponenten a i stedet for r kfdten for den potentielle vaekstfunktion):

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



Seetning 1.6.14.

Betragt en potentiel veekstfunktion f med forskriftef(x) = Ix*, xOR.

1) Hvis den uafhaengige variable x fremskrives medafi@ht ¢, s& fremskrives funktionsvaerdien

f(x) med faktoren §, dvs. f(Xg) = qf(x)

2) Hyvis den uafheengige variable x eendres med envédilatekstr,, sa vil den afhaengige variab

f(x) eendres med den relative tilveekstgivet ved:

3) Huvis en relativ tilveekst p& i den uafhaengige variable x medfgrer en relaliegkst par, i

b= (1+r)*-1.

den afhaengige variable f(x), sa er starrelsen et gied:

4) Huvis den uafhaengige variable x @&ndres med s %l dérvafhaengige variable f(x) a&ndres m

alg(1+r2)
In(@+r,)

t % givet ved sammenhaengen:

1+—1-:(1+ S j dvs. t#(1+—ij ~1)[100
100

100

Bemeerk, at alle formlerne i det ovenstaende eraantfige af startveerdien x, dvs. resultatet give

100

det samme for enhver veerdi aflxR.

Bevis:

Ad 1): At fremskrive en x-veerdi med faktoren g betya@eyi ganger x med g. Vi ser derfor pa
falgende omskrivning: f(g) = H(xqg)® = bxX%G® = df(x), hvoraf det gnskede fremgar.
Ad 2): Hvis vi @endrer x med den relative tilveeksbg derved far veerdieny sa geelder der pr.

definition af relativ tilveekst, atr, =

At aendre x-veerdien med den relative tilveeksivarer altsa til at fremskrive x med faktorerr,1+

Xy

(Et resultat, som lseseren muligvis allerede er batkered).

Den hertil svarende relative tilveekstfor funktionen f findes herefter pa felgende made:

_ f (X)) —f(X) _ F(xf@+r)) —f(x) _ bx @+r))* -bx*®

X
, hvoraf vi far (kontrollér), at: = X{+r,).

— x? @+ rl)a -Xx*
a

r.2
f(x)

f(x) bx®

hvormed den gnskede formel er bevist.

Ad 3): Ifglge pkt. 2) har vi, at, = (1 +r,)*- 1, og ved at omskrive dette udtryk fas det adeske
_ In(+r,)
~In(+r,)

Ad 4): Hvis en given stgrrelse aendres med p %, er detadieme som at fremskrive starrelsen
med faktoren 1 +5 . Ved at sammenholde dette med resultatet i pkaslyien farste formel i pkt.
4). Den anden formel er blot en simpel omskrivrahgen farste formel. (Detaljerne overlades til

rb=@Q+r)-1« 1+r, = 1+r)* = InQ+r,) =dh(l+r) - a

leeseren).

Hermed er seetningen bevist.

=(@+r)*-1
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Eksempel 1.6.15.

a) Om den potentielle vaekstfunktion f(x) = 230’ geelder, at hvis x-vaerdien ggres 3 gange sa

stor, s& gares funktionsvaerdien f(x) ifalge saetdibgl4 1) 3% = 6,26 gange sé stor.
b) Om den potentielle vaekstfunktion g(x) =85?geelder, at hvis x-vaerdien gives en relativ

tilveekst pa 0,28, sa far den afhaengige variablpifflge seetning 1.6.14 2) en relativ tilvaekst

r, = (1+ 0,28 "*~ 1 = — 0,256, eller udtrykt i procent: Hvis swien sgemed 28 %, s&

falderfunktionsveerdien med 25,6 %, et resultat der stgs@mer overens med pkt. 4) i seetning

1.6.14 (Kontrollér !).
En positiv relativ tilvaekst i x-veerdien giver alesd negativ relativ tilvaekst i g(x)-veerdien,
hvilket stemmer fint overens med, at g ifglge segjrli.6.4 2) er aftagende.

c) Om en potentiel vaekstfunktion h geelder, at h(2@QP&, samt at en forggelse af x-veerdien
med 10 % giver en formindskelse af funktionsveerdieal 22 %. Ud fra disse oplysninger vil
vi bestemme en funktionsforskrift for h. Vi ved haer af typen: h(x) =&*, x O R, , og ifalge
pkt. 3) i seetning 1.6.14 har vi, at:

a Ind+r) _ In@-022) _ 2 607
In(L+r,) In(1+ 0])
Herefter findes b pa falgende made:
Da h(20) = 100 geelder der: 100 2® %°°’og dermed, at: b= 1007°%"= 246387.
| alt ses, at h(x) = 246387 2%, v

Pvelse 1.6.16.

Om en potentiel veekstfunktion f geelder, at f(3@)09, samt at en forggelse af den uafhaengige
variable med 8 % giver en forggelse af funktionsiiezr med 14 %.

a) Bestem en funktionsforskrift for f.

b) Hvor mange gange starre bliver funktionsveerdiers ten uafhaengige variable bliver 4 gange

starre ?

c) Udregn den procentuelle forandring af funktionsvieardnar den uafhaengige variable formind-

skes med 12 %. v

Potentielle vaekstfunktioner er i gvrigt de enestefioner, der har den egenskab, der er omtalt i

saetning 1.6.14 2), altsa at der til en given reldiaekst i den uafhaengige variable x svarer en be

stemt relativ tilveekst i den afhaengige variablg,ffom er uafhaengig af veerdien af x.

Der geelder nemlig falgende saetning, som ikke karsbs her, men som vil blive bevist i kapitel 3.
Laesere, der endnu ikke er bekendt med begrebetetitiabilitet, kan blot springe seetningen over.

Seetning 1.6.17.

Hvis det om en positiv, ikke-konstant, differeneabunktion f defineret i Rgeelder, at for en vil-
karlig valgt veerdi r af den relative tilvaekst i demthaengige variable x er den relative funktionst

vaekst]c (x

[(1: (r))) 1) wonstant (dvs. uatheengig af x), s er f en potevaikstfunktion.
X
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1.7. Dobbeltlogaritmisk koordinatsystem.

Ved et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem forstdetkoordinatsystem, hvor begge akser har en
logaritmisk inddeling, dvs. begge akser bestaogétitmiske skalaer.

| princippet kan man godt bruge forskellige logagfunktioner til at konstruere de to akser, men
det almindelige er at anvende den samme logaritmké&fin, og vi vil her benytte denne metode.
Og som ved enkeltlogaritmiske koordinatsystemedgeght man selv kan konstruere dobbeltloga-
ritmiske koordinatsystemer — eller man kan kgbdaligénykt dobbeltlogaritmisk papir.

Dobbeltlogaritmiske koordinatsystemer spiller samoike for potentielle vaekstfunktioner, som
enkeltlogaritmiske koordinatsystemer spiller fospénentielle vaekstfunktioner, idet der geelder
falgende saetning:

Seetning 1.7.1.

Falgende to udsagn om en given funktion f er epsleetde:

1) Grafen for f indtegnet i et dobbeltlogaritmisk kdoratsystem er en ret linie.
2) fer en potentiel vaekstfunktion.

Bevis:

Vi skal bevise, at hvis udsagnet 1) er opfyldtgadider 2) ogsa — og omvendt.
Vi starter med at antage, at vi har indtegnet gréde f i et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem og
derved har faet en ret linie som vist pa figur 1. dvs. vi antager, at 1) er opfyldt.

alm. slala\

£ log. skala P& figuren er der ved siden af akserne

indtegnet almindelige tallinier med
almindelige skalaer. (Man skal fore-
stille sig, at de ligger oveni akserne,
men af tegnetekniske arsager er de
vist ved siden af).

For et vilkarligt punkt (x, f(x)) pa
grafen i det dobbeltlogaritmiske koor-
dinatsystem geelder, at det svarer til
punktet (log(x), log(f(x))) i et al-
mindeligt koordinatsystem bestaende
af de almindelige skalaer ved akserne.
"""""""""""""""""""""""""" alm. skala  (3fr. definitionen af en logaritmisk
skala (Definition 1.1.12)).

loge(f(X)}—>

1

» log. skala

Fig. 1.7.1 loge(x)

log. er altsa den logaritmefunktion, som er anvendtdiistruktionen af de logaritmiske skalaer.
Da punkter af formen (Ig¢x), log.(f(x))) udger en ret linie i et almindeligt koorditsystem, findes
dertotalr, IR, sa

log(f(x)) = rlbge(x) +q

Da Vm(log) = R og Dm(log) = R. (jfr. seetning 1.1.5), findes der et positivt takB log(b) = q.
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Vi far dermed, at:

loge(f(x)) = rbge(x) + log:(b) = log(x) + logi(b) = log(bX')

Da en logaritmefunktion er injektiv far vi hermed, f(x) = kX', dvs. at f er en potentiel vaekst-
funktion. Hermed er 2) bevist.

Antag herefter omvendt, at 2) er opfyldt, dvs. at &f formen: f(x) = &', hvor b > 0.
Vi vil nu udregne logf(x)), hvor log. er den logaritmefunktion, der er anvendt til ahgiouere de
logaritmiske skalaer i det dobbeltlogaritmiske kdhoatsystem:

loge(f(x)) = log(bX") = log(b) + log(x") = log(b) + rMbg.(x).
Hvis vi seetter g = lagb) far vii alt, at:  logf(x)) = rlbge(x) + q

Som omtalt ovenfor geelder der, at nar vi i et déthdmaritmisk koordinatsystem afsaetter punkter
(x,f(x)) pa grafen for f, sa afsaetter vi i virkeligden — p.gr.a. konstruktionen af de logaritmiske
skalaer — punkterne (lg@), log:(f(x))) i et almindeligt koordinatsystem.

Da log(f(x)) = rlbgs(x) + q ser vi dermed, at grafen for f bliver et linie i det dobbeltlogarit-
miske koordinatsystem. Hermed er saetningen bevist.

Som det fremgar af beviset for saetning 1.7.1,urkfionen f(x) = X" i et dobbeltlogaritmisk ko-
ordinatsystem have en retlinet graf, som har hasfkioefficienten r malt i forhold til et alminde-
ligt koordinatsystem. Hyvis vi fra et punkt pa grafgdr 1 cm udad (parallelt med 1.aksen), skal vi
altséd ga r cm opad (hvis r er negativ, svarer dié¢tig cm nedad). Dette omtales yderligere i det
falgende eksempel.

Eksempel 1.7.2.

Vi vil tegne graferne for funktionerne f(x) =33° og h(x) = & ~°' i et dobbeltlogaritmisk ko-
ordinatsystem. Da vi ved, at det skal give retiegeh, behgver vi kun at finde to stgttepunkter for
hver graf. Vi har (kontrollér), at f(1) = 3 og f(8)9, samt at h(1) = 8 og h(9) = 1,718. Graferme fa
dermed det pa figur 1.7.2 viste udseende (se reesl

Bemeerk, at hvis vi ved grafen for f gar 1 cm udsidskal vi ga 0,5 cm opad, hvorimod vi ved gra-
fen for h skal g& 0,7 cm nedad. hvis vi gar 1 cracud
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@velse 1.7.3.

Tegn graferne for de fglgende funktioner i et dliere dobbeltlogaritmiske koordinatsystemer.
a) f(x)=2"° b) g(x) = 20@~°° c) h(x) =3x + 50 d) j(x) = 1006
Kommentér resultaterne.

Som omtalt spiller dobbeltlogaritmiske koordinateyser samme rolle for potentielle vaekstfunkti-
oner, som enkeltlogaritmiske koordinatsystemeiepibr eksponentielle vaekstfunktioner.

Vi kan saledes ved indtegning f.eks. af malereserieontrollere pastande om, at én stgrrelse af-

heenger af en anden starrelse pa en made, som #aiivbs ved en potentiel veekstfunktion.

Og vi kan fastleegge sammenhaengen mellem to vasadeelser x og y til at have udseendet

y = bX", hvis punkterne (x,y) svarende til mange forsgelk- og y-veerdier ligger pa en ret linie i

et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem.

Pvelse 1.7.4.

| den nedenstaende tabel ses en raekke malte datadkonomiske stgrrelser U og E som funktion
af prisen p. Indtegn disse punkter i dobbeltlogaiske koordinatsystemer og argumentér derefter
for, at sdvel U som E med god tilnsermelse kan beskned potentielle veekstfunktioner.

P 1,2 2 3,4 4,1 5 5,8 7 7.7 8,6
U(p) | 215 267 320 355 380 410 434 45} 475
E(p) | 700 460 310 268 230 200 17¢ 16 150

Find pa baggrund af tegningerne en funktionsfofistatr U(p) og for E(p).

Beregn den relative funktionstilvaekst for hverafiktionerne svarende til en relativ pristilveekst pa

8%. v
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1.8. Regression ved eksponentielle og potentiellaekstfunktioner.

Den fglgende beskrivelse bygger pa en grafregnefakas-TI-83/84-familien, men selve prin-
cippet kan naturligvis overfgres til andre fabrikat (hvorimod de konkrete tastesekvenser kan
variere veesentligt fra fabrikat til fabrikat).

| afsnit 1.5 (seetning 1.5.1 og @velse 1.5.5) dgniail.7 (seetning 1.7.1 og gvelse 1.7.4) sa vi pa
problemstillingen om at "genkende” en eksponeritiel. potentiel veekstfunktion i givne data, samt
pa hvordan forskriften for funktionen herefter kertrestemmes v.hj.a saetning 1.4.4 hhv. 1.6.10.

Metoden byggede pa indtegniafjde givne data i enkeltlogaritmisk hhv. doblwgtritmisk koor-
dinatsystem for at s@em de med god tilnaermelse 1a pa en ret linie i-omkraeftende fald kunne de
givne data beskrives ved en eksponentiel hhv. pieterzekstfunktion (som dermed udger en model
for beskrivelsen af dataene), og funktionsfors&rifbestemmes ved afleesniafgo punkter pa den
rette linie (hvorefter seetning 1.4.4 hhv. 1.6.1@des i anvendelse).

Hele denne proces kan automatiseres (men af bgligefag psedagogiske grunde ikke erstattes)
v.hj.a. grafregneren. Vi ser fgrst pa eksponentekst og vender senere tilbage til potentiel vaekst.
Vi vil ikke her komme ind pa, hvordan grafregneferetager selve udregningen, men blot ngjes
med at forteelle, hvordan vi far den til det. Intserede leesere henvises til litteraturen om emnet.

Eksponentiel regression.

Beskrivelsen af emnet ma ngdvendigvis bygge pan@ilata”, sa vi vil anvende dataene fra gvelse
1.5.5 og v.hj.a. grafregneren undersgge funktidi@)) for hvilken vi har falgende malte data:

t 3 5,5 7 8 9,5 12 14 16,5 19

H(t) 1913 4009 6198 8334 12903 27001 48150 10Q02000@4

Farst skal vi have dataene ind i grafregnerens muakelse, i de sakaldte lister. Disse lister benaev-

nes ly, Lo, Ls, Ly, Ls 0g Ls — men vi skal her kun bruge to af dem.

Vi far fat i listerne ved at tastESTAT] og veelge: Edit og tasfENTER).

Hvis der er data i listerne (fra sidste gang de bleigt), kan disse fiernes pa bl.a. falgende te ma

der:

1) V.hj.a. piletasterne markeres listens navn gvgrgepderefter tast§ €LEAR] og v.hj.a. pileta-
sterne gas ned i listen igen og dataene forsvirder,

2) Alle datai alle lister kan fjernes ved at tag@ed [MEM] og her veelge: ClIrAllLists — inden
listerne findes frem.

Herefter tastes de nye data ind i to af listernet. € nemmest — men ikke ngdvendigt — at bruge
liste 1 og 2, hvor den uafhaengige variable (dirsvenstaende tabel) indtastes;idg den afhaen-
gige variable, (dvs. H(t)) indtastes4.L

Det er nemmest at udfylde en liste af gangen, dtash farst t-veerdierne i;log derefter H(t) i b
(Stil markgren pa det gverste felt i listen, skigrdien og ta§ENTER], osv. osv.)
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Vi er nu klar til at lade grafregneren udfgre de&spmnentielle regression, dvs. beregne den ekspo-
nentielle veekstfunktion, der bedst passer pa deegilata. Farst forlades listerne ved at t4&red|
[QUIT], og derefter kalder regressionen frem ved attdS&AT], markere CALC gverst oppe
v.hj.a. piltasterne, og her veelge ExpReg (f.eks.atadarkere ExpReg v.hj.a. piletasterne og deref-
ter tast§ ENTER)).

| displayet star der nu ExpReg og markaren stariogdy — venter pa neeste skridt. Da vi har valgt
listerne Ly og Ly, kan vi nu blot tastfENTER], idet ExpReg default (dvs.: pa forhand) er indtill

til at anvende Log L. Hvis vi havde indtastet dataene i andre listaulls deres navn anfares i
displayet efter ExpReg (f.eks. ExpReg, ILs) inden der tastgENTER]. Listenavnene skrives i
displayet ved at tasf@nd [1], [2nd [2], osv. (Bemaerk kommaet mellerp &g Ls).

| displayet star nu:

ExpReg
y = a*b”x
a=797.5871408
b =1.340501527
P = 9999957379
r=.999997869

Til dette resultat skal der knyttes en del kommesntar

« Vaer meget opmaerksom pa, at funktionen angivesrpéefu y = &, dvs. der er byttet rundt
pa a og b i tht. den made, funktionerne genereitbaes i afsnit 1.4.

« Resultatet bliver: H(t) = 797 61,340%

« Hyvis de to sidste linier ikkeises i displayet, kan de hentes frem pa falgenéde: Tast
[2nd [CATALOG], veelg v.hj.a. piletasterne DiagnosticOn og [lEMTER]. DiagnosticOn star
nu og venter i displayet, og der tagtESITER] igen, hvorefter der skrives: Done.
(Herefter skal ExpReg aktiveres igen som omtalt toren

» Tallet r kaldes korrelationskoefficienteDet er et tal mellem —1 og 1. Tallet er positot én
voksende funktion og negativt for en aftagende fiomk Korrelationskoefficienten giver et mal
for, hvor godt resultatet (dvs. den fundne eksptake vaekstfunktion) tilneermer de givne da-
ta. Jo teettere r er pa 1 (for voksende funktioakey —1 (for aftagende funktioner), desto bedre
er approximationen. | det konkrete eksempel eratted meget fin overensstemmelse med en
eksponentiel vaekstfunktion, idet r = 0,9999978&8aanzesten 1.

« ResultatetTkan vi ogsd bruge (idet det er oplagt, at jo teetter pa 1 eller —1, desto teettere er
r’ pa 1, s&7Tkan ogsa bruges til at forteelle noget om tilnseseres kvalitet).
r? kaldes undertiden forklaringsgradeifer determinationskoefficienten.

Endelig skal det bemaerkes, at hvis vi gerne viljdebeidere med resultatet, f.eks. tegne grafen
eller udregne funktionsveerdier for resultatfunkéonsa er det smarteste at taste f.eks. ExpReg Y
— altsé angive hvilken af grafregnerens Y-vaerdisuitatet skal anbringes i — i forbindelse med
regressionsudregningen.; ¥fter ExpReg fremkommer ved at tagi¢ARS], veelge: Y-VARS, her
veelge: Function, og endelig veelge: Y

Da funktionsforskriften nu er placeret under(¥e selv efter ved at tagté=]), kan grafen tegnes
ved blot at tasttGRAPH] — og evt. tilpasse vinduet v.hj[&/INDOW]-tasten. Af samme arsag

kan der udregnes funktionsveerdier ved at tasi¢sdfm netop omtalt), hvorefter den gnskede funk-
tionsveerdi udregnes ved i parengdier Y; at anfare det tal, hvis funktionsveerdi gnskesgrze
Bemaerk, at man her alternativt kan br{ged [TABLE] og[2nd [TBLSET] - prgv det !
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Pvelse 1.8.1.

a) Tegn grafen for H(t) fra det ovenstaende pa grafegn

b) Udregn H(1), H(11) og H(25) v.hj.a. grafregneren.

c) Tegn bade grafen og de malte data (de givne purikiaime koordinatsystem.
Dette gares pa grafregneren ved at taRed [STAT PLOT], her vaelge 1, markere "On” og
trykke [ENTER], evt. veelge et nyt meerke ("mark”), og dereftenitgstd GRAPH.

Pvelse 1.8.2.

For at vurdere betydningen af korrelationskoeffitéds starrelse, kan vi prave at aendre nogle fa

veerdier for H(t), og se den heraf falgende betyglfiom veerdien r:

a) Gaind i listerne og lav tallet 4009 om til 600(ndrsavel den nye forskrift som den nye veerdi
af r — og kommentér resultatet.

b) Gaindi listerne og lav desuden 27001 om til 456§@09004 om til 100000. Find savel den
nye forskrift som den nye veerdi af r — og kommeng€ultatet.

c) Fasthold sendringerne fra pkt. a) og b). Tegn grafede opgivne punkter i samme koordinat-
system (jfr. gvelse 1.8.1) — og kommentér restultase

@velse 1.8.3.

Betragt funktionerne: f(x) = 1,8x + 10, g(x) =A@ og h(x) = 1&"%

Lav en tabel over funktionsveerdierne for dissdunktioner i tallene: 1, 5, 20, 50, 110 og 200.
Gennemfgr en eksponentiel regressionsberegningggrind af hver af disse tre tabeller — og
kommentér resultaterner

Pvelse 1.8.4.
Gor v.hj.a. grafregneren rede for, at funktionefigavelse 1.5.5 med god tilneermelse er en ekspo-
nentiel veekstfunktion og find en forskrift for Q.

Tegn grafen for Q og udregn Q(1), Q(11) og Q(29).

Potentiel regression.

Som ved eksponentiel regression ma vi tage udgangsp”givne data”, og vi vil her anvende
dataene fra gvelse 1.7.4. V.hj.a. grafregnerewivihdersgge U(p), for hvilken vi har fglgende re-
gistrerede veerdier:

p 1,2 2 3,4 4,1 5 5,8 7 7,7 8,6

U(p) | 215 267 320 355 380 410 434 455 475

Farst skal vi have dataene ind i grafregnerens mukelse, i listerne, hvilket foregar pa preecis
samme made som ved eksponentiel regression. Fgannemfart en potentiel regression vaelges
PwrReg inde [STAT], CALC. | displayet star der nu: PwrReg — og magkgstar og blinker. Vi

vil med dette samme have det fundne resultat génnmktionslageret Y, sa vi tilfgjer Y, som for-
klaret ovenfor — og tast¢ENTER)].
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| displayet star nu:

PwrReg
y = a*x"b
a=200.044234
b =.401374892
P = 9984928563
r=.999246144

Betydningen af tallet r (odyer den samme som ved eksponentiel regressionadBlenat funktio-

nen gives pa formen: y =&, dvs. ogsa her er der byttet rundt pa rollerne @d b i fht. afsnit 1.6
(hvor der i gvrigt anvendes bade r og a for eksptamei det generelle funktionsudtryk for en poten-
tiel vaekstfunktion).

Resultatet bliver altsd:  U(p) = 20[b**

Pvelse 1.8.5.

a) Tegn grafen for U(p) fra det ovenstdende pa grafegn

b) Udregn U(1), U(10) og U(18) v.hj.a. grafregneren.

c) Tegn bade grafen og de malte data (de givne purikielme koordinatsystenw.

Pvelse 1.8.6.

For at vurdere betydningen af korrelationskoeffitéms starrelse, kan vi pragve at aendre nogle fa

veerdier for U(p), og se den heraf fglgende betyglfon veerdien r:

a) Gaindilisterne og lav tallet 410 om til 610. &isavel den nye forskrift som den nye veerdi af r
— 0g kommentér resultatet.

b) Gaind i listerne og lav desuden 455 om til 45 @§ dm til 100. Find savel den nye forskrift
som den nye veerdi af r — og kommentér resultatet.

c) Fasthold sendringerne fra pkt. a) og b). Tegn grafede opgivne punkter i samme koordinat-
system — og kommentér resultates.

Pvelse 1.8.7.

Betragt funktionerne: f(x) = 1,8x + 10, g(x) =A@ og h(x) = 1&"%

Lav en tabel over funktionsveerdierne for dissduritioner i tallene: 1, 5, 20, 50, 110 og 200r.(Jf
gvelse 1.8.3).

Gennemfgr en potentiel regressionsberegning pabadaf hver af disse tre tabeller — og kom-
mentér resultaternee

@velse 1.8.8.

Gar v.hj.a. grafregneren rede for, at funktionemeEgivelse 1.7.4 med god tilneermelse er en poten-
tiel vaekstfunktion og find en forskrift for E.

Tegn grafen for E og udregn E(1), E(10) og E(18).
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Kap. 2: Eksempler pa modeller —
uden anvendelse af differential- eller integralregmg.

2.1. Logaritmefunktioner.

Logaritmefunktioner anvendes internt i matematilkkeerden til diverse omskrivninger og til udar-

bejdelse af logaritmiske papirer.

Udenfor matematikkens verden finder logaritmefumhér primaert anvendelse i to sammenhaenge:

« til definition af maleenheder

- til grafisk beskrivelse af data, som kan variereraat meget stort omrade, og hvor det er vigtigt
at kunne afleese information om vaerdier i savelldea som den hgje ende af skalaen.

Der er séledes tale om en simpel modellering (s&rbelsesniveau fra faglig til matematisk sam-
menhaeng), hvorimod der kun i ringe grad er taleeormatematisk lgsning pa et fagligt problem
med en efterfglgende faglig fortolkning af den madéske lgsning (jfr. beskrivelsen af matemati-
ske modeller i kapitel 6)

Maleenheder og logaritmiske sammenhange:

Kemiske oplgsninger

Eksempel 2.1.1

Surhedsgraden af en kemisk oplgsning afhaengemnadktaelle koncentratiofHzO'] af oxonium-
ioner i oplgsningen. Jo starre koncentrationekigd” er, desto "stgrre” er surhedsgraden.

Idet koncentrationerne af oxoniumioner ofte er maged, plejer man ikke at angive koncentratio-
nerne selv, men derimod pH-veerdien defineret ved:

pH = —log [Hs0])
hvor [Hz0"] som omtalt stér for oxoniumion-koncentrationen.

For rent vand gaelder, §Hs0'] = 10" mol/liter, hvor enheden mol stér for s& mange atoswm

der er i 12 gram kulstof (&), hvilket vil sige 6,0280%. (I rent vand er der s&led2§ ™’ 8,02310
oxoniumioner pr. liter, dvs. 6,028 oxoniumioner pr. liter).
Vi finder derfor, at pH-vaerdien for rent vand —fog enneutral oplgsning- er:

pH=—log (07") = — (-7)bgl0 = 7.

Hvis [H30'] > 107" mol/liter, s& kaldes opla@sningen for sur oplgsningog vi har da, idet funktio-
nen —log er aftagende), at pH-vaerdien er mindre7eadtsa: pH < 7.

Hvis [H30'] < 107" mol/liter, s& har vi ebasisk oplgsningog der geelder: pH > 7.
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Vi kan saledes sammenfatte:
pH <7 for en sur oplgsning
pH =7 for en neutral oplgsning
pH > 7 for en basisk oplgsning

Det har mange steder betydning, at pH-veerdienrerigége, idet mange "processer” foregar bedst
ved bestemte pH-veerdier. Herunder kan naevnes:

1) geeringsprocesser

2) bakteriers veekstforhold

3) veekst i forskellige typer jord

4) blodets pH-veerdi har betydning for cellernes fumksiduelighed

5) enzymernes aktivitet

Det skal bemeaerkes, at oxoniumioner tidligere bladkhydroxoniumioner, samt at man undertiden
(specielt i aeldre beskrivelser) ser brintionéradvendt i stedet for 4" i definitionen af pH-veerdi.
Men brintioner eksisterer egentlig ikke i oplgsr@ngdet de altid er bundet til vandmolekyleix®d
hvormed vi far oxoniumioner.v

Pvelse 2.1.2.

a) Bestem koncentrationen af oxoniumioner for en aphag hvor pH =3

b) 1 visse industribyer har regn ofte en oxoniumiomdentration pa ca. 0,00008 mol/liter.
Find den tilsvarende pH-veerdi.
Sammenlign med oxoniumion-koncentrationen for ufemnet nedbgr, som har p+b

c) Om en syre A geelder, at dens pH-veerdi er 2,67 hogm anden syre B geelder, at dens oxo-
niumion-koncentration er 3 gange sa stor som Aisckatration. Bestem pH-veerdien fors

Lydstyrke:

Eksempel 2.1.3.
For auditive sanseindtryk (dvs. hgreindtryk) ogléls for visuelle sanseindtryk (synsindtryk) geel-
der Weber-Fechners lov, som kan udtrykkes saledes:

Til lige storerelative tilveekster den fysiske pavirkning (intensiteten)
svarer lige storabsolutte tilveekstardet sansemaessige indtryk.

For at forklare/beskrive dette naermere vil vi usdge lyd (med en bestemt frekvens).

Ved lydendysiske intensitetforstar vi den lydenergi, der pr. sekund pagssenearealenhed vinkel-
ret p& lydens udbredelsesretning. (Lydens fysistangitet males derfor i W/mhvor W betyder
Watt, dvs. energi pr. tidsenhed).

Hvis den fysiske intensitet f.eks. sendresIftl0® W/m? til 12010° W/n?, eller fra50107° W/m?

til 610° W/m?, s& er den absolutte tilveekst i intensiteten 5@ygastarre i det sidstnaevnte tilfeelde
end det fgrstneevnte; men den relative tilveeksearsamme i de to tilfeelde (nemlig 20 %). Hare-
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sansen er da indrettet saledes, at den i sadatuation stort set vil betragte forskelletydstyrke
som veerende den samme i de to tilfeelde.

Nar man skal angive en skala for drrbjektive lydstyrkédvs. det sansemaessige indtryk af lyd-
styrken), sa veelger man derfor en logaritmisk skdkt en vilkarlig voksende logaritmefunktion
log: netop har den egenskab, at der til lige storeiveldéilveekster i x svarer lige store absolutte

tilveekster i log(x). Dette indses péa falgende made:

Lad x, 0g % veere to givne positive tal. Hvig 8g % begge forages med r % (dvs. gives den samme
relative tilveekst), s& far vi taIIen(1+L)D<1 og (1+-)x,. Den absolutte tilvaekst i lg) er

100 100
da givet ved:
logs ((1+5) ;) — log(xa) = log, (1 +15)

Iogc((1+1_(f)0)5(2) —log(x2) = log (1+1—(r)0)
hvormed vi ser, at den absolutte tilveekst i(mger den samme — den afhaenger ikke af x !

Man kunne derfor have valgt at definere den sulyekydstyrke for en lyd med intensiteten | som
loge(l) for en eller anden given veerdi af c. Problemetd denne definition ville imidlertid veere, at
den subjektive lydstyrke ville komme til at afheeragdvilken enhed | males i — og dermed kunne
der skabes internationale og interfaglige problemer

Man har derfor i stedet for valgt definere desubjektive lydstyrke svarende tilntensiteter pa
falgende made:

o

=D

hvor |, er intensiteten af den svagest hgrbare tone ({namesen”).
Til denne definition skal knyttes en reekke kommeartar
« Hgregraensen, for en tone med frekvensen 1000 Hz erla*® W/m?
* Som logaritmefunktion er valgt titalslogaritmen log
. Stﬂrrelseriog(ﬁ) males i enheden bel (opkaldt efter Alexandext@m Bell, der bl.a. op-

fandt telefonen). Men da dette i praksis er enr"stahed, har man valgt at gange med 10
og dermed fa den subjektive lydstyrke L malecibel (dB).

» Der er stadigveek tale om, at der til lige storatreé tilveekster i intensiteten svarer lige sto-
re absolutte tilveekster i den subjektive lydstyikief L = 10Iog(+o) = 10log(l) — 10log(l).
Da |, er en konstant, vil det sidste led (—=1&§(l,)) forsvinde, nar vi udregner forskellen
mellem to L-veerdier. Denne forskel bliver da 10 gmforskellen imellem logaritmen af de
tilsvarende intensiteter, og denne forskel er sorkidret ovenfor uafhaengig af I.

« Hagregraensen indleegger et nulpunkt for den subgkyistyrke, idet hvis | =) sa er den

tilsvarende subjektive lydstyrke, lgivet ved: 1, =10 Iog(:—°) = 10log(1) = 0, dvs. den sub-
jektive lydstyrke L, af den svageste hgrbare tone er 0 dB

« Enheden pa | spiller ingen rolle, idet denne enlysd @ptraeder pg3 dg dermed forkortes
veek i brgken’-. v
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Pvelse 2.1.4.

a) Den gvre graense for lydstyrke, som gret kortvdagt udsaettes for uden at tage skade, er om-
kring 125 dB. P& et diskotek er der en aften emgmsnitlig lydintensitet p& 0,04 Wim
Find den tilsvarende subjektive lydstyrke — og kaentér resultatet.

b) Beregn den subjektive lydstyrke for "normal” tald (meters afstand), idet intensiteten er om-
kring 0,5107° W/n?.,

c) Stajniveauet i en fabrikshal, hvor der bl.a. foregdskeering og slibning af jernplader og beton-
fliser, er malt til at ligge imellem 75 og 110 dB.
Beregn de tilsvarende intervalgraenser for lydinteten.v

Pvelse 2.1.5.

Beregn forggelsen i dB af den subjektive lydstytikas intensiteten af lyden fordobles.
Kommentér resultatet.

(Vejledning Start evt. med en konkret intensitetsveerdi oghgerfar beregningen for denne farst,
inden der laves en generel beregning).

Pvelse 2.1.6.
| forbindelse med anlaeggelse af lufthavne (og astgende virksomheder) er man interesseret i
stgjniveauets afthaengighed af afstanden fra stgjkilHvis man f.eks. skal analysere et jetflys be-
tydning for stgjniveauet i nogle eksisterende mlighaerheden af en pataenkt lufthavn, sa skal man
udover flyets "take-off’-profil (dvs. hvor er dego hvilken hgjde under starten, hvor stgjniveauet
fra flyet er starst) ogsa vide noget om lydintegtsits afheengighed af afstanden til lyd-/stajkilden.
Der geelder her afstandskvadratloven som sigeeden fordobling af afstanden falder intensiteten
1@
r2
ten i r m’s afstand. (Bemaerk, at overfladen af eglé med radius r er givet vedr#).
Man har i afstanden 12 m malt stgjniveauet (defektie lydstyrke) fra en jetmotor til 130 dB.
Beregn stgjniveauet fra en sddan motor i afstanti@@en, 500m og 1200 m.

til en fjerdedel, eller generelt: I(r) , hvor 1(1) er intensiteten i 1 m afstand, og gr)ntensite-

Eksempel 2.1.7.

| praksis males lydintensiteten ved at male detryf som tonen/lyden/stgjen bevirker pa det givne
malested. (En lydbglges udbredelse foregar vedgratde enkelte punkter langs udbredelsesretnin-
gen skiftevis skabes over og undertryk, som sddater sig igennem luften). Maleudstyret kan
male amplituden — dvs. det maksimale udsving frevéegtsstillingen — i disse lufttryk-variationer.
Der geelder, at lydintensiteten er proportional rkeadratet pA amplituden, dvs. der findes en kon-
stant k, s& | =42, hvor A er amplituden.

Om den subjektive lydstyrke L malt i dB geelder ala,

2 2 2
L= 10[ﬂog(Lj - 10[1109( kaJ - 10Eﬂog(A—2] - 10(og (Aj
I, KA, A, A,

L= Zomog(AJ v
A

(o]

dvs.
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Elektroniske komponenter.

Decibel-skalaer anvendes ikke kun indenfor akugyillzere) og andre auditive forhold, men ogsé i
forbindelse med en raekke elektroniske komponewotarantenner, forsteerkere, mm.

Eksempel 2.1.8.

| en reekke elektroniske apparater (radioer, fijemnaptenneanlaeg, guitarforsteerkere, osv. osv.)
sidder der elektriske kredslgb hvis opgave entext farsteerke eller deempe elektriske signaler —
afhaengig af den konkrete situation og behov. \értaim et forsteerkertrin hhv. et deempningstrin.

Ved et forsteerkertrin definerésrsteerkningerfeller forstaerkningsgraden) F som:

F = 10[Ibg(ij

ind

hvor R4 er signalets udgangseffekt (malt i Watt) qg Br signalets indgangseffekt (dvs. effekten
inden det mgder forsteerkertrinet). Forsteerkningélesnidecibel (dB)
Da effekten P af et elektrisk signal er proportianad stremstyrken i anden potens, dvs. PiE k

kan forstaerkningen ogsa udtrykkes ved: EOﬂbg(lLdj (Jfr. omskrivningen i eksempel 2.1.7).
ind

Ved et deempningstrin definerdgampningefeller deempningsgraden) D almindeligvis/ofte som

1oubg(ij 2onbg(l'ﬂj
ind

ind
dvs. man tager den numeriske veerdi for at fa etiposl, idet en deempning bevirker, afgR Png
hvormed logaritmen til brgken bliver negativ. Ogsdmpningen males i dBy

D =

@Dvelse 2.1.9.

Argumentér for, at deempningen D ogsa kan findes s@m= 10%9[%] = 20[[bg[llldj v

ud ud

@velse 2.1.10.

a) Ved et forsteerkertrin er indgangseffektép 10~ oY udgangseffekten 4 W.
Hvor stor er forsteerkningen — malt i dB ?

b) Et forsteerkertrin har en forsteerkning pa 76 dB. Hstor er udgangsstremstyrken, nar ind-
gangsstromstyrken g§210° A&

c) Betragt et deempningstrin med deempningen 15 dB. Hnaorge % bliver effekten af et signal
deempet ved passage af dette deempningstin ?
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Eksempel 2.1.11.

| mange sammenhange (f.eks. i en radios modtagfetsgnaler via en antenne eller i en seismo-
grafs opsamling af rystelser i undergrunden) eudever det gnskede signal ogsa iblanded;’,

dvs. ugnskede signaler som forstyrrer de signalan i den givne situation er interesseret i at mod-
tage/analysere/male pa. (Bemeaerk det generelle ndatigvad der for en person er stgj, kan for en
anden person veere det gnskede “signal”).

Det sakaldtesignal/stgj-forholdndfares til at beskrive forholdet mellem styrkafrdet anskede
signal og af stgjen, saledes at et godt signatfstlapld giver en stor veerdi og et darligt signiajs
forhold giver en lille veerdiSignal/stgj-forholdet SNR malt i decibel (dR¥ineres pa falgende
made:

SNR =10(og S|gn§1|styke
stagjstyrke

Signalstyrken er det gnskede signals gennemsnéfig&t, og stgjstyrken er tilsvarende stgjens (de
ugnskede signalers) gennemsnitlige effekt. (Deeadegs de gennemsnitlige effekter, idet der kan
veere en ikke-uvaesentlig variation i de gjeblikkelggfekter).

Almindeligvis er der i det konkrete elektroniskepapat tale om spaendinger eller stramstyrker, og
som i de ovenstaende eksempler kan SNR ogsa udsyidd forholdet imellem disse, idet faktoren
10 erstattes af faktoren 20 foran log til forholdetllem spaendingerne eller mellem stramstyrkerne.
Bemeerk, at med disse definitioner af SNR opnaatvét starre SNR svarer til et renere signal.

Nar man skal angive SNR for et givet apparat, brugen ofte vendingen, at apparatets SNR er
"bedre end xx dB”, (altsa f.eks. bedre end 65 dB)dermed at antyde en nedre graense og en
worst-case beskrivelse.

@velse 2.1.12

a) | databladet bagest i brugervejledningen til enamddtager kan laeses, at dens signal/stgj-
forhold er bedre end 48 dB. Hvor mange gange sarsggnalstyrken end stgjstyrken. ?

b) Om en seismograf vises, at dens SNR er bedre ed®.34vor mange % udggar stgjstyrken af
signalstyrken. ?

c) Udregn SNR for et apparat, hvor stgjstyrken er D @2af signalstyrken.v

Stjerners lysstyrke:

Eksempel 2.1.13.

Solen er den stjerne, der er neermest jorden, odaw@n lyser den sa kraftigt, at vi ikke kan se de
gvrige stjerner (selvom de naturligvis stadigvaeltes). De gvrige stjerner pa himlen, (som kan ses
om natten), kan nemt vaere lige sa steerke somsgthrkere end solen (forstaet som samlet energi-
udsendelse pr. tidsenhed), men deres meget ststaaditil jorden gar, at de virker meget svagere.
Det afgarende begreb for at beskrive disse forbpldtensiteten i den straling, vi modtager.
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Intensiteten | bestemmes som den energimaengdpr.detlsenhed modtages pr. arealenhed. Inten-
siteten | kan derfor males i WfrDa det er klart, at den energimaengde, der regéstpr. arealen-
hed bliver mindre, jo leengere veek en given enddglker ("afstandskvadratloven”), er stjernernes
intensitet registreret her fra Jorden ilktemal for, hvor meget energi de i virkelighedeisender.
Dette omtales yderligere i eksempel 2.1.16.

| oldtiden inddelte den graeske astronom Hipparttar(Blipparchos) (190-125 f.Kr.) stjernerne i 6
grupper, afhaengig af hvor klare de var, dvs. afligesigden lysstyrke som det menneskelige gje sa
dem med. Disse 6 grupper, som kal(tdsyneladende) stgrrelsesklassblev nummereret 1 til 6,
med de kraftigst lysende stjerner i gruppe 1 ogw@gest lysende i gruppe 6 (dvs. gruppe 6 inde-
holdt de stjerner, man kun lige netop kunne se).

Hipparch angav de tilsyneladende starrelseskldssen. 1000 stjerner i et katalog, hvor antalfet a
stjerner i klasserne 1 til 6 var: 14, 45, 208, &7, 49. Dette katalog blev af Ptolemaeus mediaget
den store astronomiske leerebog Almagest (udgivétion140 e. Kr.), som var "veerket” i en peri-
ode pa mere end 1000 ar. Dette er maske forklaripgeat man i moderne tid har valgt at fasthol-
de en skala for stjernernes observerbare intensdet nogenlunde stemmer overens med oldtidens
visuelle observationer.

Det kreever et treenet gje at vurdere den tilsynel@elstarrelsesklasse med det blotte gje. Men det
er ogsa en vanskelig opgave at nmeiegiven stjernes intensitet — en opgave som &aroe sene-

ste par hundrede ar er blevet lgst mere og meistikefet via den tekniske udvikling — med an-
vendelse af fotografiske og fotoelektriske metalgrpleret med dataopsamling via computere.

| dag bruger man almindeligvis et CCD-kamera ("geacoupled device” lavet af silicium).

Det visuelle (synsmaessige) indtryk af intensitetemhold til den fysiske registrering heraf falger
Weber-Fechner’s lov (se eksempel 2.1.3). Skalaedédb tilsyneladende stgrrelsesklasse m for en
stjerne med intensiteten | defineres derfor veddatie udtryk:

m = k-log () + k

hvor k er en konstant, der fastlaegger skalaens nulpagh, bl.a. fastleegger starrelsen af enhe-
derne pa skalaen.

Gennem en raekke malinger fandt man ud af, at iitetes af en gennemsnitsstjerne i den klassiske
starrelsesklasse 1 var ca. 100 gange sa stor sensit@ten af en gennemsnitsstjerne i starrelses-
klasse 6. | fastlaeeggelsen af skalaen blev det dbdstemt, at falgende ligninger skal opfyldes:

1 =klog (1) + ko og 6 =4%Klog (l) + ko
hvor |; og k er den fysiske intensitet af de omtalte gennemsstjgrner. Da;l= 100l¢ far vi heraf:

6 — 1= klog () + ko — (klog (I1) + k) = 5= k-(log (ls) — log (1004)) = 5= k- Iog(lola j
6

hvoraf vi ser, at k=-2,5 (Kontrollér).

| definitionen af den tilsyneladende stgrrelsesddar vi nu, at: m = —2|6g (1) + k..

Bemaerk, at ker negativ, hvilket passer med den besynderlighiejd, starre intensiteten for stjer-
nen er, desto mindre er stgrrelsesklassen (jftidelds definition beskrevet ovenfor).

Vi mangler endnu at fa fastlagt nulpunktet pa sialag dermed veerdien af Oette har vist sig at
veere en meget vanskelig sag (idek&n afheenge af egenskaber ved det anvendte appalen
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anvendte enhed for intensiteten, sigtbarheden pkomkrete geografiske sted, stjernens hgjde over
horisonten, forskellig intensitet i forskellige dedf lysspektret fra stjernerne mm.) Men princippet
er simpelt: For at bringe starst mulig overensstelsenmed den klassiske definition af den tilsyne-
ladende starrelsesklasse, skahlive en starrelse, sa stjerner, der lige netosé&amed det blotte
gje, tildeles en tilsyneladende starrelsesklasse pa

| praksis veelges en lidt anden vej. Hvis vi teerdgerat vi kender bade den tilsyneladende starrel-
sesklasse pog den fysiske intensites for en given stjerne (en sakatdferencestjerng sa har vi:

m, = —2,5log (lo) + ko 0g dermed: k= m, + 2,5log (lp). Indseettes dette i den generelle ligning:

m = —2,5log (l) + k. far vi (kontrollér):

I
m= m-— 25 Eﬂog(l—j
(0]
Som referencestjerne skal veelges en stjerne, ssenljart og som er let at finde, og dens tilsyne-
ladende starrelsesklasse skal saettes til en vsarder bliver starst mulig overensstemmelse med
det klassiske stgrrelsesklassesystem. Valgetdetfph den klare stjerne Vega i stjernebilledet Ly-
ren, og dens tilsyneladende stgrrelsesklasse siettgs= 0. | alt far vi da:

m = — 25[0og !
IVega

Der er mange fordele ved denne definition:

« Ved at anvende forholdet mellem intensiteter undgam problemer med hvilke enheder inten-
siteten males i.

« Ved at anvende forholdet mellem intensiteter undgan problemer med kalibrering af sit ma-
leudstyr (kalibrering betyder justering af udstyi@tat stemme overens med en given skala).

« Maleprincip: Nar man skal male pa en given stiemé&ler man fgrst pa Vega, registrerer dens
intensitet med det udstyr man bruger og den sidnatian nu befinder sig i, hvorefter man ma-
ler intensiteten af den givne stjerne.

» Der er som omtalt hgj grad af overensstemmelsedetklassiske stagrrelsesklassesystem.

Pvelse 2.1.14.
a) Vis, at der for to vilkarlige stjerner 1 og 2 geeldst: m-—-my= — 25 [Hog(l'—;)
b) Vis, at der for to vilkarlige stjerner 1 og 2 gaeldat: I'—; = 10042 M)
c) To stjerner X og Y har de tilsyneladende stgrrelsssler 3,4 hhv. 4,4.
Hvor mange gange starre er intensiteten af X enti’af Kommentér resultatet.v

@velse 2.1.15.
a) Stjerner der lyser steerkere end Vega har en neijatimeladende starrelsesklasse. Hvorfor ?
b) Stjernen Sirius har en tilsyneladende starrelseskl@ad —1,46 og Solen har en tilsyneladende
stgrrelsesklasse pa —26,74.
Som omtalt kan intensiteterne méles i W/og i en maling findes, agd = 1353 W/m.
Bestem veerdierne adidus 09 Wega ¥

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



Eksempel 2.1.16.

Som omtalt i indledningen til eksempel 2.1.13,deh energimaengde, der registreres pr. arealenhed
bliver mindre, jo leengere veek en given energikddenvormed stjernernes intensitet registreret her
fra Jorden ikkeer et mal for, hvor meget energi de i virkelighedelsender. Dette ligger gemt i
ordettilsyneladendestgrrelsesklasse. (Nogle stjerner ser ud tils¢ Kraftigere end andre stjerner,
selvom de i realiteten ikke udsender sa meget eneatg er bare teettere pa Jorden).

Skal vi sammenligne to stjerners energiudstrakidgskal de altsa ligge i samme afstand fra Jorden.
Dette er desveerre sjeeldent tilfeeldet i praksidavkr derfor et tankeeksperiment: Vi flytter alle
stjerner hen i samme afstand fra Jorden, registdemes intensitet dér — og kan derefter sammen-
ligne dem. De steerkest lysende stjerner vil da \ciene med den stgrste energiudsendelse og de
svagest lysende stjerner dem med den mindste edsagidelse.

Selvom det kun er et tankeeksperiment, har desigdiormalstjenligt at indfare den starrelsesklas-
se, som de enkelte stjerner ville have, hvis da gearbestemt afstand fra Jorden. Som denne af-
stand har man af forskellige arsager valgt 10 gatseor parsec er en seerlig leengdeenhed, hvis
definition vi ikke skal komme naermere ind p& (1sear= 3,084.0"° m).

Vi fastseetter hermed faglgende: Ved ddasolutte starrelsesklasséfor en stjerne forstar vi den
starrelsesklasse, som stjernen ville have, hvisbéésndt sig i afstanden 10 parsec fra Jorden.

Ifglge eksempel 2.1.13 har vi, at: M = —RB§(l10) + ko, hvor |oer den fysiske intensitet vi

ville male, hvis stjernen var i afstanden 10 parséichar desuden, at: m = — 2dg§(l,) + k2, hvor

I, er den faktisk registrerede intensitet. Indekge t skal angive stjernens reelle afstand til Jorden.
Pa baggrund heraf ses (kontrollér), at:

M—-m = —2,5[[bg(|lﬂj
r
Som omtalt geelder afstandskvadratloven for intetesit 1(r) :@ , hvor 1(1) er intensiteten i

r2

afstanden 1 leengdeenhed og I(r) er intensitetéstaraden r laengdeenheder fra energikilden.
| den ovenstaende situation med stjernerne far vi:
_ 1@ _ 1@
I = = 0g 10l = 102
hvor afstandene males i parsec.

2

Vi ser, at: Ilﬂ :;F ogdermed, at: M—-m = 2,5Dbg(

2
r_2 = —5log(r) + 5 (Kontrollér!)

; 10

Der geelder altsa falgende sammenhaeng for en gijenesmellem den absolutte stgrrelsesklasse,

den tilsyneladende starrelsesklasse og afstand&hi(parsec):

M = m-38og(r) +5 |

For nogle stjerner er man ved forskellige avanceradtoder i stand til at bestemme (male eller
estimere) afstanden r, for andre er man ved andnecarede metoder i stand til at vurdere den ab-
solutte stgrrelsesklasse M. Ved kendskab til deynteladende starrelsesklasse m kan M eller r
herefter beregnes.
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Kendskab til stiernernes afstand indgar i en ragigteonomiske modeller, herunder universets op-
bygning og ekspansion. Kendskab til en stjerneslatie starrelsesklasse indgar i andre astronomi-
ske modeller, hvor stjernens samlede energiudsemétah bestemmes ud fra M. Denne samlede
energiudsendelse spiller en afgagrende rolle fordaso man skagnner, at stjernen er opbygget og
hvor langt den er i sin udvikling.

Nu er neervaerende bog ikke en lserebog i astronoem,darimod en bog, hvor bl.a. anvendelse af
logaritmiske skalaer og formler skulle preesentevestandser derfor gennemgangen her — og over-
lader interesserede leesere til den astronomiskedlitir pa omraderner

Pvelse 2.1.17.

a) Vis, at hvis to stjerner har samrabsolutte stgrrelsesklasse (og dermed samme &tatgiud-
straling pr. tidsenhed), sa geelder der fglgendadbmellem deres tilsyneladende starrelses-
klasser mog m og deres afstande og r, til Jorden:

r
m, —-m, = 5@09(—1
r
b) Hvor stor er forskellen i den tilsyneladende stigesklasse for to lige lyssteerke stjerner, hvor
den ene er dobbelt sa langt veek fra jorden sonaddan ?
c) Hvor stor en procentuel afstandsforskel svaranrtiforskel pa 1 i den tilsyneladende stgrrelses-

klasse for to lige lyssteerke stjernerv?

Pvelse 2.1.18.

Som neevnt i det ovenstaende geelder,\atsw 0 og M, = — 26,74.

a) Afstanden til Vega er 7,5 parsec. Hvor stor er \éegjasolutte starrelsesklasse ?

b) Middelafstanden til Solen er ca. 1,486 m. Hvor stor er Solens absolutte starrelsesklasse
Sammenlign de to resultater og kommeneér.

QDvelse 2.1.19.

Om en stjerne har man vurderet, at dens absolatteelsesklasse er — 3,7 og dens tilsyneladende
starrelsesklasse er 3,1. Hvor langt fra Jordembefidenne stjerne sig 9

Fotografering.

Uanset om man fotograferer analogt (pa filmruligr digitalt er der fire parametre/faktorer fil a
bestemme lyspavirkningen af filmen eller de digitsénsorer:

» Lysstyrken fra selve lyskilden (dvs. lysstyrken pativet)

« Blaenden (dvs. starrelsen af den abning, der opsiaman trykker pa udlgseren pa kameraet)
e Lukketiden (dvs. hvor lang tid bleenden er aben rddunadske hedde abningstiden, men ....)

* Filmens eller sensorernes faglsomhed overfor lyset.

Pa de fleste moderne kameraer er der en eller dnderfor automatik, som afleeser filmens lysfal-
somhed, maler lysstyrken pa motivet og fastleeggesdtiden og/eller bleenden, men pa mange af
de specielt lidt dyrere kameraer kan man sla dant@matik fra og selv foretage sine valg af disse
parametre (hvilket specielt bruges af professienfeilografer, fotoentusiaster mm.).
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Eksempel 2.1.20

Verdens farste fotografi blev taget i 1826 af JbsdpEpce. Eksponeringstiden (dvs. den tid lyset
fik lov at pavirke den lysfalsomme fotografiske g var ca. 8 timer, og resultatet var derefter.
Op igennem 1800-tallet blev der gjort en reekke gpti®r og opfindelser, som bade forbedrede
fotografiets kvalitet, anvendelsesmuligheder aggtihgelighed. | 1878 blev Eastman Kodak Com-
pany (kort: Kodak) grundlagt af amerikaneren Gedtgstman, og i 1888 blev der i Berlin grund-
lagt en virksomhed med et langt navn, som blevduek til Agfa. Disse to selskaber var i lang tid
de farende i hhv. USA og Europa indenfor fotoartikle

| slutningen af 1800-tallet var man kommet sa langtviklingen, at der viste sig behov for at kun-
ne angive en filmy/sfalsomhed- eller dendastighegd som det ogsa blev og stadig bliver kaldt.
To engelske videnskabsmeend (F. Hurter og V.C.Didffiepfandt en metode og en skala — den
sakaldteH&D-skala — til at definere en films lysfalsomhed. Nogenlarsdmtidig (i 1894) opfandt
tyskeren Julius Scheiner en anden metode til avarigmens hastighed. Den tilhgrende skala kal-
desScheiner-Grad.

Udviklingen fortsatte med gget intensitet op igenrk900-tallet. F.ekdlev spejlreflekskameraet
opfundet i 1903, i 1906 blev der opfundet film, senlige falsom overfor alle dele af farvespektret
og som derfor giver en bedre/mere korrekt gratoaingjlledet (som stadigveek var "sort-hvidt”),
ogi 1928 en lysmaler, sa man bedre kunne bestestemé&orrekte eksponeringstid til de "hurtige-
re” film, der i bedre og bedre kvalitet var komrpétmarkedet siden slutningen af 1800-tallet.

Den tyske virksomhed Agfa videreudviklede pa HuagDriffields arbejde og fandt i begyndelsen
af 1930’erne en praktisk metode til maling af fillgsfalsomhed, en metode som blev accepteret
som national standar@IN-skalaen. Denne metode/skala aflgste H&D-skalaen og Schéimnad.
(DIN kommer af: Deutsche Industrie Norm eller soet ldedder i dag: Deutsches Institut flr Nor-
mung). Nogenlunde samtidig opfandt amerikaneren EdlWéeston den farste elektroniske lysma-
ler — og firmaet Weston indfgrte sin egen sklaston-skalaen der var designet til at skulle bru-
ges sammen med den nye lysmaler-type, der hutégtrheget populeer. Omkring 1940 kom Ko-
dak med deres bud pa en skala, som af ASA (AmeBtandard Association) blev gjort til den
amerikanske norm pa omradagA-skalalen, ligesom British StandardBg) ogsa arbejdede med
emnet.

De omtalte skalaer til bestemmelse og angivelditnas lysfalsomhed bygger pa forskellige — og
undertiden besveerlige — metoder, som ogsa bevakeanggle af dem (ASA/Weston) er linezere ska-
laer, hvor en fordobling eller halvering af skaladlgen svarer til en fordobling eller halvering af
falsomheden, hvorimod andre (DIN/H&D/Scheiner)agdritmiske skalaer (bygger pa sansemaes-
sige indtryk).

| 1960-1962 blev der arbejdet pa en internationetiotie/standardASA/BS/DIN), som byggede pa
lidt af hvert fra de tidligere skalaer, men sangtiliev baseret pa en vaesentligt simplere metode.

| denne standard blev der fastlagt fglgende samasagh

DIN = 1 + 10ibg(ASA)
En ASA-veerdi pa 100 giver saledes en DIN-veerdi paglen DIN-veerdi pa 27 svarer til en ASA-
veerdi pa 400 i afrundede tal (Kontrollér !). ASAstadigvaek en lineaer skala, og DIN er, som det

fremgar, baseret pa en logaritmefunktion.

| Sovjetunionen og @steuropa brugte man deres@Q@&T-systemtil angivelse af lysfglsomhed.
GOST er et lineeert system pa linie med ASA, men ldétavere veerdier i skalaen.
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Siden har den internationale standardiseringsosgéion ISO (som beskeaeftiger sig med meget an-
det end film) overtaget specifikationen. F.eks.ia@gstandarden 1SO 5800: 1987 (altsa nr. 5800
fra ret 1987) hvordan man skal male og angivedissien/lysfalsomheden for farve-negativ film.
ISO bruges nu i stedet for de andre omtalte skatmerend der er reminiscenser fra de tidligere
systemer i maden man angiver veerdien pa. ISO lastalig filmhastigheden blive anfart med to
veerdier: en lineaer og en logaritmisk. F.eks. eiSéh400/27 film en film, hvor 400 svarer til
ASA/BS-veerdien og Z7svarer til DIN-vaerdien. (Tegnéhar ikke noget med temperatur at ggre !).

Bemeerk, at i alle skalaerne er det saledes, agjoesfilmhastighed/lysfglsomhed, desto hurtigere
eller mere lysfalsom er filmen, hvormed der kreav@sdre lys til at opna et godt resultat. Pa denne
made tillader brugen af "hurtigere” film, at mamkanvende kortere lukketid eller mindre bleende.
Bemeerk ligeledes, at en films hastighed/lysfalsatrdrefastlagt i produktionsprocessen og ikke
kan gendres under brugen af filmen.

Pvelse 2.1.21.

| eksempel 2.1.20 omtales, at en fordobling i AS&rdien svarer til en fordobling i lysfalsomhe-
den af de betragtede film.

Argumentér for, at en fordobling hhv. en halveraidysfalsomheden svarer til en forggelse hhv. en
formindskelse pa ca. 3 i DINe

Pvelse 2.1.22.
Lav en tabel, som angiver (afrundede) ASA-veerdieriiim med heltallige DIN-veerdier fra 15 til

og med 33, og kommentér resultaset.

Eksempel 2.1.23.

Som omtalt i indledningen til dette delafsnit ontofgrafering er der fire faktorer, der bestemmer

pavirkningen af filmen (eller de digitale sensorer)

» Lysstyrken fra selve lyskilden (dvs. lysstyrken pativet)

« Bleenden (dvs. starrelsen af den abning, der opsiéman trykker pa udlgseren pa kameraet)

» Lukketiden (dvs. hvor lang tid bleenden er aben)

« Filmens (eller sensorernes) falsomhed overfor Jysem vi har beskaeftiget os indgaende med i
eksempel 2.1.20).

Den lysmaengde, der slipper ind i kameraet, afhasafdgdeendens og af lukketidens starrelser.

Jo stgrre disse er, desto mere lys kommer debied.indslupne lysmaengdes pavirkning af filmen
afhaenger af filmens lysfglsomhed (der som omigkisempel 2.1.20 ogsa kaldes filmens hastig-
hed). Jo starre lysfglsomhed/filmhastighed, destoe pavirkning.

Som etsamlet malfor disse tre faktorers virkning, dvs. for denrhgngde der slipper ind i kame-
raetog for dens pavirkning af filmen, benyttes begrebdtélerexposure valuéeksponeringsvaer-
di), der forkorte€V.

EV-skalaen er indrettet pa den lidt "bagvendte” madgo stgrre EV, desto mindre blaendeabning,
lukketid eller filmhastighed — eller en kombinatiberaf — skal der til for at opna et godt resultat.
Denne bagvendthed fiernes maske, hvis vi ser gagstillingen pa en lidt anden made. Jo starre
lysstyrke der er pa motivet, desto mindre blaendiegbiukketid eller filmhastighed skal der til at
give et godt resultat. En stor EV veerdi svarer dertited kraftigt belyst motiv.
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Maleenhed EV ses derfor ofte anvendt pa (Izse ielitryggede) lysmalere. Disse indstilles farst til
en bestemt lysfglsomhed (svarende til lysfalsomhddeden film man aktuelt bruger), hvorefter
lysstyrken pa motivet afleeses pa (registreresyafpéleren. Herefter indstilles kameraet (gennem
valg af film (med en vis falsomhed), bleendestgerelg lukketid) til at passe til motivets EV-veerdi.
Vi skal altsa have lysstyrken pa motivet til atgmsl den rigtige kombination af bleende, lukketid
og filmhastighed i kameraet.

EV-skalaen er indrettet saledes, at hvis lysstypg@motivet fordobles, sa forages EV med 1, og
hvis lysstyrken pa motivet halveres, sa formind€kesmed 1.

Hvis vi ser pa situationen fra "kameraets synsvihled svarer dette til, at hvis den samlede pa-
virkning af en film med en given kombination af tkara-parametrene”: blaendestarrelse, lukketid
og filmhastighed fordobles, sé aftager EV med 1hvig den samlede pavirkning halveres, sa stiger
EV med 1.

En fordobling af den samlede pavirkning af filmem kgpnas ved at fordoble bleendens areal, ved at
fordoble den tid blaenden er aben (dvs. lukketiddiey ved at fordoble filmens lysfalsomhed.

Da hver af disse fordoblinger vil fgre til reduktioEV-vaerdien med 1, vil en oplagt definition af

EV ud fra kamera-parametrene bygge pa anvendelegaitmefunktionen logmed grundtal 2 pa
falgende made:

EV = konst. — lgfpleenderaredllukketid [lysfalsomhed)

idet der om loggeelder, atlog, (2x) —log, (X) = Iogz(%) = log, (2) =1 for et givent x > 0.

En fordobling af x giver altsa en forggelse padgiivaerdien, hvormed en fordobling giver en
formindskelse pa 1 i —legveerdien.

Konstanten bruges til at fastleegge nulpunktet fordk®laen. Bemaerk, at ved at gange de tre "ka-
mera-parametre” med hinanden vil en fordoblingpt lein af dem give en formindskelse pa 1i EV.

For at fuldende definitionen af EV-skalaen manglerwat fastleegge, hvordan og i hvilke enheder
bleendeareal, lukketid og lysfalsomhed skal masit $ivordan nulpunktet — og dermed konstan-
ten — skal fastleegges.

Vi starter med de nemmeste: lukketiden og filmgisgdlsomhed.

Lukketiden males i sekunder, og lysfalsomheden sndden farste vaerdi i ISO-angivelsen (altsa
ASA-tallet) delt med 100. (Vedr. ISO og ASA: se ekgpel 2.1.20. Bemaerk, at der anvendes den
lineaere ASA-skala og ikke den logaritmiske DIN-skfdr at sikre, at en fordobling af veerdien gi-
ver en fordobling af lysfalsomheden). Der deles m@d for at undga for store EV-veerdier.

Bleendearealet er noget mere kompliceret, som ttgride vil vise.

Den linse, der anvendes i kameraet, har en viscigitte (afstanden fra centrum af linsen til det
punkt, hvor parallelle straler, som sendes vinkétr@ pa linsen langs med linsens akse, samles).
Denne breendvidde kaldes pa engelsk: focal lengtheogevnes med "f”.

Blaendens stgrrelse angives nu ved diameteren afiblaudtrykt i brgkdele af Hvis vi f.eks. har
en f/11-bleendestarrelse, sa betyder det, at blasriiameter er 1/11 af linsens breendvidde (den
skra streg i notationen f/11 er altsa et divisiegat!). Hvis vi derfor har en 80 mm linse, dvs. en
linse med en breendvidde pa 80 mm, sa er diameitédelrbleenden 80/11 mm, dvs. ca. 7,3 mm.
Blaeende&bningens areal er derfor proportional mad Xf(overvej dette !), hvormed tallet der anfe-
res efter f/ er et mal for bleendearealet for eegkamera. Dette tal kaldésallet for bleenden.
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Af praktiske arsager kan man ikke have alle mutigendeabninger i et kamera. | moderne kamera-
er (med tilhgrende linser) har man almindeligvigvat kunne indstille kameraets bleendeveerdi pa
falgende positioner (eller en delsekvens heral): f/1.4, /2, /2.8, f/4, /5.6, /8, f/11f/16,

fI22, /132, /45 og f/64, (hvor der af opskrimgsmaessige arsager er brugt decimal-punktum,
hvilket ogséa er almindeligt i praksis, hvor manka@neraet/linsen mm. oftest blot anfarer f-tallet).
Hvis vi kun ser pa f-tallet fremgar det, at denakvens af vaerdier netop svarer til, at man kommer

fra det ene f-tal til det naeste ved at gange RiRd (Bemeerk, at der af praktisk arsager benyttes

afrundede veerdier for f-tallene). Bemaerk desudievia f-tallet ganges med2, s& svarer det
netop til, at bleendedbningens areal bliver halv@netrvej !!), hvormed der slipper halvt sa meget
lys igennem.

| definitionen af EV-skalaen anvendes f-tallet smdl for blaendens starrelse. f-tallet har ingen
enhed og er uafhaengig af hvilken enhed braendvitlidimsen males i. Som omtalt er bleendearea-
let proportional med (f-tallef)?, og det er netop denne starrelse man har valgtiatindga i defi-
nitionen af EV.

Vi har dermed naet frem til, at:
EV = konst. — log((f-tallet) "% @ CASA/100),

hvor t er lukketiden malt i sekunder og ASA starffimens ASA-vaerdi (det farste tal i filmens
ISO-veerdi). Vi mangler nu blot at fastleegge konstanVeerdien af denne findes af, at man pr. de-
finition seetter EV = 0 for en ISO100 —film, nar lwtlden t er 1 sekund og f-tallet er 1. Dette giver
0s:

0 = konst. — log((1)~?[L (100/100) = konst. — lefl) = konst.

hvoraf vi ser, at konstanten er 0.
Det endelige udtryk for EV-skalaen ser dermed sHed:

EV = —Iog{ 1 EHGASAJ

(f —talle)®> 100

Bemeerk, at man ved angivelse af EV-vaerdier ofteauafltil hele tal, saledes at hvis f.eks. f-tallet
er 5.6, t = 1/125 sek. og ASA = 400, sa er: EV339, men det vil blive anfart som EV = 10.

Afslutningsvist skal det bemaerkes, at nogle kamidraeen speciel indstillingsmulighed (en sa-
kaldt eksponeringskompensering) — typisk med vasdie2, +1, 0, —1 og —2 — som fotografen kan
bruge til bevidst at under- eller overbelyse filmBe angivne talveerdier er angivet i EV.

Pvelse 2.1.24.

Anvend saetning 1.1.9 og formlen for EV i eksemp2I2Z3 til at udregne EV-veerdierne i fglgende
situationer (husk at afrunde veerdierne):

a) f-tallet = 1.4, lukketid = 1/60 sek. for en ISOMR7-film.

b) t=1/250, ASA =800 og f-tallet = 22

c) ASA =200, f-tallet=5.6 ogt=1/500r
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@velse 2.1.25.
Vis, at formlen for EV ogsa kan udtrykkes pa foldemader:

(f —tallet)? 100
t ASA

EV = Iogz(

_ 2
j oy EV= 3,3309(« tallet) D100)

ASA

Benyt hver af disse formler til at bestemme EV-vandigvelse 2.1.24 a)y

Pvelse 2.1.26.

Pa mange kameraer er lukketiden angivet i sprimisk med fglgende veerdier (i sekunder):

1, Y, Y4, 1/8, 1/15, 1/30, 1/60, 1/125, 1/250, 1/3900000, 1/2000. Bemeerk, at der i alt vaesentligt

er tale om en halvering af lukketiden fra et sktildtlet naeste i denne raekke af veerdier.

Pa tilsvarende made er f-tallene som omtalt i ekstr.1.23 almindeligvis angivet i spring med

folgende veerdier: 1, 1.4, 2, 2.8, 4, 5.6,18, 16, 22, 32, 45 og 64, hvor et springefna

veerdi til den naeste svarer til en halvering af bledéningens areal.

Betragt en given film med en given lysfglsomhedifiastighed, som fastholdes i det fglgende, og

antag, at der pa motivet er en bestemt lysstydkeormed der skal anvendes en bestemt EV-veerdi.

a) Argumentér for, at for at sikre et godt billede Isddaspring fremad i reekkeaf veerdier for luk-
ketiden modsvares af et spring tilbage i reek&ieveerdier over f-tallene — og omvendt.

| praksis vil den sakaldte dybdeskarphed i billeafatenge af blaenden: Jo stgrre bleendeareal, desto

mindre et omrade vil fremsta skarpt pa billedetmibeeffekt kan derfor opnas ved at veelge blaen-

den — og dermed lukketiden passende.

b) Pa et givet motiv er lysstyrken EV = 12, og der ligsyen 200 ASA film. Opstil en liste af
sammenhgrende veerdier af f-tal (bleenden) og lulk&eti, som vil give gode resultater for et
kamera, som har fglgende lukketider til radighed; 1/15, 1/30, 1/60, 1/125, 1/250, 1/500.
Hvilket af f-tallene giver den mindste dybdeskampliigruges til portreetfoto, hvor personen skal
sta skarpt i billedet, medens baggrunden skalsktarp) ? v

Pvelse 2.1.27.
Betragt en given veerdi af f-tallet og lukketiden t.

a) Argumentér for, at der findes en konstant c, sS8AA= c2 5/

b) Bestem veerdien af c, hvis f-tallet er 11 og luktteti er 1/60 sek.

c) Hvilken filmfalsomhed bar veelges, hvis der pa etimer en lysstyrke pa EV = 10, og vi kun
rader over et kamera, som har en bestemt bleendseafsvarende til f-tallet 11) og en bestemt
lukketid p& 1/60 sek. ¥

Pvelse 2.1.28.

Mange kameraer kan indstilles "pa tid”, dvs. mastemmer selv lukketiden/eksponeringstiden.

a) Hvor lang tid skal kameralinsen veere aben for mmeda® ASA film og et f-tal pa 2.8 at kunne
fa et godt billede ud af et nattemotiv, hvor EV % 2

b) Et kamera har en speciallukketid pa 30 sekundegheteil aftenfotografering.
Hvilket f-tal skal veelges for bleenden for at fagetlt billede ud af et aftenmotiv med EV = -3 ,
nar der benyttes en 800 ASA filmw

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



Toneintervaller og musikskalaer.

Den historiske udvikling af musikskalaer og tonermagller, transponeringsmuligheder (at spille en
given melodi i en anden toneart end den er skresathed eller urenhed i klangbilledet, opfindelse
af nye musikinstrumenter eller ny stemning af kendtisikinstrumenter, sa de passer til forskellige
skalaer osv. osv. er en omfattende sag at beskgVigger helt udenfor rammerne af denne bog.

| det fglgende gives blot nogle fa grundleeggenttanmationer, hvorefter der fokuseres pa den ma-
tematiske side af emnet.

Eksempel 2.1.29.

Man kan ud fra hgresansens anatomiske grundlagnamere for — og ud fra tusindvis af psykolo-
giske eksperimenter dokumentere —, at menneskdexenforskellenmellem toner ud fra forhol-
detmellem tonernes frekvenser. (Frekvenser, dvsl awitagninger pr. sekund, males i Hertz (Hz)).
Uanset tonernes "hgjde” (dvs. frekvens) vil masatipfatte det samme toneinterval imellem to
toner, nar blot forholdet mellem deres frekvensesres.

Det vil derfor veere oplagt at anvende logaritmefionier til beskrivelse af destansemeaessige ind-
tryk af et toneintervalSIT) pa falgende made:

SIT = k Iogc(:—zj

1
hvor k er en konstant, der er med til at fastlesgygeeden sammen med c, der er logaritmefunktio-
nens grundtal, og hvoy bg % er de to toners frekvenser.
En almindelig anvendt enhed for SIT eradtay, som svarer til en fordobling af frekvensen, (dvs.
at 1 oktav svarer til, ap £ 2f;). Hvis vi lader ¢ = 2, dvs. hvis vi bruger 2-taigaritmen, sa bliver
k =1, (overvej !!), og vi far falgende simple fogin

SIT oktaver = Iogz(];—zj
1

Ofte anvendes dog enheden millioktav, dvs. 1/10@8w idet enheden oktav er for stor til beskri-
velse af diverse musikteoretiske emner f.eks.finstemning af instrumenter.

Som det maske er leeseren bekendt — og som detesmtigt falgende eksempel — opdeles en oktav
i 12 toner. Man har derfor ogsa fundet det relewmdfgre en SIT-enhed, som kaldest og

som er fastlagt ved, at en oktav er 1200 cent.

Der geelder altsa:

SlTmillioktaver = 100(])]]092(];—2j 0g SITent = 120@092(];—2j
1 1

Uanset hvilken af de omtalte maleenheder, der atesefor SIT, sa har de den store fordel, at hvis
man tager to intervaller, der ligger i forleengedédinanden, sa fremkommer der et nyt interval,
hvis stagrrelse blot findes som summen af de tandptige intervaller (noget der bestemt ikke er
"naturgivent” pa forhand). Dette kan lidt mere piseadtrykkes pa falgende made:
Lad det ene interval S{Tveere givet ved at det gar fra tonen med frekvehstintonen med fre-
kvensen £, medens det andet interval $iJar fra tonen med frekvensertif tonen med frekvensen
fs. (Frekvensernef f, og & er anfagrt i voksende orden). Herved fremkommel déret interval
SITia: fra tonen med frekvensentil tonen med frekvensen, thvorom der geelder:

| SIT+SIT, = ST |
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Dette indses saledes:
Uanset hvilken af de omtalte SIT-enheder, der atesnsa geelder der:

f f
SIT; = klog, fa ,  SIL = Klog,| ->| og  SlE: = klog,| >
fl f2 fl
hvor k enten er 1, 1000 eller 1200.
Vi ser heraf, ved anvendelse af almindelige regylerdor logaritmer (kontrollér), at:

SIT; + SIT, = k[ﬂog{%j + k[l]ogz(f_e’j .

f
1 2

k flog,(f,) ~log,(f;)) + kiog,(fs) ~log,(f,)) = klog,(fs) ~l0g,(f;)) = SiTan
hvormed det gnskede er bevise.

@velse 2.1.30.
Betragt tre toner med frekvenserne 410 Hz, 690 d¢H205 Hz.
Bestem veerdien af de tre intervaller imellem disser — udtrykt i hver af de tre SIT-enheder om-

talt i eksempel 2.1.29»

Eksempel 2.1.31.

Nar man f.eks. pa en violin, en guitar eller evklaanslar ("knipser”) en streng, sa vibrerer den
med en bestemt (grund)frekvens — resonanstonemm-athaenger af strengens leengde, tykkelse og
udspeaendingskraft. Jo laengere en streng, destoadghdone, jo tykkere en streng, desto dybere en
tone og jo starre en udspaendingskraft (dvs. jorstrare strengen er udspaendt) desto hgjere en
tone. Ved at variere pa disse starrelser kan nmaa i en streng til at spille forskellige tonar{f
skellige frekvenser).

Man kan ogséa have flere forskellige strenge afigliig) leengde, tykkelse og/eller udspaendings-
kraft ved siden af hinanden. Nar man anslar flédisse strenge samtidigt, kan resultatet blive alt
fra noget der af gret (dvs. af hjernen via gretatbgs som velklingende og harmonisk til noget, der
lyder afskyeligt og "gar ondt” for det musikalskeegHvordan resultatet opfattes afheenger primaert
af forholdet imellem de anslaede strenges (grueklfnser.

Det menneskelige sanseapparat er indrettet saledsisjple forhold mellem frekvenserne lyder
"paenest”. | deres renglgave er de grundleeggende paene intervaller (pimeasallerne).oktav,
kvint og kvartdefineret pa fglgende made:

| intervallet en "oktav” er forholdet mellem tonesfrekvenser lig med 2:1 (jfr. eksempel 2.1.29),
i en "kvint” er forholdet mellem frekvenserne ligeoh 3:2, og i en "kvart” er forholdet 4:3.

Det ses (kontrollér), at en "ren” kvint er lig m@thr en SIT-veerdi pd) 584,96 millioktaver og en
"ren” kvart er lig med (har en SIT-veerdi pd) 415#lioktaver.

En oktav er et seerlig "paent” — om end lidt kedeligigende — interval, idet to toner med en oktavs
forskel lyder ens i sit klangbillede, blot er dareedybere end den anden. Nar man spiller en melodi
med en given tone som udgangspunkt — og bageftarspelodien en oktav hgjere — sa lyder det
pa en made "ens”, men dog alligevel forskelligtrmgtonernes hgjdeforskel. Denne ensartethed
kan let forklares ud fra begreberne grundtonerwagtoner for en svingende streng, men vi vil ikke
ga dybere ind emnet, der blot omtales her, idespidier en rolle for tonernes navngivning.

To toner med en oktav imellem gives det samme naeridet fra et evt. "placeringsnummer”).

Steen Bentzen: "Matematik for Gymnasiet. Logaritra&sponential- og potensfunktioner — og materatisodeller”



- 63

Nar man skal stemme f.eks. en violin, en guitaredt klaver, sd ggres det ved at sendre pa ud-

spaendingskraften, idet strengenes dimensioneret g fra instrumentets design.

Et af de store spgrgsmal igennem den europzaeiskei@ibar vaeret, hvordan man skulle stemme
klaveret og dermed fordele toner over klaveretgeater, hvilket dermed selvsagt fik betydning for
alle andre instrumenter, der skulle spille sammed et klaver.

Principielt kunne man opdele en oktav i et vilkgirintal intervaller — og dermed placere toner ved
forskellige mellemliggende frekvenser, hvilket @rgi andre kulturer igennem tiden —, men dels er
der en greense for, hvor sma frekvensforskellekaeipfatte (dette er i gvrigt forskelligt fra per-
son til person), dels taler en reekke praktiskedtariibl.a. i konstruktionen af instrumenterne) for,

at antallet af mellemliggende toner holdes pa beksket niveau. Desuden ville man gerne sgrge
for muligheden af at kunne udnytte de velklingemmdervaller kvint, kvart (og andre).
| den (vest)europaeiske musikudvikling faldt valp&tinddeling af en oktav i 12 sakaldte halvtoner.

Men udover dette skulle der jo ogsa tildeles frelses til de enkelte toner (dvs. foretages en stem-

ning af strengene). Som vi straks skal se, gae @etledning til problemer.

En oktav (med udgangspunkt i tonen med navnet Q)debm vist pa figur 2.1.1, hvor alle toners
navne er angivet. Efter tonen B (som i bl.a. Dannodiidst kaldes H) kommer det naeste C, blot en
oktav hgjere, hvorefter det hele gentager sigi¢eer £.1.2, som viser alle tangenterne pa et klaver

¢ D F & A

Fig. 2.1.1
CDETF G A B

Pa figur 2.1.2 er kun anfart navne pa tonerne fo
de hvide tangenter, men med placeringsnumme
- se kolonnen: "Note name”. (Dette er en nuti-
digt valgt notation. I musikhistorisk sammen-
haeng hed tonen C4 f.eks. C).

Kolonnerne "frequency” omtales kort nedenfor,
og kolonnen "MIDI number” omtales i det nae-
ste eksempel.

Enkvint svarer til et springa 7 halve toner

Der er f.eks. en kvint fra C til G eller fra’ Bl

A" - kontrollér pa figuren !!

Hvis man (tAlmodigt !) teeller 12 kvinter frem

fra tonen C1 pa klaveret, havner man pa tonen
C8. Dette betyder, at 12 kvinter skal svare til 7
oktaver.

Hvis frekvensen af tonen C1 kaldes f, sa har
tonen, som ligger en ren kvint over f, frekven-

sen f3, idet intervallet "en ren kvint” svarer til
frekvensforholdet 3:2. Man gar altsa en ren
kvint frem ved at gange frekvensen m&d
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(Kilde: The University of New South Wales. dney)

[Fig. 2.1.2
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Nar vi gar 12 kvinter frem, sa far vi altsa toneachirekvensen- (%)12 = f- 331431 = £.129,746

Som omtalt svarer et toneinterval pa en oktaveik¥ensforholdet 2:1. Nar vi gar 7 oktaver frem
fra tonen med frekvensen f, s far vi altsa en toed frekvensen 2’ = 128,

Som det ses, er der uoverensstemmelse mellemfoki@nser for tonen C8, idet 12 rene kvinter
giver en for stor frekvens i forhold til de tilsesrde 7 oktaver.

Dette problem har man igennem tiden lgst pa foligkemere eller mindre tilfredsstillende mader,
og der har vaeret megen debat herom — begge deteyeroget vi ikke skal komme ind pa hér.

Da oktaven med frekvensfordobling er et helt fundatalt princip, endte man med at give afkald
pa at anvende rene kvinter. Man definerede, askldte veere den samme afstand (dvs. SIT-veerdi)
imellem alle de 12 halvtoner, der udggr en okette betyder, at afstanden mellem to halvtoner,
f.eks. fra G til G, er givet ved:

1

1 el
1 1 2 2)\12 212 2
SIT(Y2 tone) =— oktav = —og,| — | = lo — = log,| — | = log,| —
(2 ) 12 12 92(1j 92 (]J 92 1 92( 1 j

dvs. at forholdet imellem frekvenserne for to pdamiden falgende halvtoner ®2 :1. Med 7 de-

cimalers ngjagtighed éd2 = 1,0594631, dvs. at frekvensen skal gges medl ¥anar vi gar fra en
tone til den naestfglgende halvtone.

Et klaver stemt pa denne made siges at veere "tengpiere
Stgrrelsen en kvint og en kvart bliver aendret, var lile ikke laengere kan optraede i den rene form.
En kvint er som omtalt et sprirma 7 halvtoner mellem starttonen og sluttonenslidtarttonen i

kvinten har frekvensen f, sa har sluttonen i kvirdé#sa frekvensen(%/z )’, hvormed vi ser, at:
1 7
SIT(kvint) = Iog{@j = Iogz((lé/i)?) = 5 oktav

hvilket vi naturligvis kunne have faet meget nemenezd blot at bemzerke, at hvert halvtonespring
svarer til5 oktav, og i kvinten er der 7 halvtonespring. Baoktav = 583,33 millioktaver, ses det,

at en kvint er gjort 1,63 millioktaver mindesd en ren kvint pa 584,96 millioktaver. Detteéneid-
lertid sa lille en forskel, at kun de faerreste mesker kan hgre denne forskel, hvormed den tempe-
rerede toneskala er brugbar til de fleste praktisk@al.

Det overlades til leeseren at argumentere for, &wvart i den tempererede toneskala er gjort 1,63
millioktaver starreend en ren kvart. (Bkvart svarer til et springa 5 halvtoner mellem start- og
sluttonen i kvarten).

Hvis vi nu vender os mod frekvenserne af de koekiaber pa klaveret, sa synes der at veere enig-
hed om at tage udgangspunkt i, at tonen A4 (se 8du?2), der ogsa kaldes "kammertonen”, har en
frekvens pa 440 Hz. Herefter kan alle andre frekeenegnes ud ved at teelle, hvor mange halvto-
nespring der er fra A4 til den givne tone, og s@emgange (for hgjere toner) eller dividere (for dy
bere toner) medd2 oplgftet i antallet af spring. Der er f.eks. 7vihahespring fra A4 til E5 (jfr.

figur 2.1.2), hvoraf det ses, at frekvensen af B8 s&ere: 44(91\2/5)7 Hz = 659,26 Hz, hvilket
preecist svarer til den veerdi, der star i kolonnegr drekvenserne pa figuren.

Vi afslutter eksemplet med at bemaerke, at hvis&ifieden cent anvendes, sa er et halvtonespring
i en tempereret toneskala lig med 100 cent, idetkeav svarer til 1200 cent (jfr. eksempel 2.1.29).
Der kommer hermed ganske paene talveerdier fremmeshdelse af denne enheg.
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Eksempel 2.1.32.

| dette afsluttende eksempel vil vi se lidt pa lebgt MIDI og MIDI number (ogsa kaldet MNN —
en forkortelse for MIDI Note Number).

MIDI er en forkortelse forMusical Instrument Digital InterfacéDette er en sakaldt standard for
dataudveksling mellem elektroniske musikinstrume(ié samme made som TCP/IP er en stan-
dard — en protokol — for dataudveksling mellem catape over netvaerk).

| MIDI-systemet er tonerne nummereret fra O til {B@maerk: 128 ="Avzerdier), med dybe toner
svarende til lave numre. Pa figur 2.1.2 ses MIDitanene svarende til klaverets toner i den hgjre
kolonne. Det ses, at C4 har faet nummeret 60, @gramertonen dermed far nummeret 69.

Hvis vi vil finde frekvensenffor tonen med MIDI-nummeret n, sa kan den findésr églgende
formel (jfr. eksempel 2.1.31 — gennemfgr argumeitet

f, = 440(§2)"%° = 4401,0594631°°

For dem der arbejder med MIDI er det desuden afdmétg at kunne finde det MIDI-nummer, der
svarer til en given frekvens, hvilket ggres vetalere n i ligningen: f = 44(356) -89 Ved an-
vendelse af logfar vi:

f = 440(42)7% = log,(f) = log,(440 + (n-69 Mog, 72)

8

log,(f) —109,(440 = (n-69) &5

12 Iogz(ﬁj = n-69

8

alts&:

n =69 + 1-2092(&))

For det farste er det ikke sikkert at n giver dt ta¢, hvormed der i forhold til valg af keyboard-
tone for en given frekvens kan komme pa tale aieskfrunde til neermeste veerdi. For det andet er
det med ikke-heltallige vaerdier muligt at arbejdednsakaldt mikrotonalitet, hvilket vi dog ikke

skal komme ind pa hery

Pvelse 2.1.33.

a) Veelg 3-4 tilfeeldige frekvenser for nogle toner gthoardet pa figur 2.1.2, find de tilsvarende
MIDI-numre — og sammenlign med de veerdier, demésra pa figuren.

b) Bestem MIDI-numrene for frekvenserne 500 Hz, 1B@0g 2000 Hz. v
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Grafisk beskrivelse af data v.hj.a. logaritmiske sklaer:

Da der pa logaritmiske skalaer gaelder, at afstansielem 10 og 100 er den samme som mellem
100 og 1000, mellem 1000 og 10000 osv., og den sasam mellem 1 og 10, mellem 0,1 og 1,
mellem 0,01 og 0,1 osv. er logaritmiske skalaeegeéde som akse(r) i koordinatsystemer, hvor
der skal illustreres starrelser, som kan varieer @ meget stort omrade, og hvor det er vigtigt at
kunne aflaese information om veerdier i savel dea kom den hgje ende af skalaen. (Man skal blot
passe pa ikke at blive vildledt af det "synsindtrgian far af grafen).

Eksempel 2.1.34.
Hvis man skal illustrere verdens olieforbrug i &390 til 1970, sa vil vi i et almindeligt koordi-

natsystem fa kurven vist pa figur 2.1.3 a), medengt koordinatsystem med en logaritmisk skala
som andenakse far kurven vist pa figur 2.1.3 b).

A

i b 10? barrels pr. ar

10° barrels pr. ar

15 (1 barrel =170.3 liter)
50+

10+

L — } > ettt
1890 1910 1930 950 1970 1890 1910 1930 1950 1970
1900 1920 1940 1960 1900 1920 1940 1960

a) b)

Fig. 2.1.3

Pa figur 2.1.3 a) kan vi klart se, at der sket&maftig foragelse af forbruget, men til gengaeldier
naesten umuligt at aflaese information om forbrugket farste ar. Denne mangel afhjeelper den loga-
ritmiske skala pa figur 2.1.3 b), hvor forbrugsfgetsen til gengaeld ikke ser sa alvorlig ud.

Eksempel 2.1.35.

Ved en geologisk karakterisation ("teksturkaralg@tion”) af jordarter opdeles prgvematerialet
efter partikelstgrrelse i ler, silt, sand, grussten.

Hvis materialets partikeldiameter (kornstarrelsaljiks d, sa anvendes betegnelsen:

ler nar o 0,002 mm

silt nar 0,002 mm <€0,06 mm
sand nar 0,06 mm<d2mm
grus nar 2mm<d 60 mm

sten nar d>60 mm
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Denne klassificering af kornstarrelsen anfagres tyg@len logaritmisk skala, idet en almindelig ska-
la enten bliver urimeligt lang eller ogsa umuligg®ormation om ler-, silt- og sandbestanddelene.

Nar en jordprgve analyseres, kan man angive heoestprocentdel af pravens masse (vaegt) de
forskellige kornstarrelsestyper udger. Men mandgsa udregne, hvor mange procent af praven,
der har en kornstgrrelse mindre end eller lig noeskillige diametre d. (Man kan altsa f.eks. angi-
ve, hvor mange procent der af en given jordprgveshaliameter mindre end 0,03 mm).
Foretages en sadan analyse for flere forskelligeliegeaf d, kan de opnaede resultater indtegnes i
et koordinatsystem som nedenfor (hvor der er tegadorskellige mulige kurver).

_L_e.r ! - Silt T | Sand ‘ GI‘L;; g
B | Fin ‘ Mcllem‘ Grov | Fin iMellcm| Grov | Fin 3 Grov 72!
100 = E e ——— — -
90 — ’ / |
80+ s
0 | g
60+ |
50+ aciet / .
Pl o
40 - MO ,’Flyveszmd | © Smeltevandsgrus
30+ | | / p A
20— /
10 - /
- [ Illlli | Jr"rl JlL.l_. | __I_J_.LLE':I'J_W. “'_J‘ B I | |l|l | B 1i]
0,001 0,002 0,01 0,06 0.1 1 2 10 60 100
mm
Kornsterrelsen d
Fig. 2.1.4

Vi ser, at moraeneler, der er en gletcheraflejrmagdtiden, er en udpraeget blandingsjordart, iéet d
bade er ler, silt, sand og grus heri. Derimodrefbandet, som er en vindaflejring, ret homogent
sammensat.

Vi ser ligeledes af kurverne, at f.eks. 40 % af@oeleret har en kornstarrelse pa under 0,01 mm,
og at 5 % af flyvesandet har en kornstgrrelse pieu@,04 mm.

Ved en kortangivelse af en given jordarts kornstgrrelsesansaeetmng anfarer man ofte de fglgen-
de tre stgrrelser:

1) Medianen, dvs. den kornstgrrelse, som 50 % af master mindre end

2) 1. kvartil, dvs. den kornstgrrelse, som 25 % afemalet er mindre end.

3) 3. kvartil, dvs. den kornstgrrelse, som 75 % afemalet er mindre end.

Hvis vi f.eks. ser pa smeltevandsgruset pa figi42 sa er medianen 3,0 mm, 1. kvartil er 1,5 mm og
3. kvartiler 6 mm. »

Pvelse 2.1.36.

Find i en statistisk oversigt bruttonationalprodiKBNP) for Danmark, Frankrig og USA for en
tiarsperiode eller lign. (BNP skal udtrykkes i saimgntenhed, f.eks. dollar).

Indtegn de tre kurver i et almindeligt koordinatt®m samt i et koordinatsystem, hvor andenaksen
er logaritmisk. (Alle tre kurver indtegnes i samko®rdinatsystem).

Kommentér resultatet.y
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Eksempel 2.1.37.

Evnen til at hgre/opfatte toner afheengig bl.a. @abg individuel hgrelsesfunktion og —situation.
Den bedst fungerende hgrelse omfatter frekvensearmmkring 20-30 Hz til ca. 20.000 Hz, hvorfor
en god hgijtaler bar veere i stand til at deekke dietkwensomrade. Nar man skal beskrive en hgijta-
lers evne hertil, anvendes ofte en figur som dégefale (hvis tekniske detaljer vi ikke skal komme
ind pa — vi skal blot séiguren). Bemaerk den logaritmiske farsteakse.

105
I,Half Space (2m)
E 95 5 /_\\'\ =1 ~
ke / j(ﬁ-—\h /__rm_“"f.f\/—*' et -\/_\
E / /| Whole Space (4 \'\
= 8 &% .
2 /)
I
& 7 / /
20 100 1000 10000 20000

Frequency (Hz)
Fig. 2.1.5 (Kilde: JBL)

Det ses, at de dybeste bastoner og de hgjestattimker gengives knap sa godt som resten af fre-
kvensomradety

Pvelse 2.1.38.
Find pa Internettet eksempler pa anvendelse afitotjake skalaer ved tegning af kurver.

Sgag f.eks. under statistiske eller tekniske infdromer. v

2.2. Eksponentielle vaekstfunktioner.

| det falgende gives nogle fa eksempler pa ekspailenvaekstfunktioner indenfor fysik (radioak-
tivitet og straling), biologi (populationsveekst)edicin (udskillelse af medicin) og geografi (be-
folkningsudvikling). Der er imidlertid mangendre emner/omrader, hvor eksponentielle veekstfunk
tioner kan bringes i anvendelse. Dette geelder sftenér vi har differential- og integralregning ti
radighed og/eller nar vi ser pa modeller, hvor ekemtielle vaekstfunktioner indgar som en alel
funktionsudtrykket i modellen. Vi skal i kapitelkémme ind pa nogle af disse eksempler, og vi

skal f.eksse, at der geelder: T(t) = (T(0) )E 2 + T, for temperaturudligning imellem et stort
legeme med temperaturep, om er i termisk kontakt med et lille legeme redperaturen T til
tiden t.

Her og nu holder vi os som omtalt til nogle fa ekpéer.

| afsnit 2.3 om enkeltlogaritmiske koordinatsystemefgres desuden en beskrivelse af en reekke
forsgg, man kan udfgre med henblik pa undersggélsen der er tale om eksponentielle vaekst-
funktioner og/eller med henblik pa bestemmelsesafimetre, der beskriver denne veekst.
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Radioaktivitet og straling:

Eksempel 2.2.1.

Visse atomkerner har den egenskab, at de fgrsatlen "gar i stykker” under udsendelse af radio-
aktiv straling (som bestar af sma "partikler”), hefter den tilbageblevne del af kernen ordner sig i
en ny slags atomkerne. Vi siger kort, at den rddiva kerne_henfalder

Stralingen fra en klump radioaktivt materiale kaales med et sakaldt Geiger-Muller-rgr ("Geiger-
teeller”), idet man maler stralingens aktivitet (dastal udsendte partikler pr. sekund).

Vi skal i kapitel 4 argumentere for, at hvis vitiden t har et stort antal kerner N(t) af et giraet
dioaktivt stof, som endnu ikke er henfaldet, sa ki beskrives ved en eksponentielt aftagende
funktion N(t) = N ™ hvor N, er antallet af kerner til tiden 0 (alts& nar mgéin begynder), og
hvor stgrrelsen k kaldes stoffets henfaldskonstant.

Funktionen N(t), der beskriver antallet af ikke-faddne kerner til tiden t, opfylder altsa:

N({t)= N, @™ eller:  N(t)= Nexp(-kt)

Antallet af ikke-henfaldne kerner er eksponenadihgende.

Ifalge seetning 1.4.17 er halveringstiden(@ivs. den tid der gar inden halvdelen af de rddiva
kerner er henfaldet) knyttet sammen med henfaldstoten k i falgende ligninger (overvej!):

Ty, = InTZ og :In2 .

Ya

Pvelse 2.2.2.

Beskrivelsen af radioaktivt henfald i eksempel 2}an bl.a. anvendes til aldersbestemmelse af
historiske objekter. En metode bygger pa det radieakulstof 14 (skrives: €). En levende or-
ganisme har nemlig et ganske bestemt indhold & d&if; men nar organismen dar, vil dette ind-
hold aftage eksponentielt som beskrevet i ekse@gel.

P& baggrund af halveringstidsbestemmelser er katest& fastlagt til ca. 1,220 (med enheden

arY), hvorfor indholdet af € kan beskrives ved funktionen: N(t) & 22°® hvor N, er det
oprindelige indhold af &, og hvor t males i &r (efter at organismen er dgd)
a) |1 nogle knogler er indholdet af‘tbestemt til 72,3 % af det oprindelige indhold.
Hvor gamle er disse knogler ?
For at vurdere metodens ngjagtighed kan vi preweeratre lidt pa veerdien af k i udregningerne:
b) Hvilken alder ville vi f& for de omtalte knogleryis k = 1,2410* &' og hvis k = 1,200* &r*
Kommentér resultatet.y

Pvelse 2.2.3.

Uran har to naturligt forekommende radioaktiveapetr: Uran-235 (€#°) med en halveringstid p&
7,100° &r, og Uran-238 (8% med en halveringstid pa 41%° &r.

Det antages, at der ved dannelsen af uranholdigtnali var lige mange atomer af de to isotoper.
Giv en vurdering af Jordens alder, idet det oplyaeder i Jordens uranmalm er ca. 140 gange sa
meget *8som U »
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Eksempel 2.2.4.

Vi vil i dette eksempel undersgge intensitetenisdestyper straling, nar stralingen treenger ind
igennem stof/materiale. (Der er tale om gammastgaligntgenstraling og i en reekke sammenhaen-
ge ogsa betastraling).

Stralingens intensitet et givet sted defineres aatallet af "partikler”, som pr. sekund passerer en
arealenhed (f.eks.1 &mplaceret vinkelret pa stralingsretningen det gégesle sted.

Stralingens intensitet i dybden x af materialeeaes med I(x). P& grund af absorption vil I(x)
aftage efterhanden som stralingen treenger ind yarstoffet, dvs. efterhanden som x forgges.

Vi skal i kapitel 4 vise, at intensiteten I(x) ilslyen x af absorptionsmaterialet er givet ved:

I(x) = 1, &, hvor | er strdlingens intensitet ved overfladen af materi(dvs. § = I(0) = intensi-

teten inden stralingen begynder at treenge ind érizdét), og hvorp kaldes absorptionskoefficien-
tenfor det pagaeldende materiale i relation til damgistralingp méles i ni', n&r x males i m.

Funktionen I(x), der beskriver intensiteten i dybdeaf absorptionsmaterialet, opfylder altsa:

I(x) = 1, & eller 1I(xX)= beXp(—pX)
Intensiteten af stralingen er eksponentielt aftdgen

Ifglge seetning 1.4.17 er halveringstykkelsen(dvs. den tykkelse materialet skal have for ababs
bere halvdelen af den pagaeldende straling) knséietmen med absorptionskoefficienten fal-
gende ligninger (overvej!):

In2

Xy,= — 09 H = .

Det bemaerkes, at absorptionskoefficienten (og detmaéseringstykkelsen) afheenger af absorpti-
onsmaterialet, af stralingstypen og af stralingsgiea. v

Pvelse 2.2.5.

Absorptionskoefficienten for bly (jfr. eksempel 2Per for en given-straling lig med 0,82 cth
a) Hvor tyk skal en blyplade vaere for at bremsé&®8f den pageeldende straling ?

b) Hvor stor er halveringstykkelsen for den pagsedt straling ?v

Pvelse 2.2.6.

| hospitalsverdenen mm. anvendes ragntgenstralingbskendt til at tage rentgenbilleder af udvalg-
te dele af kroppen. Undertiden er der behov fdreskytte andre dele af kroppen eller for at beskyt-
te personale, foreeldre m.v., der hjeelper den pedsarskal rgntgenfotograferes. Til dette har man
udviklet nogle "bly-forklaeder”, som tages pa fobaskytte kroppen.

En given rantgenstraling har halveringstykkelserl @qin for absorption i bly.

Hvor tykt skal et "bly-forklaede” veere for at derjteer 1 % af r@ntgenstralingen, som traenger
igennem det
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Biologi og medicin

Eksempel 2.2.7.

Vi betragter i dette eksempel en geercellepopulatom vokser ved celledeling under optimale
vilkar (fastlagt ved korrekt temperatur, rigeligngsmaengde og plads, o.lign.).

Vi skal i kapitel 4 vise, at hvis N(t) betegneralldt af gaerceller pr. ml i en neeringsoplgsning til
tiden t, s& geelder der:

N(t) = No[&" eller: N(t) = Nexp(rt)
Under optimale vilkar vokser antallet af geercedlksponentielt

hvor N, er antallet af geerceller pr. ml til tiden O (alt&il starten af forsgget/malingen) og hvor r er
en konstant, der beskriver sandsynligheden foedeling pr. celle pr. tidsenhed.

Denne model for en geercelle-populations vaekst gastite omtalt kun ved optimale vilkar. Hvis
der bliver pladsmangel, neeringsmangel, for hgj katration af affaldsstoffer eller en forkert tem-
peratur, vil reproduktionsraten (dvs. det enkeiteli/ids” evne til reproduktion pr. tidsenhed) be-
gynde at aftage, hvilket kan fare til en sakaldidtisk vaekst med maetning.

Den omtalte matematiske model kan ogsa beskriveegrapulationers vaekst. Hvis der i en given
population bade er tale om "fgdsler” og "dadsfakfi,angiver starrelsen r forskellen imellem fad-
selsraten (dvs. antallet af fadsler pr. individtgisenhed) og dgdsraten (dvs. antallet af dgdgfald
individ pr. tidsenhed). Dette vil vi imidlertid ke komme yderligere ind pa hew.

@velse 2.2.8.

Starrelsen af en given bakteriekultur er ekspoeéintoksende og kan pa samme made som gaercel-
lerne i eksempel 2.2.7 beskrives ved en funktiotyaén N(t) = N&".

a) Bestemr, idet = 2,5 millioner (pr. ml) og N(50 min.) = 3 milli@r (pr. ml).

b) Hvor lang tid gar der, far N(t) = 4,2 millioner (pnl) ?

c) Bestem fordoblingstiden for bakteriekulturem.

Pvelse 2.2.9.

Salgschefen for et eksportfirma skal pa en forngsiejse til det centrale Afrika. Far afrejsen vac-

cineres salgschefen mod forskellige sygdomme. jieerede stofs maengde i kroppen aftager eks-

ponentielt med tiden, idet det nedbrydes og udsill

Halveringstiden i organismen er ca. 9 dage, odrgieeres 5 ml af stoffet far afrejsen.

a) Angiv et funktionsudtryk for kroppens indhold afoceane som funktion af tiden malt i dage.

b) Laegerne regner med, at vaccinen giver beskyttedskeenge legemet indeholder mindst ¥2 ml.
Hvor lang tid kan forretningsrejsen hgjst vare stsalgschefen skal veere beskyttet mod syg-
dommene ? v
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Befolkningsudvikling

Eksempel 2.2.10.
Indiens befolkningstal voksede i perioden 1964 %i¥8 med ca. 2,2 % om aret. Da befolkningstallet

i ar 1964 var 472,1 mill., kan vi ved anvendelséoailen: S(x) = S(QY1+ 1_SC)X (se side 25)

angive falgende tilneermede udtryk b(t) for Indieesolkningstal:
b(t) = 472,1 1,022
hvor t er tiden malt i ar siden 1964 (Jfr. gvels® D).

Det overlades som en gvelse til leeseren at udregiens befolkningstal i arene 1990 og 2000,
samt at prgve at finde de korrekte veerdier (f.elesInternettet) — og herved vurdere modellens
langsigtede holdbarhed

Pvelse 2.2.11.
Bestem fordoblingstiden for Indiens befolkningstaénhold til modellen i eksempel 2.2.19.

Pvelse 2.2.12.

Af en reekke arsager er der mange steder verdertaleesm en "flugt” fra land til by, specielt i de

fattigere dele af verden — og da specielt til sterthovedstaeder. Mexico City er en af de veerst

ramte af denne effekt. | 1950 havde byen knap B mdbyggere, og i ar 2000 var der ca. 28 mill.

indbyggere, hvor forsteederne teelles med som defadbyggere i byen p.gr.a. pladsmangel inden-

for den geografiske bygraense.

a) Hvor stor har den arlige procentuelle vaekst veegeninemsnit i perioden fra 1950 til 2000 ?

b) Hvor stor er fordoblingstiden i denne befolkninggiling ?

c) Prav at finde tilsvarende veerdier for Tokyo — saent (hf den Japanske regering) forventede
udvikling af befolkningstallet i byen. Kommentéstudtatet. v

Pvelse 2.2.13.

Pa grund af fraflytning og naturlig bortgang erddefiingstallet pa en g aftaget med 1,6 % om aret
siden 1982, hvor der var 912 gboere.

a) Angiv en funktionsforskrift for antallet af gboegsem funktion af tiden siden 1982.

b) Hvor mange mennesker boede der pa gen i 1993 ?

c) | hvilket arstal ma vi forvente, at befolkningsealkommer under 600 ?v
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2.3. Enkeltlogaritmisk koordinatsystem oqg eksponemt! regression.

Pvelse 2.3.1.

| tabellen ses Indiens befolkningstal (malt i noifier) for hvert andet ar fra 1964 til 1978:

Arstal 1964 1966 1968 197 1972 1974 1976 1978
Befolkningstal| 472,1 493,2 515,4 538,9 562,b 586,1 613,3 638.,4

Gor rede for, at befolkningstallet b tilneermelssskan beskrives ved en eksponentiel vaekstfunkti-
on med forskriften: b(t) = 472;11,022" , hvor t er tiden mélt i &r siden 196w.

Pvelse 2.3.2.
Egyptens befolkningstal (malt i millioner) udvikledig i perioden 1965 til 1986 som beskrevet i
falgende tabel:

Arstal | Befolkningstal Arstal Befolkningstal
1965 29,4 1975 37,2
1966 30,1 1976 37,9
1967 30,9 1977 38,8
1968 31,7 1978 39,8
1969 32,5 1979 41,0
1970 33,3 1980 42,3
1971 34,1 1981 43,5
1972 34,8 1982 44,7
1973 35,6 1983 45,9
1974 36,4 1986 48,2

a) Indtegn vaerdierne pa et stykke almindeligt mm-pégitsa et saedvanligt koordinatsystem) og

kommentér resultatet.

b) Indtegn veerdierne fra arene 1965 til 1976 i et Hlugaritmisk koordinatsystem og kommentér

resultatet. Ggr det samme med vaerdierne fra ai@retil 1983.

c) Egyptens befolkningstal i 1996 var 59,2 millionenrKkmentér dette i forhold til de ovenfor
undersggte veekstforhold. Er der systematik i dat@ene

Pvelse 2.3.3.
Atmosfeerisk luft indeholder altid starre eller miesmaengder vanddamp. Den maengde vanddamp,
der maksimalt kan indeholdes i atmosfeerisk luft@ler da ondampmaettet luftathaenger af tem-
peraturen — jo hgjere temperatur, desto starre mhearanddamp.
Dette forhold har store klimatologiske konsekveng®rhvis en varm vanddampholdig luftmasse
afkales, vil vi ved en given temperatur fa damprasdtift. Hvis luften afkales yderligere, kan luf-
ten ikke indeholde al vanddampen. Der vil saledteses forteetning af vanddamp i et uhyre stort
antal sma vanddraber, dvs. der dannes skyer. Vedigere forteetning vil der fremkomme nedbar.
| nedenst&ende skema ses den meengde vanddampdmé); som findes i dampmeettet luft ved
forskellige temperaturer:
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Temp.°C -10| -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40
vanddamp g/th | 2,4 34| 49 6,8 93 129 17[2 23,0 30,5 40,0 520

Undersgg om vi her har en eksponentielt voksenaletifan, og find i bekraeftende fald en funkti-
onsforskrift for denne (find den forskrift, der Istdnuligt passer til dataeney.

@velse 2.3.4.
En virksomhed saelger en saesonpraeget modevare.nstéelede tabel ses salgstallet (stk. pr. uge)
som funktion af ugenummeret efter seesonstart.

Ugenr. | Salgstal Ugenr. Salgstal
1 14200 7 4480
2 11620 8 3810
3 9710 9 3105
4 8005 10 2560
5 6705 11 2110
6 5475 12 1750

a) Indtegn salgstallet som funktion af ugenummeré¢talmindeligt koordinatsystem — og forbind
punkterne med en blad kurve. Bemaerk, at det godskaud til at salgstallet som funktion af
ugenummeret er en eksponentielt aftagende funktion.

b) Indtegn punkterne i et enkeltlogaritmisk koordilyatem og argumentér for, at det faktisk ser
ud til at veere en eksponentielt aftagende funktion.

c) Bestem en forskrift for funktionen s(n), der angisalgstallet som funktion af ugenummeret n.
Bemaerk, at s(n) kun har betydning for heltalligediex af n. (Hvorfor?).»

@velse 2.3.5.
Der prikkes et lille hul pa en gasballon, sa gassegr ud. Ved at male sammenhangen mellem
rumfanget (i cri) og tiden (i sek.) fremkommer falgende kurve:

T R EE R SHEEAH

Undersgg, om der er tale om en eksponentielt afthg&unktion. v
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Forsgq til belysning af eksponentiel veekst.

| det falgende vil der blive omtalt en raekke forsder alle har det til feelles, at det skal undeesag
omde fremkomne data kan beskrives ved eksponentigdlestfunktioner.
Samtlige forsaggsresultater skal derfor behandlgglgénde made:
1. Indtegn i et enkelt-logaritmisk koordinatsystem
2. Huvis der foreligger en eksponentiel veekstfunktion, fitad
a. en forskrift for funktionen (benyt to punkter péiéni det enkeltlogaritmiske koordinat-
system, eller anvend eksponentiel regression pgeregskinen)
b. veekstraten og halverings- eller fordoblingskonstant
c. tilveekst i den uafheengige variable, der giver éatiretilvaekst pa 10 % (for voksende
funktioner) eller — 10% (for aftagende funktioner)
3. Tegn (en del) af kurven i et almindeligt koordinatsyn.

Forsgq 1: Vaeskes udstrgmning af beholder

Vi ser pa en beholder med vand, hvor der i bunde kle
hul, som vandet kan lgbe ud af.
Vi skal male pa vandsgijlehgjden som funktion adrid

Jo hgjere vandsgilen er, desto stgrre tryk er deapdet e
ved hullet. Og da det er vandtrykket ved hullet, afggr, e
hvor hurtigt vandet strammer ud, kan vi forventeaéiagen- ;
de udstremningshastighed. Vandsgjlens hgjde hrfalti ol Lk
ikke lige meget pr. sekund. !
Forsgget udfares ved at male vandhgjden for hveittes Pl
hvert 10. sekund, idet der holdes en finger foldtwinder
malingen.

Fig. 2.3.:

Forsgg 2: Opladning oqg afladning af en kondensator.

| fysikkens verden (elektronikkens) findes en alsktkomponent (en "radiodims”), som kaldes en
kondensator. Den bestar i princippet af to palalleletalplader, som kan oplades med modsatte
elektriske ladninger. Se figur 2.3.3 a).

Denne kondensator indseettes i et kredslgb medaendipgskilde (stramforsyning) og en stor
modstand. Desuden anbringes et voltmeter over kwaderen. Se figur 2.3.3 b) (Voltmeteret kan
evt. forbindes til en sakaldt "skriver” eller tihe°C — med henblik pa automatisk dataopsamling).
Forsgget gar ud pa v.hj.a. voltmeteret at falgensilsgsforskellen over kondensatoren som funkti-
on af tiden.

Vi "oplader” nu kondensatoren ved at teende for spagskilden. Herved bliver den ene kondensa-
torplade positivt opladet og den anden negativt. Kdenmer saledes en spaendingsforskel mellem
de to plader (og den males péa voltmeteret).
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stor modstand
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a) b)
Figur 2.3.3

Det tager imidlertid lidt tid inden kondensatoremeaksimalt opladet, altsa inden der er maksimal
spaendingsforskel mellem pladerne. Pa voltmeterevkfalge denne opladning som funktion af
tiden. Undersgg, om der er tale om en eksponermb&kende funktion ved opladningen af konden-
satoren.

Nar nu kondensatoren aflades igen (det sker vadeltikke spaendingskilden fra kredslgbet v.hj.a.

en saerlig kontakt K), sa vil tiltraekningen melleenchegative og den positive ladning pa pladerne

forsgge at hindre strammen i at ga igennem modstarMden det lykkes ikke, da der jo er en spaen-
dingsforskel mellem de to plader og dernoegr modstanden. Efterhdnden som strammen gar, vil
pladerne blive afladet igen og spaendingsforskelfeage.

Vi falger afladningen pa voltmeteret. Undersag arher har en eksponentielt aftagende funktion.

Pvelse:
Pa figur 2.3.4 ses et eksempel pa en op- og afigdkiirve tegnet pa en "skriver”.

Fig. 2.3.4

Veelg selv enheder pa 1.aksen (tiden) og 2.aksean@imgsforskellen).
Undersgg, om der er tale om en eksponentielt valkesemktion under opladningen, og om der er
tale om en eksponentielt aftagende funktion unfladaingen.
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Forsgg 3: Absorption afy-straling (radioaktiv straling).

Radioaktiv straling kan registreres af et sakaldig@r-Muller-rar (GM-rar). Hvis man forbinder
GM-rgret med en teeller, kan man teelle, hvor madevanter” dvs. hvor mange radioaktive "par-
tikler”, GM-rgret registrerer.

Nary-straling passerer nogle blyplader, vil stralinganensitet (dvs. stralingens "styrke”) falde.

Blyplader
'::/m MY Gnror
y-kilde
Teller

LN ]
&4

Stopur Fig. 2.3.5

Vi skal male stralingsintensiteten som funktionyédkelsen af blylaget, idet vi teeller i 60 sekunder
(anvend stopur eller en teeller, der kan male i gitiisintervaller) for hver gang vi monterer en
blyplade mere mellerg-kilden og GM-rgret. (Hvis blypladerne ikke er ligdke anvendes en sa-
kaldt skydeleere til at male tykkelsen af blylagettiver gang en ny plade monteres).

Absorption af radioaktiv straling har bl.a. betyapived konstruktion af atomkraftvaerker, atomaf-
faldsdepoter o.lign.

Forsgg 4: "Terning-henfald”.
Vi vil hersige, at en terning henfalder, hvis den i et kessr en 6’er.
Som bekendt er der en besterahdsynlighedor ved et kast med en terning at fa en 6’er, ngml

<, og dermed er sandsynligheden for at f& en ikle;@lvs. 1, 2, 3, 4 eller 5, lig med

Vi tager nu en spand med et stantal terninger, Nterninger (tael !), og kaster dem ud pa gulvet
(eller i en tom kasse eller skuffe). Vi tager @lerne fra og teeller dem. De tilbagevaerende ternin-
ger, N(1) terninger, puttes i spanden, og vi kagen. De nu fremkomne 6’ere fjernes og tilbage er
N(2) terninger. Disse kommes i spanden .....

Vi far pa denne made bestemt antallet af "ikke-hleinfe” terninger som funktion af antal kast.
Da vi starter med Nterninger, vil vi — hvis Ner stor nok — forvente at have: N(1) z{l ternin-

ger tilbage eftefgrste kast.
Efter neeste kast vil vi forvente at have N(3)tilbage, dvs. N(2) = N(1)2 = Ny (2)?

n
Saledes fortseettes, og eftekast vil vi forvente at have: N(n) N, [égj terninger tilbage.

X
Indtegn grafen for funktionen f(x) N [égj i samme koordinatsystem som maleresultaterne, og

sammenlign.
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Forsgg 5: Radioaktivt henfald.

| dette forsagg skal vi se lidt @&sagentil radioaktiv straling.

Alting pa jorden er opbygget af ganske sma bestlrddtomer, og der kendes over 200 forskellige
atomer. Disse atomer bestar afkenneplaceret koncentreret i centrum af atomet og afeelek-
troner sveevende (relativt langt) udenom kernen. Se 2g8u6.

radioaktivt mateale

o~ — E

P e T

|o—re S @ GM-rer
- LS

T /_,,; Lilie bord Teller
NhSd
v 5
Fig. 2.3.6 Fig. 2.3.

Visse kerner — bade naturligt forekommende og kgnsemstillede — har den egenskab, at de gar i
stykker far eller siden. Vi siger, de er ustabile.

Nar sddanne ustabile kerner henfalder (dvs. giikker) udsendes nogle sma "partikler” fra ker-
nen, og resten af kernen ordner sig i en ny slaggalerne. Det er de udsendte "partikler”, som
kaldes radioaktiv straling.

Nu gaelder der den regel, at uanset hvor lang tigséabil kerne har eksisteret, sa er der den samme
sandsynlighed for, at kernen vil henfalde i |lgldedet nseste sekund. Som en analogi til dette kan vi
teenke pa kast med en terning. Uanset hvor manggegamar kastet med en terning, sa er der den
samme sandsynlighed for, at terningen i naestevidaste en 6’er.

| dette forsag vil vi 'male” antallet af ikke-hetdae kerner som funktion af tiden, idet vi har give
en bestemt maengde radioaktivt materiale. Ordet erddat i anfarelsestegn, idet vi rent faktisk

ikke maler antallet af ikke-henfaldne kerner, menmk maengde kerners aktivitet, dvs. hvor mange
radioaktive henfald, der sker pr. tidsenhed i deitteriale.

Selve forsgget udfares pa falgende made (se figur)2 Fra en lille "reaktor” udskylles noget ra-
dioaktivt materiale (Ba-137*) i en lille plastikdkéed hjeelp af en seerlig veeske (elueringsvaeske),
og skalen anbringes pa et lille bord. Ved hjeelpta&M-rgr og en teeller maler vi antallet af henfald
i 10 sek., holder pause i 10 sek. , teeller i 10 ssk. (Man kan ogsa fa taellere med opdelt display,
sa der males fortlgbende i 10 sek. af gangen, mentéellingerne forgar pa skiftevis det ene og det
andet display). Vi far pa denne made bestemt attaflhenfald som funktion af tiden.

Forsgg 6: Undersggelse af gaerpopulationers vaekstdar optimale forhold.

De optimale forhold for gaerpopulationers vaeksigalig fademaengde og ca. 35. Under disse
betingelser skal man undersgge geerpopulationenslseasom funktion af tiden. Dette ggres ved at
tilseette en vis maengde geerceller til noget aebkejieks. 5 gram geerceller i en liter juice).

Af denne blanding udtages stikpraver til teellingmskan foregd i et blodteellekammer under mikro-
skop. Der udtages en stikprgve med det samme @fldandingen er rystet godt), og derefter 1-2
gange daglig indtil populationens veeksthastighéabaf.
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2.4. Potentielle veekstfunktioner.

Geometriske objekter.

Der er i den fglgende beskrivelse af geometriskekiddr egentlig ikke tale om modelleden for-
stand, der er omtalt i kapitel 6. Der er tale orsaddtebeskrivelser af indre sammenhaenge imellem
leengder, arealer og rumfang for paene geometrigie&teb som cirkel, terning, kasse, kugle, cylin-
der og kegle. Men disse eksakte beskrivelser mrguli forskellige potensfunktioner og er dermed
af interesse.

Der geelder falgende formler for de omtalte georsletriobjekter:

Cirkel: O=2aM , A=mif’ , hvorr er radius, O er omkreds og A er areal

Kugle: A=4uff , V= gm}” , hvor r er radius, A er overfladeareal og V enfang (volumen)

Cylinder: A = A + 2nii? , V = i@ , hvor r er radius i endefladerne, h er cyliedsrhgjde,
A er cylinderens samlede deel¢areal (krumme side
plus de to endeflader) og \¢@mderens rumfang

Kegle: :%nﬁz Ch , hvorr erradius i grundfladen, h er keglbagle og V keglens rumfang

Kasse: V =¢Dh , hvor? ,b og h er hhv. leengde, bredde og hgjde i kassen
Terning: A= & ,V=$ , hvors er terningens sideleengde, A overflasiat og V rumfanget

@velse 2.4.1.
Lav en figur, der illustrerer hver af de omtaltguiier og markér de relevante radier, hgjder og side
stykker pa figurerne.v

Eksempel 2.4.2.
a) For en cirkel ser vi, at arealet er en potentigtstéanktion af radius: A(r) =i’ (svarende til
f(x) = TX*). Vi ser samtidig, at hvis man har en cirkel needjivet areal, s kan radius bestem-

1
mes af formlen: r :\/E, dvs. radius er en potentiel veekstfunktion af latea(A) = \/%D\ 2
T
b) For en kugle far vi, at bade arealet og rumfangebéentielle vaekstfunktioner af radius:
A& og V() =%Trl]3.

Som i pkt. a) ser vi, at radius er en potentiel sifekktion af overfladearealet A, og at radius er
en potentiel vaekstfunktion af rumfanget V. Dissekfioner er givet ved:

1 1
r(A) 3/ A2 0g r(v) :3\/% Vs
Hvis vi f.eks. ved, at rumfanget af en kugle em&7 s er radius for denne kugle givet ved:

1
r(87) = 32 [B7° = 2,749 m.
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Da radius bade kan udtrykkes ved overfladearealsg #ed rumfanget V, ma der veere en sam-

menhaeng mellem A og V. Da vi ved (se ovenfor)adtus i en given kugle kan udtrykkes som:
1

1 1 1
r= \/% [A2 og r=320V3, farvi, at: \/% [A2 = 32 0V/% ogdermed (kontrollér!):
2
A(V) k3,  hvor k=3%°{4m)"®
Vi ser altsa, at overfladearealet for en kuglerepetentiel veekstfunktion af kuglens rumfang.

2
Hvis kuglens rumfang er 8754 er overfladearealet: A(87)3%'% [{4n)"/® (873 = 94,95 M v

Pvelse 2.4.3.

| denne gvelse betragtes cylindere, hvis hgjderrsdmme som diameteren i endefladerne.

a) Argumentér for, at cylinderens overfladeareal dgndgrens rumfang begge er potentielle
vaekstfunktioner af radius ved at bestemme forsiritir de to funktioner.

b) Argumentér for, at cylinderens rumfang er en pagéntekstfunktion af overfladearealet ved at
bestemme en forskrift for funktionen.

c) Bestem cylinderens rumfang, hvis dens overfladéare200 cri. »

Pvelse 2.4.4.

| denne gvelse betragtes kegler, hvis hgjde en§egeadius i grundfladen.

a) Argumentér for, at keglens rumfang er en potengekstfunktion af radius i grundfladen.
b) Argumentér for, at radius i grundfladen er en ptgtnaekstfunktion af keglens rumfang.
c) Bestem radius i grundfladen, hvis keglens rumfarsPecnt. v

Dvelse 2.4.5.
Bestem overfladearealet som funktion af rumfandet, bestem A(V), for en terningy

Pvelse 2.4.6.

| denne gvelse betragtes kasser, hvor grundfladefolm som et kvadrat, og hvor hgjden i kassen
er dobbelt sa stor som sideleengden i grundfladen.

a) Bestem rumfanget af kassen som funktion af sidedamg

b) Bestem sidelaengden som funktion af kassens rumfang.

c) Bestem kassens overfladeareal som funktion af nugefia v

Ligefrem og omvendt proportionalitet — primaert idk.

Ligefrem og omvendt proportionalitet ma betegnes se simpleste former for potentiel sammen-
heeng (jfr. eksempel 1.6.13). Der findes mange egampa ligefrem og omvendt proportionalitet —
f.eks. er det belgb b man skal betale (ligefreropprtionalt med den maengde benzin V man kgber,
og proportionalitetskonstanten er prisen p krlifar, altsa: b = fi. Og hvis man har et bestemt
belab, f.eks. 300 kr., at kabe kartofler for, séneengden af kartofler m og prisen p kr. pr. kg af
kartoflerne omvendt proportionale, idet 300Ehphvormed meaengden af kartofler f.eks. bliver 3
gange sa stor, hvis prisen pr. kg bliver 3 gangsdnei.

| det fglgende vil vi se pa en raekke simple eksempbm alle er hentet fra faget fysik.
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Eksempel 2.4.7.

a)

b)

d)

f)

For et givet homogent (ensartet) stof, f.eks. bgrgaelder, at massen (veegten) m af benzinen er
ligefrem proportional med rumfanget V, dvs.: np&/, hvor proportionalitetskonstantgner
benzinens massefylde (densitet). Hvis m malesg ¥ ocn?, s& malep i g/cnt.

Hvis en bil (eller et andet legeme) bevaeger sig kmedtant hastighed, sa er der falgende sam-
menhaenge mellem hastigheden v, streekningen s ogndendte tid t: s =&

Vi ser séledes, at for en given, bestemt streekmirgastigheden og tiden omvendt proportiona-
le, sa hvis man f.eks. karer 4 gange sa hurtighg@ det kun % i tiden.

Ligeledes ses det, at hvis man kgrer med en bestemgtant hastighed, sé er straekningen man
far kert og den tid der anvendes herpa ligefrenpgrtionale.

| elektricitetsleere beskeaeftiger man sig med strgrkest og speendingsforskelle i elektriske
kredslgb, som indeholder forskellige elektriske bomenter, bl.a. resistorer (modstande).

Der geelder heDhm’s lov U = R} hvor U er spaendingsforskellen (malt i Volt (\éNer re-
sistoren, | er stramstyrken (malt i Ampere (A))rigem resistoren, og R er resistorens resistans
(modstand) malt i Ohn(Y).

Vi ser saledes, at for en given resistor er U ligefrem proportionale, hvor R er proportionali-
tetskonstanten, saledes at f.eks. en 5 gangersspstmdingsforskel giver en 5 gange stgrre
stramstyrke igennem resistoren.

En metaltrad (som f.eks. i en elektrisk ledning) éraresistans (modstand) R, som er givet ved:
l
R g
B A

hvor ¢ er tradens leengde, A er tradens tvaersnitsarelengn konstant, som afhaenger af det
materiale, traden er lavet & kaldes materialets resistivitet ("evne til at ydedstand”).

Vi ser, at for en given leengde af traden, er R agvendt proportionale, samt at for en et givet
tveersnitsareal af traden, er R édigefrem proportionale.

For de fleste gasser (luftarter) geelder ved ikke-ghstreme tryk og temperaturerftVPR= n[RIT,

hvor P er gassens tryk (malt i enheden atmosfaarg)(av er gassens rumfang (malt i liter), n er
gasmaengden (mal i enheden mol), T er gassens temp@ndlt i enheden Kelvin (K), den sa-
kaldte absolutte temperaturskala) og R er en kahstam kaldes gaskonstanten, og som males i

mol [ K mol[K

Vi ser, at hvis vi har en given gasmaengde, sorakdel inde i en beholder med et fastholdt rum-
fang, sa geelder der, at P = kofAsthvormed der er ligefrem proportionalitet mellewktog
temperatur (malt i Kelvin). Dette kald&ay-Lussacs 1. lov.

Vi ser ligeledes, at hvis vi har en given gasmeaenigdespaerret i en beholder, og hvis temperatu-
ren fastholdes, sa er tryk og rumfang omvendt ptapwale. Hvis vi har en beholder med et
stempel, sa rumfanget nemt kan aendres, sa gadisierf.aks., at hvis rumfanget gares 3 gange sa
stort, sa bliver trykket 3 gange sa lille. DettédkeaBoyle-Mariottes lov.

Nar et legeme, f.eks. en gryde med vand, skal opesysa geelder det, at der er ligefrem propor-
tionalitet mellem temperaturstigning&i og den varmeenergi Q, der anvendes hertil. Sammen-
haengen skrives normalt saledes: QI&TC hvor proportionalitetskonstanten C kaldes legemet
varmekapacitet, idet den er et mal for legemet® é¥@at indeholde varmeenergi (jo starre veerdi
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C har, desto mere varmeenergi skal der til pr.gmm/armning). Q males i enheden Joule (J),
AT i grader (enten Kelvin (K) eller Celciu¥))) og C dermed i J/grad.

Ligningen Q = @AT geelder sa laenge legemet — eller dele deraf —skifer fase (dvs. smelter
eller fordamper), og ligningen siger altsa, atfdeks. skal 2,8 gange s& meget varmeenergi til at
give legemet en 2,8 gange sa stor temperaturstjgnin

Balger optreeder i mange sammenhange, bl.a. eeddsade lyd og lys tale om bglgeudbredel-
ser. Balger er karakteriseret ved bglgeleengdetaafen mellem to pa hinanden fglgende balge-
toppe), frekvensen (antal udsving som bglgen fagispr. sekund pa et givet sted, hvor bglgen
udbredes) og hastigheden (den hastighed hvormeerabbredes).

Hastigheden afhaenger savel af bglgetypen som afiedie balgen udbreder sig i (f.eks. bevaeger
en lydbglge sig langsommere i luft end den garfaststof som f.eks. en jernstang).
Hastigheden v males i m/s, bglgelaengdendles i m, og frekvensen f males i Hz (Hertz, ketil
svarer til §'), og sammenhaengen mellem disse tre stgrrelsgveatrved ligningen: v A
Balgehastigheden er praktisk talt konstant forigargbglgetype i et givet udbredelsesmedie, og
for lys, der udbreder sig i vacuum (lufttomt rurepm f.eks. imellem jorden og stjernerne, er den
helt konstant. Vi ser dermed, at bglgeleengdenalgyénsen er omvendt proportionale.

| visse sammenhaenge kan lys — og anden elektronisigatraling som f.eks. gammastraling —
opfattes som sma lyspatrtikler (lys-kvanter), sondés fotoner. Sddanne fotoner har en vis ener-
gi, hvilket f.eks. fremgar af, at sollys kan opvaret legeme (og dermed tilfgre det energi, jfr.
pkt. f) ovenfor), og af at gammastraling er i staihdt treenge igennem f.eks. en metalplade.
Fotonens energi E er proportional med dens frekf,adst der gaelder ligningen: E #h

hvor proportionalitetskonstanten h kaldes Plankkisstant. Hvis energien males i Joule (J) og
frekvensen i Hz (Hertz =9, s& har h starrelsen: 688 >*JS v

Dvelse 2.4.8.

a)
b)
c)

d)
e)

f)

9)

h)

Massefylden for benzin er 0,7 g/&@nBestem massen af 12 liter benzin. Bestem rumfaafge

kg benzin.

En bil skal kgre en streekning pa 120 km. Hvor lasgager det, hvis bilen karer med 40 km/h?
Hvor hurtigt har bilen kart, hvis det tager 1,7 ¢irn

Et projektil bevaeger sig med hastigheden 110 m/sr kang bevaeger det sig pa 0,6 sekunder ?
Hvor lang tid er det om at ramme en malskive, so208 m vaek ?

En resistor pa 500Q udsaettes for en spaendingsforskel pa 12 V. Hvoreststramstyrken ?

For metallet wolfram eB = 5,3810° Q. Bestem resistansen R af en 20 m lang wolfraah-tr
som har et cirkulgert tveersnit med en diameter @adn.

Hvor stor bliver resistansen, hvis traden i stédeer 8 m lang ?

Hvor stor bliver resistansen, hvis leengden er 2tprdiameteren er 1,2 mm ?

En ilt-maengde pa 0,3 mol er indesluttet i en 2 kter beholder. Bestem trykket i beholderen,
hvis temperaturen i beholderen er’&83(sammenhasng mellem temperaturen T malt i K odtt ma
i °C er givet ved: T =t+ 273,15). Hvor stort gikiet, hvis temperaturen er 2@ ?

En beholder med et forskydeligt stempel, som kagdsuil at eendre beholderens rumfang, inde-
holder atmosfeerisk luft med konstant temperatur.tN&ket er 0,8 atm, sa er rumfanget 0,5 liter.
Hvor stort er trykket, hvis rumfanget er 1,2 likerHvor stort er rumfanget, hvis trykket er 2 atm ?
En gryde med vand har alt i alt en varmekapacité&a2® J/K. Gryden star pa en kogeplade.
Hvor meget energi skal der til at opvarme vandgtgkyden) 60 grader ? Hvor meget energi skal
der tilfgres kogepladen, hvis 70 % af energiendsliit varme i gryden og vandet, og hvis tempe-
raturen skal stige 20 grader ? Hvor meget stigiaperaturen, hvis der tilfares 300.000 J ?
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i) En lydbglge udbreder sig med hastigheden 340 mfegBebglgelaengden for "lkammertonen” A,
som har frekvensen 440 Hz. Hvad er bglgelsengddatafybere A med frekvensen 110 Hz ?
Beregn frekvensen for en tone med bglgelsengdem 0,4

j) Beregn energierne af gammafotoner med frekvensarii#0** Hz hhv. 6,810 Hz. v

Afstandskvadratloven:

Pvelse 2.4.9.

Vi har tidligere beskeeftiget os med radioaktivigtradioaktiv straling (jfr. eksempel 2.2.1 og
2.2.4). Nar radioaktiv straling udsendes fra eregiklump radioaktivt materiale, vil det antal par-
tikler, som pr. tidsenhed passerer igennem endid@alenhed, afheenge af arealenhedens afstand r
fra det radioaktive materiale (se figur 2.4.1):

N //
E\\\lf /
;7//! —

radloaktut \
N,
! materiale \, ™

Fig. 2.4.1
Nar vi derfor maler aktiviteten med et Geiger-MiHter (GM-rar), som har et ganske bestemt fgl-
somt omrade til registreringen af stralingen (geffi2.4.2 a)), sa afheenger maleresultatet af afstan
den r til den radioaktive kilde.

a)
Geiger—Miillerrer

ledring il //
edning ti
spendings- \ \\

folsomt forsyning
omride  ogteller

Fig. 2.4.2
| nedenstaende tabel er anfart resultaterne foadinaktiv kilde (gammakilde), hvis totaddtivitet
kan betragtes som konstant (idet kilden har en tretgehalveringstid).

A(r) angiver det registrerede antal partikler pmut i afstanden r cm fra kilden.
r 2 5 8 12 15
A(r) 600 96 35 16 10

Ger rede for (v.hj.a. dobbeltlogaritmisk papir digiepotentiel regression), at A(r) kan skrives pa
formen:  A(r) = A, ° | hvor A = A(1) — og angiv veerdien af konstanten ly.
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Eksempel 2.4.10.
| gvelse 2.4.9 viste det sig forhdbentlig, at b2; saledes at der geelder: A(r) A 02

At det ma forholde sig saledes, kan vi argumerftarpa bl.a. falgende made:

Den totale aktivitet Ay fra kilden (dvs. den meengde straling, der udsepdesekund) kan be-
tragtes som konstant p.gr.a. kildens store halgstia. Stralingen spreder sig ud fra kilden i alle
mulige retninger, dvs. i en kugleform — og jo laaegesek fra kilden man er, desto mindre er
meaengden af straling pr. arealenhed.

Hvis vi lader I(r) betegne stralingens intensithtg, antal stralingspartikler pr. sekund pr. ameale
hedanbragt vinkelret pa stralingsretningen) i afsteandfra kilden, sa ma den totalktivitet veere

lig med stralingens intensitet gange kuglens oadeéreal, (hvor kuglens overfladeareal og areal-
enheden, der indgér i definitionen af intensitetéles i samme enhed, f.eks)nuvs.:

A A
Ao = I(NB° og dermed: I(r) =& = —tod E—I%
4nlr at oy

Hvis vi seetter r = 1 far vi, at intensiteten itafelen 1 er: (1) Z%Glli 0og dermed:
TU

M) = 100> eller: 1() = I(1F~2
r

Vi ser, at_stralingens intensitet aftager med katetrpd afstandehvoraf navnet: dfstandskvadrat-
lovert kommer.Bemaerk ogs4, at da enhed®hnl(r) og I(1) er den samme, regnes stgrrelsefi r
udenenhed, blot taleerdien for r er udmalt i samme enhed som 1-tal(@.

Hvis vi f.eks. har, at intensiteten i afstanden &m82 [10'* partikler pr. sekund pr. ms4 er inten-
siteten i afstanden 3,7 m lig me@2 10™ [(B772 = 599110 partikler pr. sekund pr. m

Disse beregninger bygger naturligvis pa den foraisap, at der ikke absorberes noget af stralingen
pa vejen fra kilden og ud til afstanden r. Da demeget ringe absorption af gammastraling i atmos-
feerisk luft, er denne forudsaetning imidlertid optyined meget god tilneermelse i eksemplet i gvel-
se 2.4.9 med registrering af strdling med GM-rgret.

Om starrelsen A(r) fra gvelse 2.4.9 geelder daA@):= ScmB0sek/minl(r) = cG% = di?
r

hvor Sv er arealet af GM-rgrets falsomme omrade gange @ets registreringsprocent (ikke alle

partikler registreres, men en bestemt brgkdel hggat), hvor der ganges med 60 sek/min, idet der
i gvelse 2.4.9 arbejdes med minutter, og hvorengtonstant.

Hvis vi i A(r) = c@ ™ seetter r = 1, far vi: A(1) = ¢, dvs. at konstanteer det registrerede antal par-

tikler pr. minut, hvis GM-rgret befinder sig i edsiden 1 fra kilden. Hvis vi veelger benaevnelsen A

for A(1) og dermed har, at ¢ =As8 fremkommer udtrykket: A(r) A, 072 .

(Bemaerk igen, at afstandene r og 1 skal males imeaemhed, f.eks. cm, men at man i beregningen
af A(r) derefter kun bruger talveerdien af r, ikkénheden).

Afslutningsvist skal der fremhaeves endnu en geker@imentar vedr. enheder i beregningerne.
Hvis man f.eks. 5 km fra en (stgrre) radioaktivlkil- teenk f.eks. pa et atomkraftveerk efter en
ulykke pa en reaktortank — vil angive stralingsisigeten, sa vil en rimelig enhed for denne veere:
antal stralingspartikler pr. sek. pr°mog alts& ikke pr. kfnHvis I(1) angiver strélingsintensiteten
i afstanden 1 km fra kilden, men ogs& males i eaheantal stralingspartikler pr. sek. pf, &
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geelder der imidlertid stadigveek: 1(5) = IELY, idet afstanden er blevet 5 gang sterre hvormed
intensiteten er blevet§ange mindre. Dette kan der generelt argumentergs folgende made:
Hvis 1(1) og I(r) er intensiteterne malt i antal&ingspartikler pr. sek. pr. T en afstand p& hhv. 1
km og r km fra kilden, s& gaelder der (hvorfor 2), a

At = I(NBTILO00rY  0og  Awa = I(1)BTI(10005
og dermed:

I(MAM{L000rf = I(1)BT{L000f - I = 1(1) =  I(r) = (1) 2

Vi ser altsa, at afstandskvadratloven:

I(r) = (1)@~ 2 geelder blot der anvendes samme tidsenhed og sanemlenhed i angivelsen af
I(r) og I(1),0g blot der er anvendt samme leengdeenhed ved afstagisislserne 1 og r.

I(r) = I(1)0 %geelder altsa f.eks., hvis I(r) og I(1) begge mékestal strélingspartikler pr. sek. pr.
m~ og hvis afstandene 1 og r begge males i km (ellemiik hvis det @nskes).

| stedet for at skrive I(1) anfares ofie k&ledes at vi far: I(r) =; B~ 2, men 1-tallet refererer i
begge tilfeelde til den samme afstandsenhed sormdasdor r, en enhed der ellers lades ude af
betragtning i beregninger med formlewm

@velse 2.4.11.
Lav et eksperiment som det i gvelse 2.4.9 skitgereog efterprgv afstandskvadratloven.

Eksempel 2.4.12.
Afstandskvadratlovegeelder i andre fysiske sammenhaenge, hvor kiltl&etiomenet med rime-
lighed kan betragtes som punktformig set fra registgsstedet. Dette geelder f.eks. fglgende:

a) Intensiteten af lyset fra en lyskilde (f.eks. irggeten af lyset fra forskellige stjerner obsertvere
pa jorden).

b) Intensiteten af varmestraling fra en given varnukiff.eks. et bal).
c) Intensiteten (lydstyrken) af lyden fra en lydkildeeks. en hgjtaler eller et tagehorn).

d) Den elektriske kraftpavirkning F pa en ladning@msbefinder sig i afstanden r fra en anden
ladning Q, er givet ve@oulombs lov
F=k, G(% , dvs. F =k, Gr%m = E(r)d hvor E(r) =k, E—Ir%
k. kaldes Coulomb-konstanten. (k 8,9910° Nm*C?, hvor C star for ladningsenheden Cou-
lomb), og starrelsen E(r) kaldes den elektriskestiglke i afstanden r fra ladningen Q.
Feltstyrken angiver den elektriske kraftpavirknprgladningsenhed.
Det ses altsd, at en given ladning Q i afstandiaber et elektrisk felt med styrken:
E(r) =a@™
hvora er en konstant.
Den elektriske feltstyrke fra en punktformig ladmiopfylder altsa afstandskvadratloven.
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Massetiltraekningskraften F pa et legeme med masssom befinder sig i afstanden r fra et
andet legeme med massen M (f.eks. en planet ogjeeney, er givet vedravitationsloven

F=Gd@ dvs. F:GE—MZDm:T(r)Eh hvor T(r)=(3[M2
r r r

G kaldes gravitationskonstanten (G = G687 Nm?/kg?), og starrelsen T(r) kaldes gravitati-
onsfeltstyrken i afstanden r fra massen M. Grawitafeltstyrken angiver tiltreekningskraften
pr. masseenhed (f.eks. pr. kg). Gravitationslowadéds ogsa fomassetiltreekningsloven
Det ses altsd, at en given masse M i afstandeabeslet gravitationsfelt med styrken:

T(r) =80~
hvor d er en konstant. Gravitationsfeltstyrken opfyldéséaafstandskvadratlovem.

Som antydet i eksempel 2.4.10 geelder afstandskiaeiza under forudsaetning af, at der ikke sker
absorption undervejs fra kilden til "observatioesit” i afstanden r fra kilden. Hvis der f.eks. er
nogle huse eller en skov i vejen for en lydbglgevisdens intensitet ikke opfylde afstandskvadrat-
loven pa den anden side af disse forhindringer.

Andre eksempler fra fysik.

Eksempel 2.4.13.

a)

b)

Nar et legeme beveeger sig (f.eks. en bil kgrergr sket i besiddelse af beveegelsesenergi, som
ogsé kaldes kinetisk energi. Der geelder her falgeainmenhaeng: Wk = $m 2

hvor Eq, er den kinetiske energi (males i Joule (J)), negemets masse (males i kg) og v er le-
gemets hastighed (males i m/s). For et givet leg@geermed en given masse) ser vi altsa, at
den kinetiske energi er en potentiel vaekstfunkéibhastigheden, idet der geelder:

«HVv) = konst3/

Ofte er det af betydning at vide, hvor meget effelkts. energi pr. tidsenhed) der kan afseettes i et
elektrisk apparat som f.eks. en stgvsuger, en kadepen el-radiator, en forsteerker osv.

Hvis vi ser pa et apparat med resistansen (modstarRi— jfr. eksempel 2.4.7 c) — sa geelder der
fglgende sammenhaeng mellem den afsatte effeksBtaesen R og stremstyrken I: P #FR
Effekten P males i Watt (W = J/s), og stramstyrkeas i Ampere (A).

Vi ser, at hvis vi betragter et apparat med endpestkonstant) resistans, sa er effekten en poten-
tiel veekstfunktion af stramstyrken, idet der geelder

P() = komst

Den energimaengde, der pr. sekund og pr. arealardsmhdes fra overfladen af et varmt lege-
me (f.eks. en klump glgdende lava eller en stjeovesflade) afhaenger af legemets absolutte
temperatur T malt i Kelvin (K). Energien udsendesrinf af elektromagnetisk straling (varme-
straling, lys) og legemets farve, nar det glgdér,ftp det marke over det radlige og gullige til
det hvidlige efterhdnden som temperaturen fordgesrgimaengden pr. sek. pr. arealenhed kal-
des stralingens intensitet |, og om denne gaStiefian-Bolzmann’s lov:

I(T) oT*
hvor konstantew er givet vedo = 5,6710° W/n?K*
Vi ser altsa, at stralingsintensiteten er en patkugekstfunktion af den absolutte temperatur.
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d) I forbindelse med konstruktion af bygninger, maskiasv. er det af betydning at vide, hvordan
de forskellige dele pavirkes af de kreefter, degérd Vi vil her se pa to simple eksempler:

en "tynd” bjeelke (dvs. en bjeelke hvis egenveegtlkdies ude af betragtning).

Bjeelken er indspaendt i en "veeg” i den ene endeetagstet med en enkeltkraft i den anden,
frie ende (se figur 2.4.3 a))

en "tyk” bjeelke (dvs. en bjeelke hvis egenvaegt spiin rolle) eller en "tynd” bjeelke, som er
belastet med en jeevnt fordelt belastning. Bjeelkendspaendt i en "vaeg” i den ene ende (se

figur 2.4.3 b))

Veeg F Veeg

1 i i 2

L L

a) b)
Fig. 2.4.3
En interessant stgrrelse at kende er bjeelkaaisimale nedbgjningmax. Denne afhaenger bl.a.
af bjeelkens profil (dvs. tveersnittets udseend&sf.em den har form som €t et H eller et L)
og af det materiale bjeelken er lavet af. | fagehkaisk styrkelsere og statik viser man, at der
for en_given bjeelkeprofil og givet materiajeelder falgende formler i hhv. situation a) og b):

a) N, = clFO.® og bN, ., = kd*

hvor c og k er konstanter, F er enkeltkraftensretge,d er belastningen pr. leengdeenhed og L
er bjeelkens leengde. For en faatrdi af F hhv. ap er den maksimale nedbgijning altsa en po-
tentiel veekstfunktion af bjeelken laengete.

QDvelse 2.4.14.

a)
b)

c)

En given bil vejer 1100 kg. Bestem bilens kinetiskergi, nar den karer med hastigheden 40
km/h og nar den karer med 120 km/h. (Husk at onedgn/h til m/s !)

Et givet elektrisk apparat er i stand til at yde 88Wed en stramstyrke pa 10 A.

Hvilken effekt kan apparatet yde ved en stramstpkd 6 A ?

Ved maling fra en rumstation (dvs. udenfor Jordensosfeere, som pa forskellig vis absorberer
stréling) kan intensiteten af Solens straling m&svaerdi for denne intensitet er 1820 \Kl/m
Jordens (rumstationens) afstand fra Solen er BELGt' m, og Solens radius er 6[@6° m.
Beregn overfladetemperaturen pa Solen.

(Vejledning Antag, at der ikke absorberes noget af den sgasiom forlader Solens overflade,
far den er kommet ud i en afstand, der svareotidens afstand fra Solen. Stralingen er blot
spredt over et stgrre omrade/areal. Anvend afskaadsatloven og Stefan-Bolzman'’s low).

Eksempel 2.4.15.

a) Vi betragter et lod, som er ophaengt i en snor. tbdslet saettes i svingninger lige frem og til-

bage uden at "kare i ring”, og hvis udsvingene Virgsvinklerne) ikke er for store, sa viser
man i fysik, at svingningstiden T i sadan en bevsegel givet ved:
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b)

T:2T[E{/Z
g

hvor g er tyngdeaccelerationens starrelse (g = ®/82i Danmark), og hvor’ er leengden af
snoren (kaldet pendulleengden). Vi ser dermed, anT fsnktion af/ er en potentiel vaekst-

1
funktion pa formen: T() = konst(1/?2
Det bemaerkes, at svingningstiden naturligvis blaterre, nar leengden bliver starre, men ogsa
at svingningstiden ikke afheenger af loddets masstket maske nok kan overraske !!

Et lod heaenger i en fjeder og svinger op og ned enelio yderpositionensx 0g —sax (se figur
2.4.4). Afstanden fra ligeveegtspunktet O til ey@érpunkterne kaldes svingningens amplitude.

1////{/-‘{////////////

S max =T

— S max Flg. 2.4-4

| fysik vises det, at svingningstiden T for denngdsgelse er givetved: T an/% ,

hvor m er massen af loddet, og hvor k kaldes fljenlestanten. k fortaeller noget om, hvor stiv
flederen er: jo stgrre veerdi af k, desto starshsti. Det bemaerkes, at jo stivere en fjeder, desto
mindre er T, og dermed desto hurtigere foregar siimgerne — og det synes rimeligt. Det be-
meerkes ligeledes, at jo starre masse loddet hstg degrre bliver svingningstiden — og ogsa det
lyder fornuftigt. Derimod ses det, at svingningshdkke afhaenger af amplituden i svingningen,
hvilket maske kan virke lidt overraskende !!
Hvis vi betragter en given fijeder (og dermed eregilk-veerdi), sa ser vi, at svingningstiden som
1

funktion af den svingende masse er en potentiebtfegition pa formen: T(m) = kon&m2 v

@Dvelse 2.4.16:

a)

b)

Udfar det i eksempel 2.4.15 a) omtalte eksperinfemy med 5-6 forskellige leengder og mal
for hver laengde tiden for 10 hele svingninger, k#er svingningstiden T kan bestemmes.
Opstil sammenhgrende veerdier af leengde og svingiiihigen tabel — og prav at eftervise

1
v.hj.a. dobbeltlogaritmisk papir og/eller potentiegression, at T() = konst(1/2
Udfar det i eksempel 2.4.15 b) omtalte eksperimierdy med 5-6 forskellige masser, anvend
en ikke for stiv fieder og mal for hver laengde tider 10 hele svingninger, hvorefter sving-
ningstiden T kan bestemmes.
Opstil sammenhgrende veerdier af masse og svindidngs tabel — og prav at eftervise v.hj.a.

1

dobbeltlogaritmisk papir og/eller potentiel regieasat T(m) = konsEim2
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Pvelse 2.4.17.

| denne gvelse vil vi undersgge et sakaldt frif faéd at udfare eksperimentet og analysere pa de
malte data. Et frit fald betyder, at et legeme faidgngdefeltet uden nogen anden pavirkning end
tyngdekraften. Der skal derfor veere tale om et, flaldr vi kan se bort fra luftmodstanden, hvor-
med vi i denne sammenhaeng ikan betragte faldet af f.eks. et stykke papiraleplasticpose.

Vi vil se pa faldet af et metallod, en metalkugla,rund sten eller lign.

Forsgget kan laves mere eller mindre sofistiketeeagig af, hvilket apparatur man har til radig-
hed (man kan f.eks. benytte fotoceller, elektromegkstrering af faldtider osv.). Men vi vil her se
pa forsgget i den apparaturmaessigt simplest mutigave hvor der bruges et langt maleband, et
stopur (f.eks. pa en mobiltelefon) og en trappeagdaller vinduer i forskellig hgjde).

Udmal forskellige faldlaengder (mindst 4 forskelligerne flere), lad stenen eller kuglen falde (blot
giv slip) samtidig med at tidtageren raber "Nu’y niéet startes, og mal faldtiden.

Undersgg om der er en potentiel sammenhaeng meleitiden og faldstraekningen.

Teoretisk forventes det, at der geelder: s@g:Etz, hvor s er faldstraekningen, t er faldtiden og g er

tyngdeaccelerationen (g = 9,82 fri/f®anmark), dvs. teoretisk forventes, at s(t) S147.
Hvordan stemmer de malte resultater overens megedenventning ?
Prgv at finde arsager til eventuelle afvigelsemthkan ga galt i forsggety.

Pvelse 2.4.18.

Planeterne i vores solsystem roterer regelmaessigga@en med en bestemt omlgbstid, som afhaen-
ger af planeternes afstand til Solen. Planeterstbdédes i banen om Solen af gravitationskraften
imellem planet og Sol (jfr. eksempel 2.4.12 e)).

Afstande i Solsystemet males typisk i sdkaldteoasimiske enheder (AE), hvor 1 AE er lig med
Jordens middelfstand til Solen (bemeerk, at planetbanerne ormSkie er helt cirkulaere, men har
form som en ellipse). Der er malt falgende sammeghaeellem planeternes omlgbstigh,Tom

Solen og deres middelafstand r til Solen:

Planet Merkur| Venus Jorden Mars  Jupiter Saturn WsanNeptun| Pluto

Tom (&r)| 0,241 0,615 1,00 1,88 11,8¢ 29,42 83,5 163,72 (248,

b
r (AE) 0,387 0,723 1,000 1,524 5,208 9,5%5 19,218,1B) | 39,545

a) Argumentér for pa baggrund af disse data, matndel meget god tilnaermelse geelder, at
rl@-oml2/3
Middelafstanden som funktion af omlgbstiden erdadts potentiel vaekstfunktion.

Astronomen og matematikeren Johannes Kepler (1%8B)1som i nogle ar arbejdede som assi-

stent for den danske astronom Tycho Brahe (somigtearbejdede i Prag i disse ar), arvede efter

Tycho Brahes dgd hans meget ngjagtige optegndlaepiser planeternes bevaegelser — og pa bag-

grund af disse optegnelser fandt han falgende paanenenhaeng: planeternes omlgbstid i 2. po-

tens er proportional med deres middelafstand o&ns (Dette kalddseplers 3. loy.

b) Argumentér for, at den under pkt. a) fundne samtmeng mellem middelafstand og omlgbstid
kan omformes til at give Keplers 3. lov.

c) Bestem middelafstanden i AE til Halleys komet, sareéoroterer omkring Solen, ideg, T for
kometen er 76,0 ary
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Biologi og medicin

Eksempel 2.4.19.
Ved en teoretisk undersggelse af forskellige dgranenneskers kropsstgrrelse vurderes bl.a. sam-
menhaengen mellem stofskiftet og kropsveegten.
Den kemiske energi, som en given organisme optageges dels til produktion af veevsceller, dels
til andre energikraevende processer som f.eks. logdetise af den indre temperatur og udfgrelse af
mekanisk eller kemisk arbejde (f.eks. nar en arjay@ller nar der foregar en aktiv transport af
stoffer fra omrader med lavere til omrader med fegi@ncentrationer).
Stofskifteprocessen har saledes mange "afdelingerty vanskeligt kan males hver for sig. Man
samler derfor det hele i begrelbespiration
Idet ilt indgar som det veesentligste led i stotgkifocesserne, kan respirationen males ud fra den
hastighed, hvormed den af lungerne optagne ilt dtesee
Ved indtegning i et dobbeltlogaritmisk koordinat®ys har man empirisk (dvs. erfaringsmaessigt)
fundet, at (hvile-)iltoptagelsen;V pr tidsenhed kan beskrives ved:

Vie = KIM 074
hvor M er kropsveegten (malt i kg), og hvor k etkenstant. k er ca. lig med 0,011, naf Males i
liter pr. minut og M (som omtalt) males i kg. Demedation geelder for dyr med meget store for-
skelle i starrelse lige fra en mus til en elefant.

Vi ser heraf, at stofskiftet pr. kropsveegtenheg{\) er givet ved:
V. _
Vielativ = Vm = kM™%

Vi ser saledes, at sma dyr skal have et megetégiefskifte pr. kropsvaegtenhed end store dyr
(idet M 2% er aftagende, jfr. seetning 1.6.4). Det er da eg#éendt, at en mus hver dag skal spise
mere, end den selv vejer.
Da fedtveev er inaktive i stofskifteprocessen (fdetveev stort set ikke er energikraevende), skal
ovenstaende betragtninger egentlig korrigereglijende:

Vir = kﬂM —m)’
hvor m er massen af de inaktive fedtvaev, og r edogistant.
For mennesker af forskellig stgrrelse og aldemhan fundet, at konstanten r er ca. lig med O¥1.

@velse 2.4.20.

| nedenstaende tabel ses sammenhaengen mellenmpatigiéyrs kropsveegt M og hjertevaegt H.
Indtegn sammenhaengende veerdier i et dobbeltlogskitkoordinatsystem (da det naeppe er muligt
at skaffe et dobbeltlogaritmisk papir med 5 dekaklan punkterne (InM, InH) indtegnes i et almin-
deligt koordinatsystem).

Mus Rotte Hare Hund Menneske Hest
M gram 30 150 3000 20000 75000 90000
H gram 0,2 0,85 20 130 400 5500

Argumentér for, at der med god tilneermelse geehter,
H = 0,0068W %%

Udfgr samme beregning v.hj.a. potentiel regression.

Bemaerk, at hjertets masse ifglge udtrykket H = G500

af kropsveegten, uanset dennes stgrredse.

999 praktisk talt udger en konstant brgkdel
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Eksempel 2.4.21.

Til en hurtig klassificering af en voksen personsrdguelle overveegt kan man anvende det sakaldte
body mass indefBMI), som beregnes ved at personens veegt m {(rkg)tdivideres med personens
hgjde h (malt i m) oplaftet i 2. potens, altsa:

_m
BMI—F

hvorefter den fundne veerdi sammenholdes med dgeridé groft inddelte tabel, som giver nogle
overveegtskategorier pa baggrund af BMI-veerdien:

Normalvaegt Overvaegt Fedme Sveer fedme
20 <BMI< 25 25 < BMI< 30 30 < BMI< 40 40 < BMI

Hvis en person vejer 103 kg og er 1,81 m hgj, s&@dkommendes BMI lig med 31,4 (kontrollér)
Den pageeldende person ma da i henhold til klassifigsmodellen betegne som “fed”.

Lad os starte med at konstatere, at for persondrangjiven vaegt (dvs. med samme veerdi af m) er
BMI en potentiel vaekstfunktion af personernes hgj®i(h) = mh =

Lad os dernaest se lidt pa modellens brugbarhedémighed/fuldsteendighed.

Der er ingen tvivl om, at hvis man f.eks. vejerk@p sa geelder der, at jo hgjere man er, desto min-
dre overvaegtig ma man vurderes at vaere, hvilkatrs&r fint overens med funktionsforskriften for
BMI(h), som angiver en aftagende funktion. Men eletilsyneladende ingen begrundelse for, at
eksponenten pa h skal veere —2. Det kunne f.eke. vie8 eller —2,3.

Tilsvarende er det klart, at hvis man f.eks. er Iy6ligj, sa gaelder der, at jo mere man vejer, desto
mere overveegtig ma man vurderes at veere, hvilketrser fint med, at massen indgar i teelleren i
BMI-formelen. Men som far er der ingen begrundéiseat eksponenten pa m skal vaere 1. Det
kunne f.eks. veere M eller nf*” — som ogsé& er voksende funktioner af massen.

Dernaest kommer veerdierne, som adskiller de folgketiverveegtskategorier (dvs. BMI-veerdierne
20, 25, 30 og 40). Disse er valgt pa baggrund afieske (erfaringsbaserede), men subjektive vur-
deringer af hvornar en person er overveegtig, fed-esg det er vel i et vist omfang en skanssag.
Der er i denne sammenhaeng en kosmetisk, en hetheesisig og en psykologisk synsvinkel at tage
hgjde for.

Endelig skal det bemaerkes, at der ikke i modellgagdgjde for kropsbygning, ken og alder (bort-

set fra at man skal vaere voksen (altsa udvoksgpisk over 18 ar).

Man kunne f.eks. udbygge modellen med en faktohVer af disse starrelser:

* a, som beskriver kropsbygningen. kunne f.eks. ligge i intervalle{to,g;l;[], hvor den mindste
veerdi bruges ved kraftigt byggede personer og taste veerdi bruges ved spinkelt byggede.
Fastseettelsen af denne veerdi kraever naturligwsietering, som kun kan veere delvis objektiv.

e B, som beskriver kgn (hvis det altsa vurderes righali skelne imellem kannene i denne sam-
menhaeng): Man kunne f.eks. saftte 0,95 for maend of§ = 1 for kvinder ?!

» vy, som beskriver alderen (hvis det altsa skennesligimat skelne mellem forskellige aldre i
denne sammenhaeng). Man kunne f.eks. sgiganed hhv. 1, 0,98, 0,96, 0,94, 0,92 og 0,90
afheengig af, om man er i aldersgruppen 18-28 aB&&r, 38-48 ar, 48-58 ar, 58-68 ar eller
over 68 ar.

q
Alt i alt ville modellen derfor se saledes ud: BM a[BEIDr:—p, hvor p og g er positive tal.
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Dette ville givet ggre modellen mere korrekt, menlle stadigveek veere subjektive elementer
involveret i modellen, nemlig dels i fastleeggels¢neerdierner, q og p, dels i greenserne for BMI-
veerdier og de dertil knyttede klassificeringsnagkerveegtsbenaevnelser. Men modellen ville veere
meget mere kompliceret at bruge og forsta i pral&aspa trods af sine svagheder har den fagrst be-
skrevne BMI-model altsa ogsa nogle styrker (neforata og nem at bruge). Modellen méa betegnes
som en relevant tommelfingerregel, som bestemedrebend ingenting, men som ikke mé anven-
des ukritisk, og som ikke kan sta aleBemaerk: Den bedste badevaegt er og bliver et spejl

@velse 2.4.22.
En kendt tommelfingerregel til beregning af en pessideaveegt er falgende:
For de farste 152 cm af personens hgjde medrednleg, hivorefter der lsegges 1 kg til for hver cm
personen er over 152 cm.
Er man f.eks. 168 cm hgj, sa er idealvaegten 66 dgti@llér), hvis man vel og meerke er en person
med normal kropsbygning. Er man spinkelt byggetkkes der 10 % fra, nar idealvaegten bestem-
mes, og er man kraftigt bygget, laegges der 10.% til
a) Beregn idealvaegten for en 183 cm hgj person meudkalgkropsbygning.
b) Beregn idealvaegten for en 155 cm hgj person mdtdkaiopsbygning.
c) Bestem BMI for de tre omtalte personer i denne epd&68 cm, 183 cm og 155 cm hgje).
Har de "normalvaegt” i hht. BMI-modellen €

@konomisk-afseetningsmeaessige forhold

Ved en virksomhedafsaetningaf en given vare (et givet produkt) forstar viadiet af vareenheder,
som virksomheden kan seelge pa et givet markedr(fadet bestemt tidsrum).

Hvis vi f.eks. ser pa virksomheden Brgd & Kager A88m pr. maned kan saelge 22000 poser af
deres produkt "Sgde Smating” pa det danske magéedr virksomhedens afsaetning pa det danske
marked af produktet altsd 22000 stk. pr. maned.

En virksomheds afsaetning af en given vare pa et giagked afheenger af mange ting, bl.a. af va-
rens pris, varens kvalitet, den reklameindsatsseitkheden ofrer for varen pa markedet, konkur-
rencen pa markedet, markedets demografiske strigalgskanalerne (hvem seelger varen) og evt.
saesonforhold. Vi vil imidlertid hér i dette kortksait kun se pa prisens betydning for afsaetningen.

Bortset fra helt specielle forhold/varer ma detageht jo hgjere prisen er, desto feerre varer kan d
afseettes pa markedet. Afseetningen q som funktipnisén p er altsa en aftagende funktion.

Den simpleste model til beskrivelse heraf er eadnt aftagende funktion. En sadan model er imid-
lertid ofte for simpel, bl.a. hvis man ser pa éatigt stort prisinterval for varen, og/eller hvisan

ser pa varer, hvor afseetningen er saerligt falsoenfovpriseendringer. | sadanne tilfaelde kan en
model af typen: "afsaetningen falder med en bespeotentdel, nar prisen gges med en bestemt
procentdel” ofte veere vaesentlig mere relevant e¢ahe. Dette betyder ifglge seetning 1.6.14 og
saetning 1.6.17 at (aftagende) potentielle veekstimmér, dvs. funktioner af typen: q(p) =pi*
kommer pa banen, hvor a og b er positive tal.

Ved en virksomhedsmsaetningms for en given vare pa et givet marked forstsaetningen q
gange prisen p, dvs. antallet af kroner (eller andentenhed) som virksomheden far ind ved salget
af varen — igen indenfor et vist tidsrum. Vi hasal at: Oms =Ig , og da q er en funktion af p,
bliver Oms ogsa en funktion af p. Hvis vi speciet den potentielle model q(p) =pid, sa far vi,

at Oms(p) = q(@p = Hp > altsd ogsa en potentiel veekstfunktion.
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Eksempel 2.4.23.
Vi ser igen pa virksomheden Brad & Kager. Virksomide kan pr. halvar afsaette 22000 stk. "Sgde
Smating”, hvis prisen er 12 kr. pr. stk. Desudesevierfaringen med andre tilsvarende produkter, at
afsaetningen faldemed 8 %, nar prisen forggesed 6 % - og virksomheden bruger dette som mo-
del for "Sagde Smating”.
Som omtalt ovenfor vil en forskrift for afssetningssm funktion af prisen have udseendet:
q(p) = Wp®

og ifglge seetning 1.6.14 3) geelder der (kontrqlktr)

_a= In(1+ (-008)) _ _ _In(092)

In(1+ 006) In(106)

For at finde veerdien af b anvendes, at q(12) 80@2hvor af vi finder (kontrollér !), at b = 770812
Den sggte funktionsforskrift er altsa:

q(p) = 770426+

- a=1431

Grafen for afsaetningsfunktionen ser saledes ud:

1 Afseetning (stk.)

350000 - For omseetningen Oms(p) geelder, at:
300000 - Oms(p) = q(pp = 770426p 041
250000 - . ,
Vi ser, at Oms(12) = 264000 kr., hvil-

200000 - ket (naturligvis) svarer til:

150000 1 22000 stkd2 kr./stk = 264000 kr.
100000 - Vi vender i kapitel 4 tilbage til dette

50000 - eksempel.»
0 - | | | | >
0 5 10 15 20 Pris (kr.
Fig. 2.4.5
@velse 2.4.24.

a) Bestem afsaetning og omsaetning i eksempel 2.4.28phgen pr. stk. er 8 kr. hhv. 18 kr.
b) Bestemprisfunktionendvs. p som funktion af g (altsa den omvendte fionktil g(p))
— 0g udtryk i ord, hvad denne funktion beskriver.

@velse 2.4.25.

| en starre by er det ugentlige antal buspassagezdrdet kommunale trafikselskab afhaengig af
den gennemsnitlige billetpris. Passagerantallbt.ar p.gr.a. konkurrence fra undergrundsbanen og
fra et privat busselskab meget fglsomt overforgpndringer. Det har vist sig, at passagertallet fal-
der med 6,5 % hvis prisen forages med 5 %, sadetaigentlige passagerantal er 700.000, nar
billetprisen er 12 kr.

a) Bestem passagerantallet A(p) som funktion l&tprisen p.

b) Bestem den relative eendring i passageranthilet billetprisen foragges med 9 %.

c) Bestem den relative aendring i omsaetningen, billetprisen forgges med 9 %.

d) Kommentér resultaterne.
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