Reqgneregler

1. Simple regler for regning med tal.

Vi arbejder bl.a. med faglgende fire regningsampéus (+), minus (=), gangélg dividere

(: eller brgkstreg, se senere), eller med "fremmatoaddition, subtraktion, multiplikation
og division Svarende til disse regningsarter taler vi omwen,en differens, et produkt og
en brgkaf/fimellem to tal. Nar vi opskriver en raekke tadrbl.a. disse regningsarters sym-
boler iblandet, taler vi om et matematisk udtryk.

Hvis et (matematisk) udtryk indeholder en multiplilon (et produkt, (gange)) eller en divi-
sion (en brgk, (dividere)), sa skal disse operatiamifares far eventuelle additioner (sum-
mer, (plus)) og subtraktioner (differenser, (minu€)g hvis et udtryk indeholder parenteser,
sa skal disse regnes ud fgrst. Dette er en debafngsarternes hierarldom omtales yder-
ligere i det fglgende.

Eksempel 1.1.

a) 2+3=2+15= 17 (2 HBgiver altsa ikke 25, som man maske kunne tro !!)

b) 49-211+9 = 36-22+9 = 23

c) —2(11+9) = -0 = -40

d 63+284+3-18=63+7+3-72=09,1

e) 6-12:3B+11 = (6-48+11 = B+11 = 16+ 11 = 27

fy 23—-(20-11) = 23-9 = 14 (Bemaatiglette er lig med: 23 - 20 + 11, s&
minusparentesen heaeves ved at sendre fortegméme parentesen ¥

Nar man skal udtrykke en division, sa gares detsbfted hjeelp af en brakstreg. Man skri-
ver f.eks.g | stedet for 3:4 eIIerl—; | stedet for —7: 19.

Det gverste tal i en brgk (dvs. tallet over bradgtin) kaldes teellereng det nederste tal
(dvs. tallet under brgkstregen) kaldes naevneren

Bemeerk desuden, at hvis der star en sum i teeledl@mnazevneren af brgken, sa udregnes
summen fgrst, som om der stod en parentes omkengeh "skjult” parentes), inden selve
brgken (divisionen) udregnes. Det samme er tilfeetdés der star en differens. Dette er
ogsa en del af regningsarternes hierarki.

Eksempel 1.2.
a) 6—% +84 = 6-0,8+8,4 = 13,6
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18 7 18 7 18 7
¢) 40 + 95 +23—13 - 40+ 55 N @3-13 _ 40 + 254_@
7+4 5-3 (7+4)  (5-3) 11 2

=40+5+5 = 50v

Hvis man ganger et tal med sig selv, siger mamaat kvadreretallet, eller at man tager
tallet "i anden”. F.eks. er:

25° = 2525 = 625, 0% 0,60,6 = 0,36 og (-%3¥ (-3)(-3)= 9.

P& samme méade betyder f.eks, & man ganger 5 med sig selv tre gange, altsa:

5°= 585 = 125

Tallene 25, 0,6, (- 3f, 5 kaldes en potens af henholdsvis 25, 0,6, —=3.0g 5

Nar der optreeder potenser i et udtryk, sa skaédigsegnes far gange og dividere, plus og
minus. Men udtrylk parentes regnes stadigveek farst.

Eksempel 1.3.
a) 2°+43°= 8+49 = 8+36 = 44
3
o) 2+6F + o+ 220 gy 20,120 g5 7220 - 64407410 = 767
10 2+4 1C 8+4 12
2 2
0 6+6)° _ 11 _ 121 _ 121 _ 6.05

70- 2% 7C-2[25 70-50 2C

(7°-9),,_49-9 40
8

d) (4+3f-9):8+7 = . +7= §+7 5+7 =12 %

Pa baggrund af det ovenstaende kan vi opstilleefalg forelgbige oversigt:

Reqgningsarternes hierarki:

Generelt regner man fra venstre mod hgjre, narskahudregne veerdien af et udtryk,
men nogle regningsarter kommer fgr andre (har agyeoritet, ligger hgjere i hierarkiet):

1. Farst beregnes udtryk i parenteser.
Hvis der er parenteser inde i hinanden, begyndekder inderste.

2. Herefter beregnes potenser.

3. Herefter foretages multiplikation (gange) og diersi(brak).

4. Til sidst udfgres addition (plus, sum ) og subti@k{minus).
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Beregningen af udtryk inde i en parentes fglgesateame regler/det samme hierarki og den
deraf givne reekkefglge (Jfr. Eksempel 1.3.d)).nreeforbindelse minder vi om de "skjul-
te” parenteser i brgker omtalt ovenfor.

Pvelse 1.4:
Udregn hvert af fglgende udtryk uden brug af regaskime:

a) 6:(-4)+3-(-8)—(-7)+5:2
b) (6:(-4)+3:(-8)—(-7)+5):2
c) 5+7f+(6-2f— (7+1]
d) 2:(-5)+56:(9—5)+%6

7+5°
e -(-04)*+(4+6)[122-1
)9+7 (-04)"+(@+6)Q )
17+ 3111
fy (6-9Y[RP+— """ 4+ (47 - 315
) 6-9 1 —om1 y

2. Generelle regler for sum, differens og produkt

| stedet for at regne med bestemte veerdier ahtallean vi regne med "symbolske veerdi-
er”, idet vi lader tallene vaere repraesenteret \agbtaver. Hvis vi f.eks. vil skrive en sum af
to tal uden at specificere hvilke to tal det dresigrom, sa kan vi skrive: a + b, hvor a star
for veerdien af det ene tal og b star for veerdiesietifandet tal. Vi kunne ogsa skrive p + g
eller a + 3, idet vi kan anvende de bogstaver (bl.a. fraa#tdke eller graeske alfabet),
som vi har lyst til at anvende.

Denne fremgangsmade har bl.a. den fordel, at viekayive regneregler som gaelder for alle
tal — uanset de konkrete veerdier. F.eks. kannweska — (b + ¢) = a— b - c for at forteel-
le, at reglen om at haeve/fjerne en parentes meuheis foran geelder for alle tahnset de-
res veerdi. (Parentesen fjernes som omtalt vekifte $ortegn pa tallene inde i parentesen).

Efter samme princip kan vi nu opskrive fglgenddeeg
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Seetning 2.1
1. Den modsatte veerdi til den modsatte veerdi &l er lig med tallet selv:
—_ (_ a) = a
2. 1 en sum er reekkefglgen af de enkelte led beé¢ydning:
a+b =Db+a
3. En plusparentes kan haeves og seettes uder:vider
1) a+(b+c) =a+b+c
2) at(b-c)=a+b-c
4. En minusparentes kan heeves og seettes, hvisngd@nparentesen forandrer + til —
og — til + :
1) —-(a+hb) =-a-b 2) —(a—-b)=—a+b=b-a
3) a—(b+c) =a-b-c ) da—-(b—-c) = a-b+c
5. Faktorernes reekkefglge (orden) i et produkiden betydning:
1) ab=[@ = Ha= ba 2) [@C = d{bc) = 4bid
6. En flerleddet stgrrelse ganges med et tabvg@dnge hvert led med tallet.
al(x+y)=alx+aly
7. Nar en flerleddet starrelse har en feellesofakian denne sezettes udenfor en parentes:
ay + ax =I[ay +X)
8. Man ganger to flerleddede stgrrelser med hinanddrmatv gange hvert led i den ene m
hvert led i den anden:
(a+hfc+d) = ac+ad+ bc + bd
9. Kvadratet pa en toleddet starrelse er lig: Kvadnadefarste led plus kvadratet pa and

led, + eller — det dobbelte produkt:
1) (a+B) = &+b*+2ab

2) (a-B)= &+ —2ab

3) (—a-B)=d&+K+2ab

10.To tals sum gange de samme to tals differens déwhgratet pa farste led minus

kvadratet pa andet led:

(a+lbfa—b)=3a-1

11. Man kvadrerer et produkt ved at kvadrere falktor for sig.

ed

D
—+

(db) 2 = & b°
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Beuvis:

Vi vil her kun bevise regel 8 — 11. De gvrige fiseettes velkendte eller umiddelbart indly-
sende.

Ad8): (a+b)fc+d) = (a+g+ (a+bjd = dad+hbd+add+hbd= ac+ad+ bc+bd

Ad9): (a+bj = (a+ba+h) = @+Ha+db+hbb = £+ab+ab+b

= 4+2ab+hH

De gvrige regler i pkt. 9 bevisesspfnme made. Detaljerne overlades til laeseren.
Ad 10): (a+bfa-b)= @+Ha—ab—tb = &—
Ad 11): (dbB)* = (ab)(ab) = 4B@AD = dabb = &B° v

Reduktion og omskrivning:

Ved omskrivning af et matematisk udtryk forstasenegningsmaessig eendring af udtryk-
ket til ny form (f.eks. ved at parenteser regnesnuditiplikationer udfgres, led i anden reg-
nes ud osv.).

Ved reduktion af et matematisk udtryk forstas ersknnning af udtrykket til en simplere
form. Ved denne reduktion anvendes de geeldenderegler og regningsarternes hierarki,
og veerdien af udtrykket ma ikke aendres

Med mindre andet neevnes , sa betyder "reducérnaletigvis: reducér mest muligt.

Eksempel 2.2.
Vi vil reducére fglgende udtryk mest muligt:
a) 3x—(2:-(x+1)-4) b) BRa +5) + (ba—2)—2(4a + 3)

Ada): 3x—(2:(x+1)—4) = 3Xx—(2x+2—=A)3x—(2x—2)= 3Xx—2Xx+2= x+2
Adb):7-3(2a+5)+(5a-2)—-2(4a+3) #Z-(6a+15)+5a—-2—-(8a+6) =
7-6a—-15+5a-2-8a-6 =1b—2-6-6a+5a—-8a= -16-9%

Eksempel 2.3.
Vi vil omskrive udtrykket x> +6x +9 ved at skrive det som et produkt af to faktorer:

Ved at se pa regel 9. 1) i saetning 2.1 far vi dién atx” + 6x +9 kan veere kvadratet pa en
toleddet starrelse, hvor farst led er x (idet d&r ) og hvor andet led er 3 (idet der str 9
= 3). Hvis dette skal veere tilfeeldet, skal det sidisteveere "det dobbelte produkt”, og det

ses netop, at@3 = 6x, hvormed vii alt han® +6x +9= (x + 3 = (x + 3Y(x +3) ¥
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En reekke af omskrivningens og reduktionens aspekfieroge, faldgruber osv. vil blive
blotlagt ved at Igse de fglgende gvelser:

@velse 2.4.

Omskriv: a) (Ja-2x)? b)x? +9y”* — 6xy c) a’+9b”+6ak
@velse 2.5:

Reducer/omskriv:

a) 2a—(3b +a) b) 4+ 3-(a-2) c) —5a—H38a)

d) x—(3-5x) e) —3x-(-2a) f) 6:a:3—-7-(—a)-2

g) (2a+5b)(—a—7h) h) 2a%@2-(a+2) i) —(-a—(b-2a)

@velse 2.6.

Reducér/omskriv:

a) 5(-12b+3(a+4(b—-a)+7)+4) b) (cdb)(ey — pq) — (cd — ab)(xy + pq)
c) (7x+7y+7z—ax—ay—az)(x +y+z) d)a3+(1l)-(2-(a+1)+1)-4)
Dvelse 2.7.

Omskriv til produkt af faktorer:

a) x*-1 b) 4x? - 4x +1 c) 9a°-4

d) x* —26x +16¢ e) x*+10x +25 f) a®-49

g) 4x*-12x+9 h) 36-b? ) 9x®+6x+1

j) 25x*—-20x +4 k) 36x°—-64 ) 24-6x°

m) 4x°+32x*+64x n) 4x°-16x 0) 16Sx* —20&x + 64

Pvelse 2.8.

Reducér:

a) 7a+12b—-5a —-17b-4-3

b) (—a+hb)-(a-b)

c) 8a—(4a+ 3b) + (3a + 5b) - (2a—4b) - 2b
d) 7x—(2x + 4y) — (4x — 6Y) — (X + 2y)

e) 4(2x—-3)—2(3x—4) + (3x + 3)

f) 3a (ba + 2b) — 4a(2a — 3b)

Steen Bentzen: "Reduktion og omskrivning”.



g) 4x (3x +5y) — 3x(2x + 3y) + 2x(X — 2y)
h) 3(x—(2x-4))-11(1-x— (—x—-1)) — 22— 4x) — X)
i) a((2a + b)b — (2a —3b)a — (5a — b)b)

@velse 2.9.

Reducér/omskriv:

a) (@a—-2)(a+5) b) (x-4)(x-3)

c) (x=3)(x+3) d) (3a—4) (2a+5)
e) (3a+4)(6a—-8)—(2a—3)(4a + 6) (BXx — 3y)(4x + 6Y)
g) (3a+b)(—2a-6b+5) H-3s)(1+39)
@velse 2.10.

Skriv fglgende udtryk som kvadratet pa en toledtetrelse:
a) Xx*+10x+25  b)x®+14x +49 c) x* —16x +64 d) x*-22x+121

e) x> +36x+324 f) p°-24p+144 g) x*—2x+1 h) z* + 46z +52¢
Pvelse 2.11.

Skriv fglgende udtryk pa formea(x + b)?:

a) x* +16x +64 b)-15x* -30x —15

Pvelse 2.12.

Omskriv/IReducér fglgende udtryk:

a) (x +3f b) (x — 5¥ c) (x—8)(x + 8)

d) (2x — 3¥ e) (4a +1j f) (3a + 5bj

g) (8x —4yy h) (3 + 5x)(3 —-5x) ) (1-7B)

) (x=1)(x +1) K) (x-y) ) (4x+3yy — (3x—4yf
Pvelse 2.13.

Reducér fglgende udtryk:

a) (5a-4b) - (4a-5b)

b) (2a + 3bj— (a — 2b§ — 5b(2a + b)

c) (1-3p)* -(1L+4p)® —s(-1y

d) 94 - (2a + 3b)(4a — 6b) — a(a — 2b) — 2ab
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3. Simple regler for brgker (division) med tal

Ved en brak forstas et forhold mellem to tal, opskt ved hjeelp af en brgkstreg, hvor tallet
over brgkstregen kaldes teelle@ptallet under brgkstregen kaldes naevneveerdien af
brgken findes ved at dividere naevneren op i tagllere

Eksempel 3.1.

I br;z;kenl—B2 er teelleren 12 og neevneren 3, og brgkens vaeddi er

Tilsvarende har vi, atibr;akerne:%2 % _T?O og% er teellerne: 22, 1, —40 og 2,

medens naevnerne er: 5, 4, 8 og 7.

Og veerdien af disse brgker er giver ved:
22 _ 44, 1 025, -40_ -5 og 2 0,2857142857
5 4 8 7

Bemeerk, at selv med 10 decimaler (cifre efter koetiner tallet 0,2857142857 ikke sa

: . 2
preecis en veerdi som selve brzk7env

Nar der regnes med brgker er der en raekke fortidédya i betragtning. Vi ser farst pa fal-

gende:

« En braks fortegn bestemmes af savel teellers somerafortegn.

e Nar der star en sum eller en differemibrak, skal denne udregnes farst (som om der
stod en parentes omkring) inden selve brgkens uadrdgnes.

* En brgks veerdi andres ikke hvis teeller og neevmegegaeller divideres med samiaé
(undtagen tallet 0).

Eksempel 3.2.
a) Vedrgrende fortegn har vi f.eks., aTtl:A'TAE -4, 1—2 =-3 og — 450 -

5+13—% udregnes ved fgrst at beregne 5 + 13 og 2se/® om

b) Udtrykket: 2+

der stod en "skjult” parentes omkring disse led)derefter udregne resten.
5413 25 18 25
- = 2+—- = 2+3-5=0

Vi far saledes: 2+

2+3 6
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C) Br;akerneE og£3 har samme veerdi, nemlig 2,5, d\/—% 25
2 T 1C 2710

Vi kan komme frag til 5—05 ved at gange bade teeller og neevner med samnmemalig

5. Vi siger da, at brzkegr forleengesmed 5.
2
Og vi kan komme frai—é3 til g ved at dividere bade teeller og naevner med samime t

nemlig 5. Vi siger da, at bmkeizq'—g forkortesmed 5.

Samlet kan dette kort formuleresi = @ = é
2 25 1C

Nar man vil laegge brgker sammen, skal de have sareeneer (de skal veere "ensbenaevn-
te”). Hvis de har den samme naevner (en feelles naevner),idiat \eegge teellerne sammen
og beholde naevneren, hvorimod hvis de ikke en feelles naevner, ma vi farst forlaenge
eller forkorte brakerne pa passende made, sa dm fiéellesnaevnerTilsvarende geres ved
en differens af brgker.

Eksempel 3.3.

a) } stykke lagkage pIu§ stykker lagkage, giver i alg- stykker lagkage, dvs% lagkage.

p 2,5.7 631 25 11,31 20 2
11 11 11 ° 19 19 189 ' 6 6 6 6
c) For at udregne summeng +1—52 ma vi farst give brakerne en feellesnaevner. Deaises

tallet 24 kan bruges som feellesnaevner, idet destefdargk skal forleenges med 3 me-
dens den anden brgk skal forlaeanges med 2 forreefaneren 24. Vi har altsa:

7 S _ 7[3+ 502 21 10 _ 31

8 12 83 122 24 24~ 24

d) For at udregne differenseng—:—; ma vi farst finde en feellesnaevner. Det ses|llat ta

35 kan bruges. (Bemeerk, at 353.7Som feellesnaevner kan altid bruges produktet af

naevnerne !).
Vi far hermed:g—:—3 _ 905 _3l7 _45_21 _ 24
7 5 706 50y 35 35 35
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Med hensyn til at gange og dividere i forbindelssdrbrgker geelder der fglgende regler:
* Man ganger en brgk med et tal ved at gange teelfeeghtallet og beholde naevneren.
* Man ganger to brgker med hinanden ved at gangertee#id teeller og naevner med

neevner.

» Man dividerer en brgk med et tal ved at gange rgkeevner med tallet og beholde

teelleren.

* Man dividerer meckn brgk ved at gange med den "omvendte” brgk,\d&at gange
med den brgk, hvor teeller og naevner har byttetsplad

Eksempel 3.4.

Indledningsvist konstaterer vi, at f.eks. 6 ga%geagkage elg lagkage, dvs. 1¥2 lagkage.

Derneest opfordres laeseren til ngje at fglge hvieeleskridti de felgende omskrivninger

og overveje/konstatere, hvad der sker og hvilkéerater bruges:

)8@22%_%

13 13 13
e)é@_:%:Zl

4 4
h)zggzﬁzé

4 11 401 4
. 3 24
o=y

83 24

5 5 5 5
) 2:(-6) = = =2
3 30(-6) -18 18

3 3
5 G’)_‘ 15
_:5 = _
M2 =5 =
r) EE :Egg':6_6
13 11 13 5 5
S

3
t)%:§@§:
s 88

o) L= T4 =28
9 9 9

dy52is = g = 88
3 3

31033 _ 31[3 _ 93

22 2 2

31
~-[B3=
9,
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Her fglger en raekke gvelser til indgvning af regg&rne for brgker med tal:

@velse 3.5.
Beregn uden brug af lommeregner:
a) 2-5_ ¢ by 45 _-12 C)(—3)(—6)—8(—4)—6[2+3(—7)
2+7 4 (-3)(-10)+2(-8)-(-2)2
Pvelse 3.6.
Forkort fglgende brgker mest muligt uden brugpairheregner:
24 96 33 75 169 21 105
a) — b) —~ O d) e) . o 9) ——
16 36 55 12¢ 221 35 14C
Dvelse 3.7.
Las falgende uden brug af lommeregner:
a) Forlaengg, sa naevneren bliver 28
b) Forlaengg, sa naevneren bliver 56
C) Forlaengg, sa naevneren bliver delelig med 6
d) Skriv 4 som en brgk med naevneren 2
e) Skriv 3 som en brgk med neevneren 17
Pvelse 3.8.
Las falgende uden brug af lommeregner
a) Forleeng brﬂkeé med 6 b) Forleeng brﬂk%nmed 2
@velse 3.9.
Reducér mest muligt uden brug af lommeregner ogdreveerdien:
3.6 12 5 2 3 2 4 1
a) —+—+— b) —+—+— C) —+—+—
7 7 7 6 3 5 3 9 6
d) 3+Z+§ e)1_2_§_£
8 6 5 6 7
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@velse 3.10.
Reducér mest muligt uden brug af lommeregner ogdreveerdien:
92.3,5 212 .7 814, 52
3 5 6 3 6 9 5 11 11 -3 3
@velse 3.11.
Reducér mest muligt uden brug af lommeregner ogdreveerdien:
5 6 4 13 2 1 2 4 1
—+———+= ) —+—= ) ———+=
7T 7 7 7 -3 2 3 9 6
d)£_£+2 )3+Z_2_5 ) i+l+1+1+1
12 5 8 6 16 8 4 2
@velse 3.12.
Reducér mest muligt uden brug af lommeregner ogdreveerdien:
m-ﬁmm b)1zﬁ- c)—12}1§— d)ggﬂl
11 23 20-4 -3
@velse 3.13.
Reducér mest muligt uden brug af lommeregner ogdreveerdien:
a) 5532 0y 2 2F ) 22t2 o St
4 3 55 4 3 9 3 45 3
Pvelse 3.14.

Reducér mest muligt uden brug af lommeregner ogdreveerdien:

e

@velse 3.15.
Reducér mest muligt uden brug af lommeregner ogdreveerdien:
5)° -3Y° 2 Y’ -3 -3
a) |— b)| — c) — d—0—=
6 4 -4 -7 -7
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@velse 3.16.
Reducér mest muligt uden brug af lommeregner ogdreveerdien:
o 34177575 1,53 2
4 65 9 4 9 67 11
= o4
c) —= d)
24 2,2
7 4 9 13
Pvelse 3.17
Reducér mest muligt uden brug af lommeregner ogdreveerdien:
5 3 1 5 3 1
a) —:3 b) —: 6 c) —:2 d 3= e) 6= f) 2:=
) - ) 3 ) > ) - ) 3 ) >

Skriv de samme opgaver op v.hj.a. brgkstregedestr divisionstegnet ( :).

Pvelse 3.18
Reducér mest muligt uden brug af lommeregner ogdreveerdien:
2 3 5 I
5 2 9 _4
a) 1 b) 3 C) 7 d) 2
3 5 6 7
Pvelse 3.19

Ved den reciprokke vaerdi af et tal forstas 1 diedened tallet (f.eks. er den reciprokke

veerdi af 3 lig med%).

Bestem uden brug af lommeregner den reciprokke ivaktdllene: 5, 1—47 , 32 0g 11
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4. Generelle regler for bragker (division)

Efter samme princip som ved sum, differens og pkb#an generelle regler for regning

med brgker udtrykkes ved hjeelp af "symbolske vestddvs. tal repraesenteret ved bogsta-
ver. | denne sammenhaeng gaelder fglgende saetmogyvirsom tidligere naevnt bruger
bragkstreger i stedet for divisionstegnet : i raestlle situationer).

Seetning 4.1.
1) Fortegnet for en brgk fastlaegges af savel tadim naevner:
a a -a_a
a) == b) — =+
- b b -b b

2) En brgk med flere led (sum eller differens) i taedlder naevner indeholder "skjulte”
parenteser, hvilket spiller en rolle nar sadammér indgar i beregninger:
a+b _ @+b)
c+d (c+d)

3) En broks veerdi forandres ikke, hvis dens teellensevner ganges med sammezdl)(
(Dette kaldeforleengning):
a_alx
b bkx
4) En brgks veerdi forandres ikke hvis dens teellensevner divideres med samme #a0J
(Dette kaldegorkortning ):

olo
oc‘om

5) Brgker med samme naevner leegges sammen (edliekds fra hinanden) ved at lsegge
teellerne sammen (eller treekke teellerne fnaren) og beholde naevneren.
a. b a+b a_ b a-b
a) —+t—=—— b) ———
c C C cC C C

6) Man dividerer en flerleddet stgrrelse med le¢é¢d at dividere hvert af leddene
med tallet:

a+b _a, b

a) —+—

o c o

a-b_
c

b)

olw
olo
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7) Nar braker skal leegges sammen eller treekkesifenden, skalle have samme naevner.
Hvis dette ikke er tilfeeldet, ma vi finde fallesnaevnerfor brgkerne, og forkorte eller
forleenge brgkerne for at opna denne feellesaeevn
Som feellesnaevner kan man altid benytte predwltalle nsevnerne:

_ a[d+b[c _ald+blc

c _ _ _ald _blc _ ald-blc
d bld bld b [dl

(o
d  bm@ b b

a a
a) —+ b) — -
)b )b

8) Man ganger en brgk med et tal ved at gangerellmed tallet og beholde naevneren.
bp-bla_p2
c c C

9) Man ganger to brgker med hinanden ved at geatier med teeller og neevner med
naavner.
a alc

bd bd

10) Man kvadrerer en brgk ved at kvadrere teeller ognesehver for sig.
g
b b?

11) Man dividerer en brgk med et tal ved at gamgé&ens naevner med tallet og beholde

teelleren.
a
a._ b _a
b Cc bt
12) Man dividerer med en brgk ved at gange madodevendte brak.
a
b_ a £ p _a ad
a.—=——=a b) ——=—-L=—
2 c b b ) C bc bc
C d

Bemaerk desuden, at:
» Ved forkortning af en brgk fortseetter man alminglgk indtil brgken euforkortelig .

» Denreciprokke veerdi af et tal a defineres som: 1 divideret med &, &v
a

Steen Bentzen: "Reduktion og omskrivning”.
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Eksempel 4.2.

a)

b)

c)

2? +20_b-a, _ 2a+2b) (b-a)l4 _ 2a+db-(4b-4) _
C C C

2a+4b-4b+4a _ 6a

(9 (o

Farst ganges 2-tallet op pa den ene teeller odet-tainges op pa den anden teeller. Da
brgkerne allerede har en feellesnaevner (c), saattpé dn feelles brakstreg og samtidig
ganges 2 og 4 ind i de respektive parenteser. Bem#austegnet foran den sidste pa-
rentes, idet den sidste brgk skulle treekkes frdekgn haeves minusparentesen — og der

reduceres mest muligt.

28c’ad _ Tcd
4ack b

Brgken forkortes med 4, med a og med c, hvilkeheligt, idet der bade i teeller og
neevner star gange imellem tallene/bogstaverneaikort sige, at brgken forkortes

med 4ac.

Xty X=y _ y(X+y) X(X=y) _ xy+y +x*-xy _ x*+y’
X y Xy Xy Xy Xy

Farst skaffes en feellesneevner, nemlig xy (Vi aneedtsa produktet af de to eksiste-
rende naevnere). Den fgrste brok skal derfor foréemged y medens den anden brgk
skal forleenges med x. Da de to brgker nu har dedartevner, kan vi samle dem til én
brgk. Samtidig hermed har vi ganget y og x ind relpektive parenteser. Endelig redu-
ceres mest muligt. (Bemeaerk, at denne sidste bilgkiin forkortes med x eller y, idet

der star + og ikk&imellem ¥ og ¥ i teelleren 1)

- —h)\=2 2 _Rh2 2 2 _
d) @ b)(a+b)+(a b a -b . a +b ab:

5a 2b 5a 2b

2b@* -b?) N @’ +b* — 2Zb) _ 2ba’® - 2b° + &° + @l -10a’b _
1Cak 1Cak 1Cak

%° -2b® - &b+ Jb’
1Cak

Foarst udregnes teellerne, og herefter skaffes dadiaabvner (igen ved blot at gange de

to eksisterende naevnere sammen). Den fgrste briakrfges derfor med 2b, medens den
anden brgk forlaenges med 5a. Herefter samles ni@ker pa én feelles brakstreg, og
samtidig hermed har vi ganget teellerne ud. Endelbigiceres mest muligt.
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e) —
a

b

C dBQ%aJr(Zc] _c. b_ _ (c d)ZEQa+(2c2) _ED4(C d)
b b 4(c-d) alb b> b b

2-2d 4 _4c-ded | 2c-20+40° - (A’ - 4ed) | 2c-2d+ 4cd

b2 b2 b2 - b2 b2
Farst konstateres, at det udtryk vi skal redudegstar af tre led. | det fgrste led ganger
vi teeller med teeller og naevner med neaevner, ogskdruparentesen om c — d, idet dette
er en flerleddet starrelse, som skal ganges mtd. étdet andet led benytter vi reglen
om, at en brgk i anden er teelleren i anden divideszl naevneren i anden, og vi husker
parentes omkring 2c, idet det er hele teellereskal have i anden. | det tredje led skulle
vi dividere med en brgk, hvilket har fgrt til, atnu ganger med den omvendte brgk.
Herefter forkorter vi den farste brgk med a og gariyind i parentesen i teelleren, i den
anden brak benytter vi, at (3¢) 2d2c = 4¢ , og i det tredje led ganger vi brakerne
sammen. Da de tre brgker, som vi herefter er méet fil, alle har samme naevner, har vi
allerede en feellesneevner, og vi kan derfor samteedergker til én brgk. Vi husker her
parentesen om 4e 4cd, idet den sidste brak skal treekkes fraviig® broker. Ved at
haeve minusparentesen og reducére kommer vi erfdetigtil resultatet. v

Eksempel 4.3.

5xy —15yz +10y°

kan vi falge forskellige "veje” (fremgangsmager
oXyz

Ved reduktion af

5xy -16yz+10y* _ By[(x-3z+2y) _ x-32+2y
5xyz Sy [Xxz Xz

a)

5xy —16yz +10y* _ 5xy_15yz+10y2 _ X _ % 2y _ x-%+2y
oXyz OXyz SXyz SXxyz XZ Xz Xz Xz

5xy_15yz+10y2
0 5xy-15yz+10y* _ 5y 5y 5y _ x-3+2%y

5xyz SXyzZ XZ
Y%

| den farste omskrivning seetter vi et feelles lednfdr en parentes i teelleren, idet 5y indgar
i alle tre led i teelleren. Samtidig fremhaever vi5w ogsa indgar i naevneren. Ved at forkor-
te brgken med 5y, som nu_er gangebgde i teeller og naevner (jfr. seetning 4.1. 4) @kt.
fremkommer resultatet.

| den anden omskrivning benytter vi seetning 4.lid&t brgken er udtryk for en flerleddet
starrelse (tre led) delt med et tal. | hver af élisszker, hvor der ikke indgar + eller —, for-
kortes med 5y. (Egentlig kunne den farste brak dgddrtes med x og den anden brgk

b)
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med z, men dette undlades for at sikre en feelles@edor de tre brgker). Da de tre brgker
har en feelles naevner, samles de til én brgk, hwbresultatet fremkommer.

| den tredje omskrivning forkorter vi brgken "ditek med 5y ved at dividere teeller og
neevner med 5y. | denne sammenhaeng husker vi {@lleten bestar af flere led, hvorfor
hvert led bliver delt med 5y. Ved at forkorte he¢ide fire "sma braker” nar vi frem til re-

sultatet. v

Her fglger en raekke gvelser til indgvning af regg&rne for brgker:

@velse 4.4.

Forkort fglgende brgker mest muligt:

2 2 2|2

a) 22a b) 13ab o) 36a l:ZJc d) 14$b3

4a 3% 6Cakc 174ak

@velse 4.5.

a) Forlaeng?, sa naevneren bliver 30

A .

b) Forlaeng—F, sa neevneren bliver 7ab

C) Forlaeng%, sa naevneren bliver delelig med 2b

2a

d) Forleeng brzke% med 4x

@velse 4.6.

Forkort brgkerne:

a) & b) &b c) &b d) -9
13a 9%b 2ak 3
6al9 6a-9b 6al8b

e — f —_—

) 3 ) 3 9 3b
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Dvelse 4.7.
Reducér/Omskriv fglgende:

da 3 M= 7x+5y 2x+3y 3x-y 4a°

a —+——— b) c)—-16
3 4 6 a-b a-b a-b 9
d) 14a+21b 7 e)3x—2_4x—5_2x+1
3 2X 5x 4x
@velse 4.8.
Reducér:
a) —(x+2)d§+5 b) 2+aG 3 o) x—2_3—x d) x—2+x—3
17 4 3a-1 1-x 1-X X x-1
@velse 4.9.
Reducer fglgende:
1 3 1-6x 1 5 3
a) —+ b) + c) -——
2X 3x+5 -3  2+X 4a+3 4a
d) a+4 a-3 e\3x—2_4x—5_2x+1
a+l a- "2x+5 Bx-1 4x+3
@velse 4.10:

Skriv tallet w som uforkortelig brgk, nar x = 214 9= 374 og

y X 2Xxy

W = + +
X-y X+y x’-y°
@velse 4.11.
Reducér:
5 12a+9b 3
a) 700= b c) —4x
) tﬁﬁ/j )12 ) 2
2
X 3 10a+ &b
d) | — 2y)? e)——[4 +1 fy —m—
)(yj H2y) )2E6y+1) [y +1) ) =

2+a 3-61_4-f@
m m m

9)

Steen Bentzen: "Reduktion og omskrivning”.
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Reducér:

(b+ 23— (b+4) a@+3)-2@+3)

0 yZ + x> —2xy
X% +2xy +y?

a b
) b+1 ) a-2
2ab+6bc a-2b -3A+2b —-F&A+5b
d)——( e) - +
6a“c+18ac a+b a+b a+b
@velse 4.13.
Reducér mest muligt:
2p—-3
2 —
a ESL b) X a:X+a C) L
a+p q X+a X-a 6p
2p+3

Steen Bentzen: "Reduktion og omskrivning”.
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5. Kvadratrod.

Ved kvadratrodemf et ikke-negativt tal forstas den ikke-negatreerdi, som oplaftet i an-
den giver tallet. Til at beskrive kvadratrodereafal anvendes symbole\f . Hvis vi der-

for vil angive kvadratroden af 25, sa skriver w25, og da 5 er et ikke-negativt tal, som

oplgftet i anden giver 25, (dvs?5 25) ser vi, at/25=5. Nu er det naturligvis sledes, at
det kun er de faerreste tal, der har sa "peene” kaattder som vi netop sa, at 25 har. Hvis

vi f.eks. vil bestemme veerdien &7 , sa findes der ikke noget "paent tal” som oplaftet

anden giver 17. P& en regnemaskine kan vi findédreermetvaerdi af17. Med 6 deci-
maler giver dette: 4,123106, men denne veerdiler ilelt preecis (bemeerk, at 4,123166
17,00000309, dvs. vi far ikke praecis 17). Uanser mrange decimaler vi tager med (ende-

ligt antal), sa vil vi stadigveek kun have en tilnzet vaerdi ak/17. Den mest preecise angi-
velse af det tal, som oplgftet i anden giver 1'fjexfor kvadratroden af 17 skrevet med

kvadratrodssymbolet, altsil7 .

| almindelighed giver vi fglgende definition:

Definition 5.1.
Kvadratroden af et ikke-negativt tal a betegn@s
Veerdien afva er det ikke-negativeal, som oplgftet i anden giver a.

Dette kan ogsa formuleres saledes:
Hvis a er et ikke-negativt tal, dvs. hvis> 0, sa geelder der:

8) Ja=b < (b2 00K = a)

(Symboletlleeses: "0g”, og det betyder, at beggisagn omkring det skal veere opfyldt.

Symbolet = leeses: "ensbetydende med”, og det betyder, atdatisne udsagr\/(a =b)
geelder, s& gaelder det andet udsage (bOb? = a) ogsd — og omvendt !).

(O kaldes ofte for rodprgvelvs. en test af, at et udsagn om en kvadratrédreekt)

Bemeerk bl.a., at
» vi ikke kan tage kvadratroden af et negativt tal,(hvorfor ikke ??), og

» kvadratroden af et tal altid har en positiv veerdi dler evt. veerdien 0, (idet Jo = 0).
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@velse 5.2.
Udregn mest muligt inden lommeregneren tages i:brug

a)\/%+\/0_36+\/8_1+£ b) 5 + (- 4F - V64 +/(-2) {-32)

J676+121++1369 12:/9 +98:/49
c) d)

J529-13 v100L/04
@velse 5.3.

Bestem veerdien af 36+ 64 og af~+/36 ++/64. Kommentér resultatet.
Bemeerk den skjulte parentes i udtrykk@6+ 64

| ighed med sum, differens, produkt og brgk gaetilerogsa nogle regneregler for kvadrat-
rgdder:

Seetning 5.4.
1) Forallea=0 er Jaz0

2) For allea=Oer (Va)’=a

3) Forallea=0 gaelder\/g =a; og for allea<0 gaelder:\/? =-a
4) For allea=0 geelder:x’>=a = (x =—-Ja O x :\/5)
(Tegnetl] leeses “eller’ og det betyder, at mindst et algaene omkring det skal
veere opfyldt).
5) Forallea=0 ogb=0 geelder/alb =+vaRd/b
a_+a

6) For allea>0 og b>0 geelder,|— =—
) g g b= 7

7) Kvadratroden af en sum eller en differens ikike omskrives.
Der geelder sdledes almindeligvis,va+b #+/a++/b og va-b z+a-+b

(Tegnett betyder: er forskellig fra).

Beuvis:
Ad 1) og 2): Dette faglger direkte af definition 5.1.

Ad 3): Hvis a= 0 sa falger resultatet/a’ = a direkte af rodpraven ( jfr. definition 5.1)
(a er et ikke-negativt tal, som oplgftet i andevegi).
Hvis a< 0, s& er —& 0, og da (&)= & ses veerdien —a at passe i rodpraven, alts&:

Hvis a< 0, sd en/a®> =-a
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25

Ad 4): Vi skal bevise, at der for et ikke-negativt tajalder:
x’=a- (x= -Ja O x :\/5), dvs. at udsagnet:?x a er ensbetydende med udsagnet:

x =—+a O x =+/a, og dette vil som naevnt tidligere sige, at vi skajumentere for, at

hvis det ene udsagn geelder,gelder det andet ogsa, og omvendt
« Viantager forst, at > a er opfyldt.
Heraf ses, at x er et tal, som oplaftet i andeemfizllet a. Hvis x er ikke-negativ, sa har

vi derfor ifglge definition 5.1, at x =/a. Hvis x er negativ, sa har vi dels, at —x er po-
sitiv, dels at (-x3= ¢ = a, hvormed vi ser, at —x opfylder rodpreveefimition 5.1.

Dette giver os, at: —x =/a og dermed, at x = Ja. Hermed er det gnskede bevist.
(Bemaerkning til leeseren: Lad dig ikke snyde afjeatstar et minus foran x og vi alli-
gevel siger, at —x er positiv. Dette skyldes jaa#let x selv er negativ. Hvis f.eks.
=—3,sder—-x= —(-=3) =3, altsa et posttx

» Vi antager derefter omvendt, at udsagnet= —~Ja O x=+a er opfyldt.
Hvis x = v/a , s& far vi ifglge regel 1), at:?>x (va)? =a, og hvis x =—+/a , s& ser vi
tilsvarende, atx? = (-/a)? = (v/a)? =a. Hermed er det gnskede bevist.

Ad 5): Ifglge regel 1) har vi, at/a=0 og Jb =0, hvoraf vi ser, atva@/b =0 . Da vi

desuden har, atv/a@/b)? = (v/a)? [v/b)? = alb , hvor regel 2) er anvendt, far vi ifglge

rodprgven det gnskede resultat.

Ad 6): Bevises pa helt samme made som regel 5). Detalrerlades til laeseren.

Ad 7): For at sikre, at de to starrelser ikke er end,\akaunne finde et saet af vaerdier, som
giver forskellig vaerdi pa venstresiden og pa hajers | denne sammenhaeng henvises til
gvelse 5.3. v

Eksempel 5.5.
a) (+32)°-+/32* =32-32=0 ifalge regel 2) og 3) i seetning 5.4.
b) x*=4 = x=20x=-2 ifalge regel 4) i saetning 5.4.

c) x?=5< x= V5 Ox=-5 ifalge regel 4) i seetning 5.4. | denne og ligreesiuatio-
ner tillader man sig ofte at skrive fglgende® =5 = x = +/5 , men det betyder det

samme. Med 5 decimalers ngjagtighed harxfi:=5 = x =+2,23607
d) Ifelge regel 5) og 6) i seetning 5.4. har vi:

81 81 9
V1629 =16 3/49 = 47 = 28 o 181 _ _9
Vie ) 25 25 5

Regel 5) og 6) kan imidlertid ogsa anvendes frachmjod venstre, f.eks. hvis vi vil om-
skrive +/203/5 (vi har hér: J203/5 =205 = v7100=10), eller hvis vi vil seette et
tal udenfor kvadratrodstegnet f.ek§60 = 4[5 = /43/15 = 23/15 = 2/15.

Bemaerk skrivemaden: A5, som altsa betyder: 2 gange métb.
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e) Ved anvendelse af regel 5) i seetning 5.4 far vi:

Vab++be _JalQ/b++bG/c _Ja+4/c
Jod  Ybrd  Jd

hvor vi ogsa har anvendt reglen om forkortning rafider.
Hvis vi gerne vil undga at have et kvadratrodsteggevneren, kan vi forlaenge bragken

med+/d , hvormed vi far:

Va++c _ (Ja++c)B/d _+ad++/cd
Vd (Vd)? d

a kan ifglge regel 2) i seetning 5.4 omskrives séiedea— = (

f =

) Ja Ja +a Ja

g) Vi vil omskrive udtrykkene: 2 og 3V2 sa der ikke optreeder kvadratrgdder
J8-5 T JT+2'

I neevnerne. Dette ggres ved at forleenge brgkeeteetpassende smart tal.
Ved benyttelse af regel 10 i seetning 2.1 sesyadratrodstegnene kan forsvinde ved at

forlaenge den ferste brgk me® ++/5 og den sidste bragk meg7 —+/2 . Dette giver
folgende:

2 28 ++/5) _ 2y8+2y5 _ 2/8+2/5 _ 4/2+25
V8-5  (V8-VB){\B+5)  (v8)*-(v5)’ 8-5 3

hvor regel 5) igen er anvendt.

Ja)! _alla_ -

og tilsvarende:

32 _ 32mW7-42) | 3/2J7-3J2V2 _ 3/14-6
V7442 (T+V2) N7 -42) 7-2 5

Her fglger en raekke gvelser til indgvning af reggrne for kvadratrgdder:

@velse 5.6.

Udregn uden brug af lommeregner:

a) 20/22 +307 b) 2 o (O +19@+50(8-3) 5-11)
3+/9 (23 -2) +41609+ 2 [2)

@velse 5.7.

Bestem kvadratroden af fglgende tal v.hj.a. lomigreseen:
2, 10, 1000, 50, 0,5, 0,00002, 0,00000008Q og 123456789123456
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@velse 5.8

, : da
Reducér mest muligt:

3
: +
2+3[4 81++/25

@velse 5.9
Beregn fglgende tal — og kommentér resultatet.

J625-400, /625-/400 , J4+25 , J4++/25 |, \169+81 , +169++/81

@velse 5.10.
Bestem veerdien af: ( 32) og +/(-5)°

@velse 5.11.
Beregn uden brug af lommeregner:

a) /12100 b) /27 13/3 c)\/% d) Y20

@velse 5.12.
Omskriv falgende braker, sa der ikke optreeder lkataddder i neevneren, og reducér deref-
ter mest muligt uden brug af lommeregner:

a) 17 b)\/§+11 C)\/ﬁ—\/l_l N )2\/_ 32
V17 V2 V5 V12-4/5 3J7+2V13

@velse 5.13.
Reducér mest muligt uden brug af lommeregner (Paeeder sakaldte "blandede tal” i
denne opgave, noget normalt bar undgas !!):

8) 2043 + 10083 +2 V10011 b) 32+ 50~ 162+ 98

C) /45++/40-+/125+/250-+/360 d)J175+J112—J343—%
ol e
e) |16 B‘% N =7
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@velse 5.14.
Reducér mest muligt (b, ¢, X, y, p og g er alleitpastal):

b 1 X X2
2 ybe] SN )X O

3/p+2/q - X \/4x2+24x+36
e) NETAA f) V3Q/x+
) 3/p-2{a R A e~ R

@velse 5.15.
Argumenter for fglgende regelx® =y? = x=y O x=-y
(Vejledning: Benyt seetning 5.4 pkt. 3) og 4))
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6. Potenser og rgdder

6.1. Potenser af tal og generelle regler for potsar.

Ved en potens af et tébrstar vi aimindeligvis et tal oplgftet i et hédl. F.eks. er 3en po-
tens af 3 (tallet 5 kaldes eksponentersom det formodentlig er lzeseren bekendt haatyi
3°=33@BM3 (= 243), og vi bruger talemaden:*'& 3 ganget med sig selv 5 gange”.
Tilsvarende har vi: (-2,3F (-2,3)(+2,3)(-2,3) (= —12,167), og generelt har vi, at hvis
a er et givet tal og n er et positivt helt talesa & = da@@ll.[a, hvor der er n led i produk-
tet.

Dette potensbegreb vil vi nu udvide til at omfatelre eksponenter end positive hele tal. |
farste omgang vil vi udvide det til at omfatte dileltallige eksponenter (altsa ogsa 0 og ne-
gative hele tal), og senere i kapitlet vil vi udeidet til at omfatte eksponenter, som er en
brgk imellem to hele tal.

Som motivation for den farste definition vil vi begnke, at hvis & 0 er et givet tal, sa gael-
derderforaller® 2, at 4:a= &*, feks.,at 7:7=7, 2:2=2%0g &:a=4
(Hvorfor ??).

Denne "potensregneregel” vil vi nu benytte til afidere d, hvor n er 0 eller et negativt
helt tal.

Vihar: d=a:a ,d=d:a , 4= &:a.Pasamme made fortszettes:

a=d:a=-a |, %% d:a=za:a=1, a‘1:a°:a:1:a:§,

o _ 1.1, 1 _1 a2 L 1 _1
a‘=a a=-a=—=— , a=a’a=ias—4—=—, OSV. 0SV.

a ala a a a‘[@ a
Pa baggrund af dette giver vi falgende definition:
Definition 6.1.
For alle a# 0 og alle positive naturlige tal n seettes:
a=a,a =1 og a‘“:in
a
Eksempel 6.2.
a) £=1 b) 2.5= 2,6 )4 =1 =2 -0015625
4° 64
-2
d) (}j = 112 :%:52:25 v
5) () 2
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Ved omskrivninger af udtryk i forbindelse med sadet klassisk kendte som det udvidede
potensbegreb (jfr. definition 6.1.) geelder der énide regneregler, som anfgres uden bevis.
(Beviset er ikke vanskeligt, men meget omstaendatigt der for hver del af seetningen skal
tages hensyn til om n og m hver for sig er posjtiug eller negative — samt til deres ind-
byrdes starrelsesforhold).

Seetning 6.3.
For allehele tal n og m, og for alle tal a og b, som ikk®, geelder der fglgende

regneregler:

1) a"@" =a"™" 2) (a”)m =a™ 3) :m =a""

" a)’ a" 1 1
4) (ab) =a" " 5 |=| =— 6) a"=— o =a"
) (arb) ) (bj A ) 09
Eksempel 6.4.

a) Ifglge regel 1 i seetning 6.3 har vi6° (1,6’ (1,6 ™ (1,6° = 16> = 16° (= 256)

b) Ifalge regel 2 i seetning 6.3. har vi:
() d2°) d27)° = (2" w2 2™ =
(_2)12 H_Z)_ZO q_z)s — (_2)12—20+8 - (_2)0 - 1
hvor vi i de sidste omskrivninger bruger regjel

5
c) Ifelge regel 3 i seetning 6.3 har \Aj; = J77 =77 =
7

1 _1
T
d) Ifglge regel 4 i seetning 6.3 — anvendt fra hajoel venstre — har vi:

8 [05'[(-025" = (B85 [-025" = 4" [(-029" = (4[(-025)" = (- =-1

e) Ifglge diverse regler fra seetning 6.3 mm. har vi

YY) | Y)Y | aegeged -
X -3 X7—3 X3
)

X—12 @12 D(3 - X—Q @12

Laeseren opfordres kraftigt til led for led askrive hvilke regler, der anvendes i dette
sidste reduktionseksempel ¥
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@velse 6.5.
Bevis regel 1) i seetning 6.3 ved at gennemga fallgekridt:

a)
b)
c)

d)

f)

Argumenteér for, at reglen geelder, hviss 0 ogm >0

Argumentér for, at reglen geelder, hvis m = 0 og vilkarligt valgt.
Argumenteér for, at reglen geelder, hviss 0, m<0ogn=-m>0 . Bemaerk i denne

sammenhaeng, at da<0, sa er-m >0, og at vi dermed har:
@ =g D} _ alala... |

a" aldla..
hvor vi har anvendt definition 6.1, og hvor deeindsidste brgk star n a’er i teelleren og
—m a’er i neevneren. Omskriv videre herfra forrateeop med 8™ .
Argumentér for, at reglen gaelder, hvis> 0, m<0ogn<-m. Anvend samme om-
skrivningsprincip somi c)
Argumentér for, at reglen geelder, hvisx0og m<0. Anvend at-n>00g-m>0,
samt omskrivningsprincippet fra pkt. c).
Argumentér for, at da n og m optraeder symmetrigigel 1, sa er alle muligheder deek-
ket i forbindelse med de ovenstaende tilfeelde &) Avormed reglen er bevist.

@velse 6.6.
Bevis regel 6) i seetning 6.3 (Vejledning: Opdeekitilfeelde:n >0, n=0 og n<0).

Her falger nogle gvelser til indgvning af potensiegglerne:

Dvelse 6.7.
Reducer fglgende udtryk uden brug af lommeregner:

2
a) 2°2° b) 3°3° 0 ()" D) o
e) (B7)” f) 7°-6)” g) 3333 h) 2°27-2°8
) 376" NG RHON k) () ) (&)™)
@velse 6.8.
Reducer fglgende udtryk uden brug af lommeregner:
a) 5 5°25° b) 2°.()*4* 8" ¢) (3)°2-@)°
d) -3’ 4(-8)"-(-24)" e)((3)°) f ((-3)°)
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@velse 6.9.
Udregn mest muligt inden lommeregneren tages i:brug

a) (3 - 2)3'-4) +,/036

b) 9R/49-5°@+37° 11 - 4- 13

C) (9449 - 6 — (5+4)03°*-3-2-13)
61° -5° [2° +233

9*:./81+8[{142-146)°

d)

@velse 6.10.
Reducér fglgende udtryk:

a) p19 |1(:1_3)5 |:(pq)_lz b) Xyl:é j mxzy ) -3 5(5 11

o) y
q

6.2. Potenser af 10.

Af en raekke arsager, der alle sammen knytter Isigttvi anvender 10-talsystemet til be-
skrivelse af stgrrelsen af forskellige veerdiersgcielt reglerne for potenser af 10 af betyd-
ning.

| forleengelse af definition 6.1 og seaetning 6.3w8eat der geelder falgende seetning:

Seetning 6.11.Regneregler for potenser af 10

For alle hele tal n og m geelder:
10n

1) 10"10™ =10™" 2) —=10"" 3) @oM)™ =10"
4) 10" = 1 0g l =10"
1C" 10™
Eksempel 6.12.
a) 10’10° =10 b) 10°10° =10° c) @(0°)*=10°
4 2

a) 20 1070 =100 gy E0) 107 e

1C @10®)?* 10
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Potenser af 10 bruges specielt ved angivelse aénstgre eller meget sma starrelser. Men
inden vi kommer yderligere ind pa dette, skal desf bemaerkes, at der er en ngje sammen-
haeng mellem potenser af 10 og antal nuller fetlem bagefter kommaet i decimalbroker.

Eksempel 6.13.

a) 100000 er det samme som®10= 110

b) 0,0001 er det samme soff0™ (= 110

c) 34567,8 er det samme som 3,45808

d) 0,000008765 er det samme som 8[I63 ¥

Generelt geelder der, at
« kommaet flyttes n pladser til hgjre ved at gangd nmé'
* kommaet flyttes n pladser til venstre ved at gamge 10"

Eksempel 6.14.

Som netop omtalt bruges potenser af 10 bl.a. tiditykke meget store eller meget sma

starrelser.

a) Hvis vi skal angive Jordens masse, som er ca. GERID0O000000000000000 kg, sa& kan
dette nemmere skrives og overskues pé& falgende: ni8810°* kg

b) Hvis vi skal angive starrelsen af den elektrisldnlag, der sidder pa en elektron, sa kan
vi skrive 1,60210"° C i stedet for: 0,0000000000000000001602 C
(C star for den fysiske enhed for elektrisk ladniriGoulomb”) v

| forbindelse med stgrrelser med en enhed (fysiskmiske, biologiske, geofysiske, ...
stgrrelser) anvendes potenser af 10 sa ofte, aharaindfart en forkortet betegnelse for
visse potenser af 10. Disse gar under navnet: dsdeagreefikser(dekadisk kommer af de-
cem, som betyder 10 pa latin, og et preefix ertemeise, man stiller foran (prae)).

De dekadiske preefikser:

T G | M K h da| d C m| u n p f a

tera | giga| mega kilo | hekto| deka| deci | centi| milli |mikro | nano| pico | femto| atto

102 | 10° | 1¢® | 1¢° | 10¢° | 10' | 101 | 102 | 103 | 10° | 10° | 102 | 10%° |10*8

Eksempel 6.15.

a) Huvis vi f.eks. taler om en elektrisk stramstyrke 8 A (laeses: mikro-ampere), sa
betyder dette: 4[80° A

b) Hvis vi taler om, at et givet kraftvaerk kan levereeffekt pa 670 MW (laeses: mega-
watt), s& betyder dette: 620° W v
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Udover anvendelse af de dekadiske preefikser semftanen sakaldtestientific notati-
on” (naturvidenskabelig opskrivningsmetode) anvendt.

Denne metode bestar i at anfgre talveerdien meiffét foran kommaet samt en potens af
10 ganget pé (altsa f.eks. 2[1@° i stedet for 0,0000214)

Denne metode er ogsa anvendt i eksempel 6.13 oy deksempel 6.14.

Her falger en reekke gvelser til indgvning af regg&@rne for potenser af 10 mm.:

@velse 6.16.
Reducér mest muligt:

a) 102 _10—4 b) (102 10—4)3 C) (10—2)3 10—4 d) (10—2)—1 10—4 (]-Ci_z)s

@velse 6.17.
Omskriv hvert af nedenstaende tal til decimaltal:

2 3
a)10°+10°  b)@0' +10°)10% )2 10

T d)310'+510°  e)710™ +510°

@velse 6.18.
Angiv en reekke eksempler pa brug af de dekadistefikser.

@velse 6.19.

Skriv hver af fglgende veerdier ved hjeelp af dekadmaefixer:

a) 8500000 m b) 0,0000000023 m c) 0,0056 m &1H69In

e) 230000@ (ohm) ) 2300000@ g) 98760000000 W h) 0,000532 A
@velse 6.20

Skriv hvert af fglgende tal v.hj.a. scientific nioda:

a) 123456 b) 7564,2345 c) 0,00001278 d) 980
@velse 6.21.

Udregn mest muligt inden lommeregneren tages i:brug
a) 20 IQ (R3pA (QMA =V (Volt)) b) 1,60210™° C 2000 kV (QV = J (Joule))

c) LOB_Q d) 6,6310°* [28010' e) 6,0210° [11,6610°
63C[1C
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@velse 6.22.

Ifglge Ohm’s lov: U = Rl er spaendingsforskellen U over en modstand lig stesmstyr-
ken | igennem modstanden gange med modstandensistaR. (U malesivolt (V), R i
ohm Q) og | i ampere (A)).

a) Bestem U, idet R= 14,6M™Mog | = 0,4 mA

b) Bestem R, idet U =12 kV og | =0,8 mA

c) Bestem|,idet U= 30V og R = 3282k

@velse 6.23.
Jorden kan med tilnaermelse antages at veere enkegleadius 6,3610° m og med mas-

sen 5,9780* kg. Rumfanget af en kugle er®, hvor r er radius i kuglen; og den gen-

nemsnitlige massefylde af et givet legeme er legemasse divideret med dets rumfang.

a) Bestem Jordens gennemsnitlige massefylde.

b) Jordskorperfdvs. de gverste 30 km) har en gennemsnitlig mgdsepa omkring 2,7
g/cnt. Hvilke konklusioner kan drages ved sammenligrifide to massefylder ?

6.3. Rgdder ( den n’te rod).

P& samme made som med kvadratroden kan vi defiieere’te rod af et tal a :

Definition 6.24.
Lad a veere et ikke-negativt tal og lad n veere sitpohelt tal. Den n’te rod af a betegne

v/a, og veerdien afi/a er det ikke-negativeal, som oplgftet i n'te giver a.

[7)

Dette kan ogsa formuleres séaledes:
Hvis a er et ikke negativt tal, dvs. hwas 0, og hvis n er et positivt helt tal, sa geelder der:

@) Ya=b - (bz0Ob = a)

(O kaldes ofte for rodprgvealvs. en test af, at et udsagn om en (n'te) rddeekt).

Eksempel 6.25.
a) 3/32=2,idet 20 og 2=32

b) $/4826809=13 , idet 1,20 og 1,3= 4,826809
c) ¥1=1, idet =0 og 1=1
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d) ¥/0=0,idet 00 og G=0

e) ¥/4367= 2142524 idet 2,142524 0 og 2,14252%4 = 4367 .
Faktisk gaelder der: 2,142524= 4366,994553, s& tallet 2,142524, der er fupdet
lommeregneren, angiver alts& kun en tilnaeresti af4367 . v

@velse 6.26.
Bestem falgende veerdier:
a) 3/86 b) 370,891 c) ¥3768544 d) 3/0,000076

| forbindelse med den n’te rod af tal geelder dereekke regneregler i lighed med reglerne
for kvadratrgdder, bl.a. fglgende (hvis bevis caek til laeseren):

Seetning 6.27.
For alle &= 0, alle b> 0 og alle positive hele tal n gaelde
2/a
1) Yab =%a®/b 2 \E =
) ) b~ Vb

Regel 1) i seetning 6.27 gaelder ogsa for b = 0. ridv®

Eksempel 6.28.

a) ¥/160=%/32056=%/32[3/5 =24/5 =23/5 (= 2,759459.
Veerdien i parentesen er fundet v.hj.a. lommeregnd&emeerk, at der i opskrivningen:
23/5 er et skjult gangetegn imellem 2 é/g_ﬁ

b) For alle x >0 og y > 0 geelder der:

y® _ 4y’ _ Vy'ly _
i =<l - <o

Aviavay | L yav'iy |
XD\/;FW = X X —y

Her er reglerne i saetning 6.27 samt definiédid brugt flere gange i omskrivningew.
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Her falger et par gvelser til indgvning af regler den n’te rod:

@velse 6.29.

Reducér/Omskriv — og udregn:

a) 4/405 b) 3/183/12 c) 8/62500 d) /645
@velse 6.30.

Reducér mest muligt (alle de variable: p, g, uxw; og z er positive):

- 2 u® w1
T

6.4. Udvidelse af potensbegrebet.

Ved hjeelp af den n'te rod kan vi udvide potensblegrél at omfatte potenser af ikke-
negative tal, hvor eksponenten er en brgk mellehete tal.

Udvidelsen bygger dels p& rodprgven i definitic®46 dels p& potensregnereglend)' @
&', som vi gnsker ogsa skal gaelde for det nye posgmeb (jfr. saetning 6.3. 2).

Eksempel 6.31.

1
Hvis vi f.eks. skal definere, hvad vi vil forstadveallet 64¢, sa skal veerdien vaere et ikke-

1 1
negativt tal, som ifalge potensregneregléll @ &' bl.a. opfylder, af64°)° = 64° =
1

64" = 64. Vi ser derfor, at talle64° opfylder rodprgven fok/64 , hvorfor vi ma saette

1
64° = /64 (som i gvrigt er lig med 2).

Idet vi som omtalt vil have potensregnereglell G &' til at geelde, ser vi herefter f.eks., at
7

7 7
(8/64)" = (64°)” =64°, hvormed vi har faet tillagt en vaerdi til udtrykk@4® . (Veerdien af
7
64° er i gvrigt 128. Hvorfor ?).
7 7
Pa tilsvarende made fastseetter vi, &1,9° = (§/219)" og 0,058 =(§/0,0581)".

Det er selvfglgelig ikke kun muligt at udvide padenaf tal til at omfatte eksponentén

Vi kan bruge en vilkarlig brgk imellem to hele saim eksponent i det udvidede potensbe-
19

greb. Hvis vi f.eks. gerne vil find@37* , s& anvendes samme fremgangsmetode, hvormed

Q
vihar:3374 = (4337)° (=18040228,29), hvor veerdien i parentesemieddt ved
hjeelp af lommeregneren.
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Hvis vi gerne vil finde9°**, sa konstaterer vi farst, at 0'14584? hvoraf vi ser, at

&
9% = g0 = (19)* (=136017).
5
Hvis endelig vi gerne vil finde f.ekb]1 7, sa fastlaegger vi dette som:

_5 =S B . B 1
517 = 517 = (¥51)°, hvor vi husker pa, af/51)° = -
({/51)

~ o

V.hj.a. regnemaskinen far vi veerdieBl 7 = 0,3123149.v

Indholdet i eksempel 6.31 kan generaliseres tgdmtle definition:

Definition 6.32.

1
For alle & 0 og alle positive hele tal n seettesa" = t/a

P
For alle a > 0, alle hele tal p og alle positietettal q seettes: a® = (i/ﬁ)p

1 1
Bemaerk, atv/a alts& er det samme soa?, dvs.: J/a = a2
Bemaerk desuden, at vi har defineret, at vi somarespt kan have en vilkarlig endelig de-

cimalbrgk. Hvis eksponenten f.eks. er 3,781, saftgl vi blot det givne tal i brzke%%(l.

Det bemaerkes uden bevis, at

samtlige regneregler i seetning 6.3 geelder ogsa fdet udvidede potensbegreb.

| forbindelse med det udvidede potensbegreb gadietedesuden fglgende saetning:

Saetning 6.33.

For alle a > 0, alle hele tal p og alle positivéeltal q geelder falgende formler:
1 p 1

Vo = @) =a" = @) =[Va)

Beviset for denne saetning falger direkte af datini6.32 samt af fglgende potensregnere-
gel: @)' =a® =a® = @')°. Detaljerne overlades til laeseren.
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Her fglger nogle gvelser til indgvning af det uchdeé potensbegreb:

@velse 6.34.
Opskriv definitionen af hver af falgende starrelsgifind veerdien pa lommeregneren:

3 1 6 13
a) 05* b) 34¢£:3 c) 0123** d)28 e) 412 ¢
@velse 6.35.
Reducér mest muligt:

7 1
3 5 4 D3 -23 rpl9 36
a) 477> 7 ) Y63 2 S
125
@velse 6.36.
Reducér mest muligt:
= 8 3 13

34 -1,2 5 11 2 3\7
g X0V p P07 M)

JX X P~ &g
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7. Regningsarternes hierarki

Pa side 4 sa vi pa regningsarternes hierarki. Méasiden da indfart to nye regningsar-
ter: roduddragningg udvidet potensoplgftningddisse nye regningsarters plads i hierarkiet
fremgar af fglgende oversigt:

Reqgningsarternes hierarki:

Generelt regner man fra venstre mod hgjre, narskahudregne veerdien af et udtryk,
men nogle regningsarter kommer fgr andre (har bgyeoritet, ligger hgjere i hierarkiet):

1. Farst beregnes udtryk i parenteser. (Dette geelghs ode sakaldte skjulte parenteser
brgker og under rodtegn). Hvis der er flere passtinde i hinanden, begyndes med
den inderste.

2. Herefter beregnes rgdder og potenser.

3. Herefter foretages multiplikation (gange) og diersibrgk).

4. Til sidst udfgres addition (plus, sum ) og subti@k{minus).

Bemaerk, at beregningen af udtryk inde i parentelser under rodtegn naturligvis fglger det
samme hierarki (samme raekkefglge).

Eksempel 7.1.

Ved udregning af udtrykket(5+~/25-3%) [R/57-2° + (6-2) > (5> + 7)) skal ledene
udregnes i den reekkefalge, der fremgar af fglgemadskrivning (Ger selv ngje rede for
detaljerne !!) :

(5+/25-3)[R5T-2° +(6-2)° (5> +7)) =

(5++/25-9)[}/35-8+42 [(25+7)) =

G+y16)[(}/27+47232) = 5+4)B+2) = B =45 v

Dvelse 7.2.
Udregn falgende udtryk:

a) 5,36+ (-2)° b) 2215— “216__1; 0) ((56-47)+3)7 —20) 2
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8. Ligninger

En ligninger et udtryk (et sakaldt "abent udsagn”), hvori oletraeder et lighedstegn og en
eller flere_ubekendtstarrelser. F.eks. er:

_ Aoy s _s_1
a) 2x+3=0 byy-3=2y-7 C)Sz—+3 R
d) 2¥+3x-9=0 e)?q¢2q+pF+8p= -13

eksempler pa ligninger, hvor der i de fire farggaihger er én ubekendt, medens der i den
sidste er to ubekendte. Bemaerk, at den variabileligvis ikke behgver hedde x !

Vi siger at et tal er en lgsnird en ligning, hvis tallet indsat pa den ubekasdplads gar
lighedstegnet rigtigt (dvs. ger udsagnet sandt).

F.eks. er x == 1,5 en lgsning til den fagrste Igniy = 4 er en lgsning til den anden ligning,
s =—1 er en Igsning til den tredje ligning, » 3 er en lgsning til den fjerde ligning og
(g, p)=(1,—4) enlgsning til den sidste ligyi (Det overlades til leeseren at kontrollere
dette ved at indseette de forskellige veerdier iedpektive ligninger).

Som det fremgar kan en ligning have et meget karepi udseende. Og mange ligninger
kan have mere end én lgsning. F.eks. er ogsa X enllgsning til den fjerde ligning, lige-
somogsa (q, p) =(—1,—2) eren lgsningdil didste ligning. (Kontrollér dette !).

Vi siger, at vi_lgser ligningemar vi bestemmer samtlig@sninger til ligningen.

Nar man har bestemt samtlige lgsninger til en gligaring, sa bar disse (hvis man har lzert
om mangdelaere) opskrives som en maengde. Dennedadaides Igsningsmaengden L
for ligningen. Dette vil blive anvendt i det fglgde, selv om maengdelaere ikke er omtalt i
denne bog.

| stedet for ordet "ubekendt” anvendes ofte ordeatiabel”, og vi taler da om ligningens
variable

Almindeligvis geelder der fglgende:

En ligning lgses ved omskrivninger og reduktionemdtil vi kan udtale os entydigt om
den/de variables veerdier — f.eks. ved at den/dahlarer blevet isoleret pa den ene side af
lighedstegnetEn ligning lgsesaltsaikke ved at geette eller prgve sig frem.

| det fglgende vil vi kun betragte simple ligningdityperne ax = b eller®x d, hvor a,

b, ¢ og d er konstanter (givne tal) og x er demade — eller ligninger der kan omskrives til
disse typer. Ligninger af disse typer omtalesnaf8.1 — 8.5.

| afsnit 8.6 vil vi se pa simple ligningssystemétypen: ax + by =c og dx + ey =f, hvor
a, b, c, d, e og f er givne konstanter (givne @d)x og y er de variable. (Dette kaldes to
ligninger med to ubekendte. Mere herom senere).

Steen Bentzen: "Reduktion og omskrivning”.



42

| forbindelse med lgsning af ligninger geelder adgénde generelle regler:

Seetning 8.1. (Regneregler for Igsning af ligninger)

1) Man ma leegge samme tal til eller traekke sammedald begge sider af et lighedsteg
uden at ligningens sandhedsveerdi eendres.
a=be a+c=b+c

2) Man ma gange eller dividere med sammen tal pa bsigge af lighedstegn, hvis tallet
forskelligt fra O, uden at ligningens sandhedsvasddres.
Hvisc#0 harvii a=b - dd = Wd

3) Et produkt er nul, netop nar en af faktorerne ér n@Nulreglen for et produkt)
ab =0- (a=00b=0)

4) En brgk er nul, netop nar teelleren er nul. (Ngl&e for en brak)

q-0<a=0
b

er

8.1. En ligning med én ubekendt — lgst ved omskming og reduktion

Vi starter med at se pa et eksempel, hvordan sgeninszetter os i stand til at isolere den

variable i en ligning og dermed Igse ligningen.

Eksempel 8.2.
a) Betragt ligningen: 2x + 3 = 0. Ved hjeelp af sagr.1. 1) ser vi, at:
2X+3=0= 2x+3-3 =0-3< 2x = -3

hvor vi har trukket 3 fra pa begge sider af ligtedaet og derefter reduceret hver side

for sig. Ved hjeelp af saetning 8.1. 2) ser vi herefat:

2X=-3 = x_-3 e X=-3
2 2

hvor vi har divideret med 2 pa begge sider af ligtegnet og derefter reduceret pa hver

side.

Med lidt rutine vil de samlede beregninger i dettsempel blive anfart pa falgende kor-

te form:
2Xx+3=0 « 2x=-3 « x=-3

Vi ser af beregningerne, at x=2 =— 1,5 er den eneste Igsning til ligningen, hvedm
lgsningsmaengden for denne ligning er givet veds= {_—g}
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b) Vi vil Igse ligningen: 2—§—Zx = Z(S—X) —%6 ved at anvende 1) og 2) i seetning 8.1.
Vi starter med at konstatere, at x ma veere forigkih 0, idet der divideres med x i den
opskrevne ligning, og man kan ikke dividere med\gi kan derfor gange pa begge si-
der af lighedstegnet med x og bevare ligningendisaeasveerdi. Bemaerk, alte led pa
begge sider af lighedstegnet skal ganges med x !!

Omskrivninger forlgber herefter saledes:

23 _ox = 2(§—x)—ES - 2x—3-2% = >41]1—0—2x)—16 o
X X X X

2Xx—3—-2% = 10-2%8—16 - 2Xx—-3 = -6 2x+3=0

hvormed vi far den samme ligning som i a). Deriratelige ligning var altsa blot en
“ikleedt” ligning, der tilsyneladende var sveererdgase end den endte med at veere.
Somi a) er Igsningen til ligningen: x=—1dvs. L= {-3}. v

Pvelse 8.3.

Las falgende ligninger:

a) 2x= 6 b) 2x =7 C) 2+Xx=6 d) 2+ x7=
@velse 8.4.

Lgs fglgende ligninger:

a) 5(x+3) = 8-4(1-%) b) 4 -11(2 - 3t)=3t + 7(5t - 4)
C) 28,8(1,4x +2,3) = —15,6x + 12,3 59713’7—"3+1§1 = 4

e) —87,82s + 31,2s — 4,1(2,3s — 1) = 34,56 ?1f)+ 6x —3 = 5(L - 2x) +16x
X X

@velse 8.5.
Lgs fglgende ligninger:

a) 2(x+%)—§(x+8):0 b)x(g+2x)—2(x2+1—53):§

3 2 1 2 .3,,2,3
C) —(X+3)—-(X—=)=x+= d) X(Ex+2)+=(=-x*)=6x+8
) Z(X+3)=(x=3) 3 ) XCx+ )+ - (=X

3

PN W Y
e) §(X+8)_2_8(X 3 52(x 18)

@velse 8.6.
Las falgende ligning:

0,2151300T — 100) + 0,19880(T — 18,9) + 0,32B182(T — 18,9) = 0
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| de ovenstaende gvelser og eksempler har det gaatah, at efter passende omskrivning
og reduktion er den oprindelige ligning "kogt ndd’en ligning af typen: ax = b, som der-
efter lgses ved simpelthen at dividere med a pgeeigler af lighedstegnet. | en del af lig-
ningerne optraaderXligesom hgjere potenser af x i princippet kunptrade), men disse
led "gar ud”, sa de ikke spiller nogen rolle i damdelige lgsning. At dette er tilfeeldet skyl-
des naturligvis, at tallene i ligningerne er valgten bestemt made. Hvis vi f.eks. andrer
16x til 17x i gvelse 8.4.f), sa vil denne ligniniiee omskrivning og reduktion blive til:
2xX°+6x+9 = 0 (prgv selv!). Og en sadan lgnkan ikke lzses p& den ovennaevnte
made. Lasning af sddanne ligninger vil ikke blivetalt i denne bog, men tages op til be-
handling i anden sammenhaeng.

8.2. En ligning med én ubekendt — Igst ved hjeelf nulreglerne.

Vi vil nu ga over til at se pa eksempler og opgateor nulreglerne i saetning 8.1 anvendes.

Eksempel 8.7.
a) Vivil lgse ligningen: (x —3§B8x +7) = 0. Ifglge seetning 8.1.3) har vi:

X=5IBx+7)= 0 x-5=003x+7=0

og ved at regne videre pa hver af de to "delligaitiger vi, at:

X=5=003x+7=0 « x=503x=-7« x=560x= -1

Vi ser hermed, at lgsningsmeengden til ligningea 8(3x + 7) = 0 er: L ={-1,5}
(2x-6)(x* +5)(8-X) _

(2-2x)(x—-3)
Vi konstaterer fgrst, at for at ligningen overhosedr defineret, skal vi kreeve, at neaev-
neren er forskellig fra nul. Vi starter derfor medgse ligningen: (2 —2x)(x—3) = 0.
Som i pkt. a) ses lgsningen til denne ligning atevax = 100 x = 3. Forudsaetningen for
at lgse ligningen er altsa, at:zxL Ox # 3. Ifglge saetning 8.1. 4) har vi herefter:

b) Vi vil Igse ligningen:

(2x - 6)(x* +5)(8-x) _

0 « 2x—6=00Xx+5=008-x=0
(2-2x)(x-3)

Da ¥ + 5> 0 for alle x, giver denne delligning ikke nogesninger. De gvrige dellig-
ninger giver x =3 eller x = 8. Den mulige laspix = 3 kan imidlertid ikke bruges,
idet forudsaetningen for at ligningen overhovedetdedineret bl.a. var, atx 3. Den
eneste brugbare lgsning er altsd: x = 8 , hvownedr:

(2x -6)(X* +5)(8-x) _
2-2x)(x-3)

0 -« x=8, dvs. L8} v
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@velse 8.8.
Las fglgende ligninger:
a) x+2)x-5=0 b) 2x-1)(—x+3)(5—-4x) =0
0) 5x—6:O d) 5x—6:O
X—2

e) 3x—6:O 9 (x—2)(5—3x):O

X—=2 X+1
a) (x+l)(—x+7)(4x—12):O h) ¥—x=0

(-3+x)(x—-5)

) 2¢+x= 0 ) X+x¥=0

8.3. Isolering af en variabel i en ligning.

En seerlig afart af lgsning af ligninger har mamnalpemstillinger, hvor det drejer sig om at
isolereen af flere starrelser, der indgar i ligningeng-sa udtrykke denne ved de avrige
starrelser.

Eksempel 8.9.
a) Hvis vi ved, at y = 5x + 3, s& kan opgaven ga udtgdolere x, og dermed udtrykke x
ved y. Dette foregar saledes:

y=5x+3 = y—-3=5X = y?_szx -

Ul
gllw
Ul
ullw

y- y-

Vi har dermed isoleret x og faet resultatet=1y -2
b) Hvis vived, at — M+ ¢Q =3d , hvor M, ¢, Q og d er positive starrelser, ogeine

S . : 3+ M
vil isolere Q, s& ger vi felgende: —M /@ =3¢ - Q= -
a2 +M Y
=¥
c
@velse 8.10.
a) Isolér R, idet U =R b) IsolérV, idet m pV

c)IsolérR ,idet E = RO+ R/ d) Isolért, idet s= vt+s
e) Isolér a, idet§+% =2c+d f) Isolér p, idet 0 og idet 2p— 5= /c+2
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@velse 8.11.
Betragt ligningen:
mlodmmesmTfaelles_ 100) + rmal@mesm-rfaelles_ starr) + m/@vm-rfaelles_ stara =0

a) Isolér Ges
b) Isolér -Eaelles

Pvelse 8.12.

Der er givet fglgende tre ligninger: E = hf — A&,= Ue o0g c Af

Isolér A, og angiv et udtryk for A, hvor starrelser U, e, h, c oy (og ikke andre)
forekommer.

8.4. Ligninger af typen X =d , hvor ¢ er et helt tal.

Vi vil nu ga over til at betragte ligninger af tymexX” = d, hvor x er den ubekendte og
c og d er givne tal. Vi vil fgrst arbejde med ligger af denne type, hvor c er et helt tal.

Eksempel 8.13.
Vi vil lgse ligningerne:

a) ¥=4, b) X¥*=234 , c)%=5, d) Xx= —30 og e)x® =47¢

Ad a): Ifelge seetning 5.4 4) har vk’ =4 = x =/40x=—/4 = x=20x=-2,
hvormed vi ser, at L §-2,2}.

Ad b): Beviset for saetning 5.4. 4) bygger pa rodprovg@pédet faktum, at (k¥ x° .
Da rodpraven ogsa geelder ogsé f8r gsammenlign definition 6.24 og definition 5.1 dj
da (—x)? = x*2 (idet 12 minusser "ganget sammen” giver plus)vieat:

x?=234 - x=¥2340x=-Y234

Da ¥234=157556 (fundet pd lommeregneren), er lgsningen til ligein: **= 234 givet

ved: L={-%234,%234] eller L= {-157556, 15755§.

Den farste lgsningsmeengde anvendes, hvis manveilegieksakt facit, den anden lgsnings-
maengde anvendes, hvis man vil give et tilnaermen, ippeaksis ofte mere brugbart, facit.
Generelt bgr man angive begge typer facit.
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Ad c): Ligningen X = 5 adskiller sig fra de to foreg&ende ligninged, at eksponenten 3
er et uligetal, hvilket betyder, at (-xF — X (f.eks. er (8= — 64).

Der vil derfor_ikkeveere to Igsninger til denne ligning, men kun lagan: x =3/5, dvs.

L = {3/5} = {1,70998

Ad d): Vi skal Igse ligningen: % — 30. Vi ved (jfr. ¢), at:x” =30 = x =1/30. Da 7 er et
ulige tal geelder desuden, at: (-%)— X. Hvis vi kombinerer disse to informationer, S&ar

x'= —30 = x= —%/30 (Overvejdette !). Vi ser dermed, at: L{EZ/@}:{—LGZSGJ}
Ad e): Vi har:
X =475 - i:475 = 1 =x® < x°®=475' o

x° 47¢

x =8/475* Ox =-%/475"
hvor vi i den sidste omskrivning har brugte sammeenjangsmade som i pkt. b)

Da /475" =§/0,00210526= 0,35800ser vi, at

L = {3475, -/a75"} = {0358, -0358} v

| forleengelse af eksempel 8.13 anfarer vi folgesaéning:

Seetning 8.14

Ligningen X = d , hvor n er et positivt helt tal, har fglgerdsninger:

Ligning: x" =d [d>0 d=0 d<o0
n lige x=%d O x=-%d x=0 ingen lgsninger
n ulige x =/d x=0 x=-%/-d

Ligningenx™ =d, hvor n er et positivt helt tal, har fglgende iager:

Ligning: x "=d[d>0 d=0 d<0
n lige x =d? Ox =-2%/d* |ingen lgsninger ingen lgsninger
n ulige x =8/d™ ingen lgsningern y = — r/(—q)™

| forbindelse med saetning 8.14 bemaerkes, at hwif dsd er—d >0, samt dtfern =0

ikke er omtalt, idet Dikke kan defineres og idef x 1 for x# O (jfr. definition 6.1).

Leeseren opfordres i gvrigt til at gennemga og werdgtigheden af de enkelte dele af seet-
ningen, herunder at sammenligne med eksempel 8.13.
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@velse 8.15.

Lgs ligningerne:

a) ¥ = 8657 by ¥ = 0 c) § = -92
d) £= 4567 e) Z'= 0 ) W= -9
g) x=0,0002367 h) p*=123 ) s¥%=0

) y'=0 k) z®=-87 ) t7 =-007
@velse 8.16.

Lgs fglgende ligninger:

a) ¥=9 b) X=5 c) X=16

d) ¥=28 e) (2y) =11 f) ¥= -20

g ©-23=0 h) t= 8,210" i) xX°=—-230

j) 3x =22 k) 8y)™® =200 ) 22 -252°=0

m) ¥ —7¢=0 ) (X +fz)(5;3xg) =0

8.5. Ligninger af typen X =d , hvor ¢ IKKE er et helt tal.

Nar vi skal analysere ligninger af typent =d, hvor c ikkeer et helt tal, er det vigtigt at
huske pa definitionen af x(dvs. af det udvidede potensbegreb, se defin@iga).

Tallet c kan her udtrykkes som en brgk imellemeteital (hvormed bl.a. alle endelige de-
cimalbrgker kan bruges), og i denne situation“dwx defineret for x> 0, og°® O.

Eksempel 8.17.

12 12

Vi vil Igse ligningen: x 7 =88. Ifglge definition 6.32 har vi:x 7 = (¥/x)*, hvormed lig-
ningen kan lgses saledes:

12 x
x7 =88 = (Ix)2=88 = x =988 = x=(¥88)" - x=882,
7
hvoraf vi ser, at L :{8812} ={136233}.
Bemaerk, at der i omskrivningen frék/x)" =88 til i/x =%/88 ikke optreeder+¥/88 ,

selv om man maske umiddelbart skulle tro det (#aeptning 8.14). Dette skyldes at x og

x er positive, hvormed kun¥88 er relevant.
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Bemeerk desuden, at omskrivningen ovenfor ogsadaages med fglgende notation:

12 277 127 4 7 4
X7 =88 = (X7)2=882 o x712=882 - x'=882 - x =882 v

| forleengelse af eksempel 8.17 bemeerkes, at delegd@ligende saetning:

Saetning 8.18.

Under forudseetning af, at: x>0, d>0Z@, c :E, hvor p og q er to hele tal som

opfylder, at >0 og p 0, lgses en ligning af typen’ xd, pa felgende made:

1
X=d - x=d°
P q

eller udtrykt ved de hele tal p og q: x"=d - x=d"

Bevis:
Vi bemaerker farst, at hvis ¢ er en brgk imellerhete tal, sd er den reciprokke veerdi af c,

1 o : . o
dvs. =, ogsa en brgk imellem to hele tal. Dette indséedes:
C

Hvisc= P  s& eriz%:lﬁ:ﬂ
g cC 4 PP
1
Det ses hermed, at hvi§ er defineret, sa et ogsa defineret.

Efter samme princip som i eksempel 8.17 og ved raaheise af regnereglerne for potenser fra
E o 1 1 1
saetning 6.3 har vi hereftex® =d < (x°)°=d°® = x ¢°=d°® = x'=d°® = x=d°, hvor
101
den farste ensbetydende-pil indses saledes:d = (x°)¢ =d¢ falger af at oplafte starrelser-
1 1

ne pa begge sider af lighedstegnét Pilen den modsatte vefx®)c =d° = x° =d felger af

at oplgfte stgrrelserne pa begge sider af lighgdste c (overvej !!).
Hermed ses det, at den fgrste lgsningsmade geelder.

Den anden Igsningsmade fglger direkte heraf, idedm naevnt har: ¢ % o %:% v
@velse 8.19.
Las falgende ligninger:
3 21
a) x® =72 b) x ¥ =58 c) 100%°'= 91 d) X—1234 =200
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e) 47°%= - 19 f) w=22m*° g) £°-2168'=0 h) 19x? = Xlofz

@velse 8.20.

Los fglgende ligninger:

a) 2x+/x =85 b) 55% =1000 c) 8fy° =226 d) §/t*° =912
X

8.6. To ligninger med to ubekendte (ligningssysteme

Det sidste emne, vi skal beskaeftige os med i dbngeer to ligninger med to ubekendte.
Pointen er (som vi ogsa sa ovenfor f.eks. undei€itng”), at en ligning godt kan indehol-
de flere variable. F.eks. kan vi se pa ligning@r:+ 5y = 28. Det er her muligt at isolere x
(finde x udtrykt ved y), hvormed vi far: x =%y +14, ligesom det er muligt at isolere y

(finde y udtrykt ved x), hvormed vi far: y=2x+2,

Men det er ikke muligt at finde "den veerdi” af x ggsom opfylder ligningen, idet der er
uendeligt mange muligheder. Hvis vi ser pa densidmskrivning af ligningen til:

y = —2x+2 kan vi se, at uanset hvad x seettes til at veetarsai finde en y-veerdi, som
sammen med den givne x-veerdi opfylder ligningerishi/f.eks. seetter x = 10, sa skal y
veere: y=-2[10+2=2  hvormed (x,y) = (1@) er en Igsning til ligningen. Og hvis vi
seetter x = — 11, sa skal y veere: y&[(-1)+2 = 2 = 10, hvormed (x,y) = (- 11,10)
er en Igsning til ligningen. Osuv.

Hvis vi nu udover ligningen: 2x + 5y =28 havef ligningen: —2x + 3y =7 , som (X,y)
ogsaskal opfylde (dvs. at vi nu leder efter (x,y)'som opfylder beggkgninger), sa kan vi
benytte falgende fremgangsmade:

Hvis (x,y) ligger i lasningsmaengden for begge ligygr, sa er x-veerdien for disse lgsninger
den samme i de to ligninger. Vi kan derfor findedtrykt ved y af den ene ligning og ind-
seette dette udtryk i stedet for x i den andentigni Af 2x + 5y =28 ses som far, at:

X = —3y+14. Dette indseettes i stedet for x i den andenrigni-2x + 3y = 7, hvormed vi

far. —20-3y+14) + 3y = 7, hvilket kan reduceres saledes:

—2(-3y+14)+3y=7 - 5y—-28+3y=7- 8y= 35 - y:%S

Vi ser sdledes, at hvis begge ligninger skal vapfgldt samtidigt, sa er der kun én mulig-
hed for y, nemlig y =%. Den tilsvarende vaerdi for x findes herefter aethdseette y =

i udtrykket: x =-2y+14, hvormed vi far:
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2(8 16 16 16 16
Der er derfor kun et talszet (x,y), som opfylderdeslggninger, nemlig: (x,y) H32.%).

. _2%5+14 _ _535 14116 _ _175 224 _ 49

Denne netop anvendte metode kaldes substitutionsiegiog vi siger, at vi har Igst to
ligninger med to ubekendte (ligningerne: 2x + 588-0g9 —2x + 3y = 7 ) ved substitution
(indseettelse).

Filosofien i lasning af to ligninger med to ubek@nded substitution er altsa fglgende:

1. 1 den ene ligning isoleres den ene variable, (d#en ene ligning findes den ene variab-
le udtrykt ved den anden variable).

2. Dette udtryk indseettes (substitueres) i den atigaing, hvormed denne bliver til én
ligning med én ubekendt (den anden variable).

3. Denne ligning lgses, hvormed veerdien/veerdierneafahden variable findes.

4. Denne/Disse veerdi(er) indseettes i udtrykket fra pkthvormed veerdien/veerdierne af
den fgrste variable findes.

5. Lgsningen til ligningssystemet bestar af alle digata (ferste variable, anden variable) ,
som fremkommer pa denne made.

Det er i princippet muligt at udvide det ovenstatitidels at omfatte mere komplicerede
ligninger med to ubekendte (f.eks. ligningerné+x* —6x + 2y +1=0 og X -2y —2 =
0), dels at omfatte flere ligninger med flere ubeke, (f.eks. 2x — 3y + z =23, x + 21y —
3z= -10og—x+5y+z=7 —eller generelt mimgger med n ubekendte), men Igsning af
sadanne ligninger ligger udenfor rammerne af ddswg og vi vil ikke komme yderligere
ind herpa.

@velse 8.21.
Las ligningssystemerne:
a) 2x—-2y= -1 og 2x+2y=12 b)5p +88%2 =0 og 10p+3g—-37=0
c) ;0+3B=1 og ZP-ja==% d) u+tv=12 og Zu-#y=2
@velse 8.22.
Las falgende ligningssystemer:
a) 2007H _ 021 g 299K _ (g
o

b) 3¢ —2x) + (X —1)x + By = — 4 —x)E+X)x — 12 og
Y +2x+5(F +3y) = (2 +3y)(3 +2y)
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OPGAVESAMLING

(Blandede opgaver)

1. Reducér/Omskriv udtrykkene

J7+/18 ) J6-2
V14 V3-42

a)

c) V27 - 12

2. Reducér fglgende udtryk uden brug af lommeregner:

2) 2.2 27 )34 :5°2%:3° 0 (-5) 2. (-4)
272.(2%)° 2°37%:2:57 (20
d) 5%:5°3":57 &) 3P :5453:3°
3:52.3%:5% 3¥572:3":5

*3. Los ligningssystemet 4x + 3y =-1
Xb2y= 4

4. Lgs fglgende ligninger ved hjeelp af nulreglen:

a) (x-2)(x +7)(x—15) =0 b)?%11x =0 c) (3x +5)(—x +5) =0

d) x(4x+8) =0 e 2(x +5) +8)(5x +x(x —=5)) =0

5. Reducér uden brug af lommeregner til én uforkagtbtiok:

a) Lif b) > 2> ¢) 220
8 3 1c 12 25 42 6

6. Reducér falgende udtryk.
N ~d,(q=2\P

) @9 _C (f_i )
c"a"™

E 5 (aU"l )m ®n+2
(C) b) (am b) n+l

($b2)3 [(mZ b—l)—4
(%.4 b) -2 I:(:_hz b3)3

c*)? — 28!
o ©)

@y -oct TV Y

7. Lgs ligningerne : *a)J7-x=4 b) v2x+9=5
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8. Reducér fglgende udtryk:
a) (x + yf - (x—yf b) (x + 2§)— (2x + yf

9. Reduceér udtrykkene:

a) (Va+b)(a-b) b) (Va++b)*-(a+b)Wa-+b)

C)\/5+\/B_2\/%
Ja-+Jb a-b

*10. Reducér fglgende braker:

a) ac+cd b) 2m+m2—4m
acc m
— 2 —_— — —
0 (x=y)” , y(x=v) d) atb_b-c _a-c
2a a ak bc ce

11. Los hver af fglgende ligninger
a)5x+1=3x-9 b) 2+4(x—-1)=(x+ 3}-40-6x)
C)1@x-1)+5= 4x +1 d —2x+8= 4(3x+1)-5

&) 3(4—x) = H 2 =1-0-20

2

12. Omskriv fglgende udtryk til én brgk og reducér nrastigt:

2b 4a) b’ b+a b-a a*-b?
a)| —:— | — b) - -
c bc) 2 a b ak
- _ 2 _oRh2
g 2 -1 x=y 1 g 2+P_2-3D 2%
X=-y X Xy Yy 3b 2a 6ak
13. Isolér a: 3xa+ 2a=4p

*14. Forkort mest muligt uden brug af lommeregner:
a)i:7 b)g'E 10.15

: C) —:—
13 3 11 7 49
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15.Reduceér fglgende udtryk uden brug af lommeregner:

a) 1040 10° p) 10710 o 1010
10"1C 10
) @0°)°10° e) 102107 f 10“.(1000
(L0")? 10* (100*10°
*16. Reducér:
a) L-s)L+t)+s(t-1) st b) 2q(p +2) — p(29 - p)
c) (3b - a%— (8b + a)(3b —a) + 6b(3a + b) d) (4x —y)(y)y—dx(y — x) + )3

e) (5a+b)(a-b)-(a+d)
f) (3m—4nj+ (3m — 4n)(3m + 4n) + 24mn

17. Lgs ligningerne:

a)5x—1_2x+1:3% b) X N X _5

2X 3X X—2 X+4
S P S d) (3x—19= (3x+1) - (3x—1)
X=2 4-xX

18. Forkort nedenstaende brgker:

X?—6Xx+9 Ax? +4x +1
a) ————— b) ——
X° -9 4x° -1
. y3+y2 g X2_4y2
y>+2y+1 X% +4xy +4y?

19. Vis (uden brug af lommeregner), at

J108-+12 5 o J125++/45 _ A V1624128 _

54

a - = —_— e
) 2743 ) 18080 LRNTIN -
20.
Las falgende ligninger:
_5 14
a) x ° =111 b) x* =41¢ c) 220x°%" = 167 d)%:o,221
v
e) 34d®°= —234  f) &= 77" g) a**3-32,%°%7=0 h) g5w? =on
w
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*21. Lgs hver af fglgende ligninger

a)2x+5=9 b) 4(x-5) = 2(x+1) + 3
C) Ix-4=-1ix+5 d) 6X4_1:3—x
22. Reducér fglgende udtryk
a) 31+8+4—a b) x+2y+y—5x 0 a+5_1 d) 1 +£
5 10 3 7 7a a-3 2
*23. Reducér fglgende broker:
X7 _y4 75 m*n=2k®
vy D Wt
w2u® Ve b= :a’d*
Vs Y aE o

24. \is,at (a+b)j=a+3db+3a+b®> og (a—-bB)=a-3db+3a5-b

25. Las ligningerne:

a) 1 1 _ Ix+l b) 3X-7 _3x-14
3x—-2 3x+2 18x*-8 4x+2 4x-13
26. Reducér fglgende udtryk.
atb 2a+b 5Ha+2b at3d =m-3D
a) + + b) _
a 3a 12a 3b 5a
2 — F—
o) x2+5x_x 3 OI)6y+2+2y 1
x*-1 x-1 y+l 3y+3
27. Reducér:
2a 5a
a) % b) 0) > 0220
2 o 1Ca 5b 14 9a

28. Angiv starrelsen af falgende tal:
a) 2° by #)* ¢) 10™ d) 10* e) 3° f) &)°
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29. Udregn faglgende udtryk:
a) (x+3)(x-9) b) (p-2)(p +11) (- 3u)(u + 5w)

*30. Lgs ligningerne
a) ¥-0,04=0 b) %— 0,004 =0 c) (7+K%)-(7-xf=130
d) 5x+3F—(@x+2f—(@x+1f=0

*31. Reducér fglgende udtryk:
a b a’+b? a+b 1 22
a.) + - b) 2 2 + + 2
a-b® at+tb (@+hb)

a-b b-a a?*-b?

32. Reducér uden brug af lommeregner:

3
a) ¥51%/5 b) 5 c){or/313/3
§/5
*33. Reducér udtrykket:
2X 9
+
Xx—-3 2x*-18
6-5x  3X
2X-6 2X+6
34. Lgs ligningerne:
a) X = 2546 b) ¥ = 0 c) § = —5232
d) &= 14555 e) =0 f) m®=-22
g) 4®=00001739 h) p* =179 ) y*=0
) a’=0 k) z* =-18€ ) t™° =-0,000564
*35. Reducér fglgende udtryk:
a) 2x+(3x-4)-(5-x) b) 3+ (Ba-b) - (7a+ )
C) X — LIx —4y) + (x — 2y) d —-(x+2y)+6(3x -1

(@h"a’)*b™

36. Reduceér udtrykket
a n -p\ - -n
() ‘@®)"a

Steen Bentzen: "Reduktion og omskrivning”.



*37. Reducér mest muligt:

1 1,1 1 X+y

a) - +)-( ) py 2at7b_B-5b 2 -16ab

X y 'x vy Xy 3a+3b 2a-2b 6a8°-6b’
] 1 2
*38. Isolér b: =2q
p+b
39. Reduceér
2) (xy) '5-@ Lt
y Dy Yy

*40. Reducér uden brug af lommeregner til én uforkagtbtiok:

a) £+£ b) §+£ C)E—E
3 6 8 12 7 11
d)§+£+£’ e)i_i
6 15 7 9 10

41. Skriv som almindelig decimalbrgk (uden brug af loenegner):
a) 92 - 10° b) 1,35 10 c) 0,45 - 10
d) 1247 - 10 e) 0,056 - 10 f) 5,78 - 10’

42. Reducér mest muligt:

11 2
13 5 6 3 -14 2.9 22
a) 53053 B53° b \/Emw ? 117 [3%° 11[3B)

C) 0,6 -14
20¢ 3% 111
43. Lgs ligningerne:
*a) (X—=5)(x +3)(x—17)(x +3)=0 b) {% 49)(x — 49 = 0
0) (x+4)3x-6) _ *d) @-9(@+9(@-9) _, e) 6 -29(s-29° _ 0
(3x +5) @-8)(g+3)(q-5) 6-5)(s+8)(9-9)

*44. Vis rigtigheden af omskrivningsformlen: (10x #5)100x (x + 1) +25
Hvad siger formlen for x = 7?
Angiv en metode til at udregne 335, 55 osv. uden brug af lommeregner.
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*45. Reducér fglgende udtryk:

a)%ﬂ/g[&/gﬁ/? b):{ﬁﬁ/\;i{/‘/%[?ﬁ

*46. L@s ligningeny7x +4/6x =11

*47. Omskriv fglgende udtryk ved at saette en faktor tmgparentes.
a) 3xX*+ X b) (x+2) (3x—1) - 2(3x—1) c) y(1#p (1+y)°

*48. Lgs folgende ligninger:

a)3+4x=—-x+7 b) %x—x3—1: —§Z+%x
- 1_ 2y 4
ox_toliio 811 S7i-1h _ 5ix+12
7 8 4 3 2

49. Reduceér fglgende udtryk:

-2
vt ot ot
Xy—-y° Xy-—X 1-% 2(x+1) 2(x-1) x
50. Udregn fglgende udtryk:
) 1JAF -5)+(-9°  b) o2t o) ((210-5)+3)7 - (20+3) (3
12+ 6° — 232
51. Isolér c: (x-0)? = (x+¢c)* = 2Q4;<3P

52. Reducér fglgende udtryk
a) 6(8x -7y —15) - 7(7x — 6y — 13) b) x(y)—zy(x —z) + z(X — )
c) 3x(3y + 7z) — 8y(x — 2z) — 5z(4x + 3y)

53. Reducér fglgende udtryk:

—m? — _ 2 2 _ 243
) 4-m ) 3§a 22b) 0 (25a 9b3)
6m-—-12 4b® —a“ [b (Ga+ D)
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*54. Reducér fglgende udtryk uden brug af lommeregner.

5257225 3*6™ (-3)7%6~
b A,
) 575 ) 9™ g 90~
(-3 (4™ (3?)*-3%)%2 16°27°8
d) —_ -2 e) -2 6 f) 3918 1
(-12 3?3 4%21%.5

55. Skriv hvert af fglgende tal v.hj.a. scientific nioba:
a) 987654 b) 2543,8766 c) 0,000004356

*56. Reducér mest muligt ( Tallene a, b, x, y og alkr positive ):
a) \/2xy-/18y
b) 5Vabl/ &b2y 6a’b?
o) (Va-vb)va+b)+a+bf
d) (VX +4y +4Z) (x +\y —Vz) - (X =y )’
) 3/a-2/b _3/a+2/b  12/ab
3Ja+2Jb 3/a-2/b 4b-®

57. Reducér uden brug af lommeregner til én uforkaytbligk:
51 4 11 7 2,1 4

a) —M=+— b) (= += d C)(=—)(=+=

)34[@3 5) )(2 3) 5 )(8 3)(2 5)

58. Reducér fglgende udtryk:
@°)-aa’a” 2 2@E2 50
— @a“a b
(a2)3 _a—2 a3 ( ) )

a3 [H)z I:(a—4)5 ubS)—Z

a) o
(a[ﬂ))2 E(a 7 Eb 3)3

a@+b)+ b@+b)
(a6)2 @—ll + (b—2)3 [ﬂ)7

C) (a3)4 :alO _b—S HbZ)S
@)*:a°-b

d)

*59. Reducér udtrykkene.
3X+2 X+2 12x +5 1 8x -3
a) + +

- b
2x?-8x+8 2x°* -8 )4x2+8x+4 2X? =2 4x*-8x+4
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60. Las fglgende ligninger:
a) Tx+3=2x-1 by x +2X 7924 X712
2 7 5 3
1

c) 2(X+%)-§(X+8)=0 d) g(x+3)—(x—§):x+§

61. Udregn falgende udtryk:
a) (%a+ b)(% b+a)  b) (3x—2y)’ — (3x — 2)(3X + 2y) — Ay(3X — 2y)

62. Lgs ligningen: 4mr® = 3000

63. Bevis, at der gaelden/5+2\/_ =/3++/2

Bestem hele tal a og b, 8- 43 =+/a-+b
64. Reducér mest muligt:
2 2 2
a) X,y _38.% b) a(iaj —3(5—6‘) +(39j
y 2x Xxy 3X 3 6 4
2
o) 5&(2a+9j-(2a—9j—(2a—9j d)y X%
5 5 5 X +12y
65. Las ligningerne:
a) X . X P b)£+3_x § X C)x+10_ 8x _
X+2 Xx-2 4 x 4 x=-5 2x-10
d)(2x—2)(x+2)—(x+1)(2x 1)=5
66. Omskriv til kvadratet pa en toleddet starrelse
a) X+ 2x +1 b) X+ 3x + 2,25 c)it— 8t +16 d) 49— 12y + 9

67. Beregn — eventuelt.hj.a. lommeregneren
a) 3,6 -10%- 2,7 - 10%
b) 35-10*/7-10%
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*68. Udregn fglgende udtryk
a) (a+ 2b)(a—2b) b) (x+1)(x—1) c) (5x—-7)(bx +7) d) (2y + 3)(2y ¥ 3

69. Las ligningerne

a) 2(x+8) —x)(x+5(xx—-6)) =0 b) (2(x +82x)(4x +40) =0
_ Xe2 X _Ahd X2

c) (2(x+8)—(x+16)Jx +16) =0 d) (2 + 3)(5 7)(3 + 5) 0

*70. Los i hvert af falgende tilfeelde det angivne ligreaystem:
a) 2x+by= -1 b) 2x+6y = -1 c) 2x+6y= -1
-3x+y=8 -3x—-9y= 8 -39y = 13

71. Reducér mest muligt:
2) 225x*y® b) 25x* +16y°
16x°y* 25x* + 60xy + 36y°

72. Reducér fglgende brgker:

a-1 A% -48h? am+bm+an+ bn
a) 5 b) 5 5 C

1-a 2a°- —16ak+32b am+bm-—ar —bn

73. Las ligningerne:

5 9 21
a) —(X-7)=—(x+13 ——(x-12
) 9( ) 23( ) 48( )

7 3 3 7 3

74. Udregn uden brug af lommeregner:

3,10 1 2 7.5 1 1.1
a) —+—+= b) —+—-+— C) —+=+=

7 7 7 3 3 3 2 3 4
d) ﬂ+g+z e) l+g+§

5 3 8 2 3 4

x*Hy2) " x*)°

e

75. Reducér udtrykket:
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*76. Reducér:

2 2
a) X __ -2 b) (2a+ij —(Za—ij
X—=2y 2y-X 3D

a(3” -2b)_b(5c’ - %) m-6b

c
) 12bc? 15ac? 30c?

*77. Lws ligningerne:

5 5,_2 2 .3,.,2,3
a) X(=+2X)=2(x*+—)== b) X(Ex+=)+=(=-x?)=6x+8
) XGF2) -2+ ) = ) XGEx+)*+ o (C=x7)

*78. Oplgs i faktorer, dvs. skriv som et produkt afgtlenulige) faktorer.

a) 8ax +4bx —12cx  b) 3a 64 + 3a c)4- 16
*79. Udregn

a) (¢+2x+2)- (X+2x-2) b) (x—1) - Bt ¢ + x +1)
) (x+1)°—(x—%) d) (¢-1)- (X+x+1)

80. Reducér fglgende udtryk uden brug af lommeregner:

_ —1_ _\1
a) 23 _73 :143 b) (E)Z (}) -7 _34 _9—4 C) ( 4) ( i)
2”3 (-100
2‘3-(})5 47216 (1)‘2

d) 20° 472 e) 64° 25° f 2 2

2_3 54 . (E) -3 256125 (1)3 _25 8—1

2 2
81. Reducér fglgende brgker:
36a* — 49p° a’—ab-a+b 2b@+b) - a@+b)

a) —— 2 b) — c)

36a* —84ak + 49b a’—ak+a-b Ak’ —ab@+hb)

*82. Lgs ligningerne:

x+5 3 _x 13
a) +— =+
14 35 1C 22

b) g(x+8)—%(x—3)+é—;(x+17) =0
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83. Reducér mest muligt:
1 1
a’-b? " b*-a’

&2 mad &
22" \a

a)

c
) 2 4

84. Reducér mest muligt:

__1
24x

\/;2

a)

*85. Isolér d: ——+4=

86. Reducér:

a) 5x-4y + 5-4y + 3x-6y + 6y-4
C) 3x®2x? = 2x% :x? +14x°% 2x* : (7x?)

e) (2x-3y){x —2y{4ax +y)

*87. Reducér:

d)

atb
b-a
2 b @b

2a-3b a+b 2a°-ak-3b°

b) [{-b? -a2 + 2b)

(4x +1) kv/x — (2x% +X)(x +x L)
b) x
(X+/X)?

p® —3a° +6a” +9a° — 4a

d) 4x?(2x -3xy)+(3x® +5y)2x

63

a) BIxy)°: (-27x)°  b) @BERE c)a*a"(-a)' (-a)* d) 2a° &’ (4a)°

88. Reducér mest muligt:

p+l 1

2
a P+ P
p+1 . g-p

p+q® p*+pq’°

89. Las ligningerne:
a) 2x+1 _ 3

3
3

C) =
2x +1

b) 5-Xx _q
33X +17
d) (2x-D(x+4) _ 5

(x+1)(x—4)
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*90. Reducér:

a) 30°(2a% - B2 )+ 5’ (4b” + 3?) b) (a—2b)° —(a+2b)?

c) (2x —3y)* - (2x - 3y)(3y + 2x) d) (15m2 -10mn+25m): 5m)
e) (-2xyzf+ 2(xy)-Z + x*-(2yzf

*91. Reducer fglgende udtryk uden brug af lommeregner:

v @5 m
2 _ 2 2 . _9 5 2\/§+3\/§

C) (245 —3J7)*— (3V5 + 247) - (3V/5 — 24/7) d)\/_o\/_ NN

92. Skriv fglgende udtryk pa formea(x + b)?:

a) —3x*+30x—-75 b) 9x* +72x +144 C) —4x*-24x-36

93. Opskriv for hver af falgende starrelser defimiga heraf - og find vaerdien pa lommeregneren:
12 1 8 56

a) 23° b) 200(* c) 5432°%2 d) 67 = e) 56434 ©

94. Vis, at for ethvert x gaelder formlen:? x 100(x-25) + (50 — X)
Angiv en metode til at udregne442........ 5% uden brug af lommeregner.

95. Lgs ligningerne

1 1 2., X
a) X+2)x-2)=x-= b) =+
) ( 2)( 2) ( 3) )x -3 Xx+5
96. Reduceér hvert af udtrykkene.
— 2 —
a)9+§_(a b) X+y __X-y 4x
a b ak X(x-y) x(x+y) (xX-y)x+y)

o (233 o)

97. Lws falgende ligninger:
a) 2(ix-2)(x+1)=0 b) (3x -¥5)(22x +1)(-3x-5)=0
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*98. Skriv — uden brug af lommeregner — som én uforkigrte gk:

a‘E it b2 9o2d
8 3 22 92 143

99. Reducér mest muligt:

2 2
a) 3x +9y b) a +24ab+4b
4x +12y a“ +2ak
2 _ 2 -
c)X 2Xy +y d) a+b+a b+ 4ab

x* —y? a-b a+b a’-b?

100. Lgs ligningerne:
a) Sx-2=12(x+19 b) 2y —12= ax+ 31 10X
8 5 7 9 4 11

2 65 21
—=—+—= d —(x-18+—(x+3)-—(x-2) =0
22 33 11 66 )34( ) 11( ) 16( )

C)

101. Reducér hvert af nedenstaende udtryk
a) X(2+x) = 2x(L+x) + x? b) a@+b)+ b(2b-a)-b?

102. Bestem fglgende veerdier:

a) /367885 b) ¥/0,000418 c) ¥45678657 d) §/0,0000016

103. Reducér mest muligt:
2
a) X+y — 1_1 1+1 b) (E+£J[€E+Ej(i+ij
Xy y x)\ly X a b)\b a/\2a 2b

104. Oplgs i faktorer, dvs. skriv som et produkt afgflenulige) faktorer.
a) 9X—30xy + 259 b) 164+ 40ab + 25b c) 6& — 24

105. Skriv — uden brug af lommeregner — hver af fglgelmgker som én uforkortelig brgk:
2
b) c) d) <

3

a)

|~ |wln
gl |orls
©lo |win
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*106. Reduceér fglgende udtryk uden brug af lommeregner:
a) 4°5°10°-2° b) 4?-(-3)*-(-2)? c) 03'10"4°

B 020G @ Q)

107. Las ligningssystemerne:

8) Ix—S(y+1) =2 by = 2

2 3 2 X+y 3x+1

E(X_y)_ly :g 1 :i

3 2 2 2x+1 7y
*108. Reducér:

X X X a,a+l 2 3X oX | — X
a) —+—+— b) —+—+— C) + +

2 3 4 5 5 5 X+2 X+2 x+2

109. Las falgende ligninger ved hjeelp af nulreglen:
a)(t-2)-t-5=0 b) (3p—-8)-(3p+9)=0
c)z°-8z=0 d) w® +22w? =0

110. Udregn fglgende udtryk.
a) (a+ 2bj b) (2a-3b) c) (x +1y
d) (4y -3y e) (-5x+2j f) o) (x+y)* - (x-y)’

111. Reducér:
a) 6xX- 3% x-4x- 5% b) 36X: (4X")— 12X: (3%°)

112. Reducér:

a) 3y . Sy+2 -7(y-1) b) X, 2X_3X C)§_§+§
y+2 y+2 y+2 3 5 6 2 6 3
g 5121 o 6.5, 1
2b 5b 2 Xy 3yz 6xz

113. Lws ligningen/2x ++/5x = 4
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114.Reducér:

2) ab+bc- @c+b?) b) a 8 _ 4a-16
2ab+ac- (2b+ bo) a+4 a’+8&+16 (a+4)’

115. Reduceér udtrykkene.
‘a) Ya' @mi/a® [aw/a b) Jabi/a® ™
¢/a° Wa t/ai/a’y?

*116. Omskrivfglgende udtryk til én brgk og reducér mest muligt:
b_y b) 2 +3-> o+ -t 1 g 2,3,
a ab ak 3xy® 6y vy b b

a
a) ——
)b

117. Udregn uden brug af lommeregner:

5 2 -5 5 5 _2
Q) ~45> b) -4 Q)= H-9- 09 - =53
*118. Reducér:

a) —3a - (2x—5y) - (y + 3) b)g«—y) . (8x—6y) +5 - (5x§y) L(2x—-y)

*119. Bestem en cirkaveerdi af hvert af falgende udtry&rudrug af lommeregner (om-
skriv, reducér 10-talspotenserne, foretag overblaggning).
Udregn derefter den ngjagtige veerdi af udtrykkehga: lommeregneren.

] 6,010°)2
a) (6,02310%)2 160210 py _ (60L0)"
) ( ) 4 ) 1510

120. Reduceér fglgende brgker:

a) (u-w)* -u? b) dc+d)+c(d+c)-(d-c)®
2u+w 7d
o) (X+y)* = (X—y)(X+y) —2y(x +Y) d) (@+5b)* - (@—5b)°
x?+1 ak
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*121. Lgs ligningerne:

3 2 2x +11
—12)? = g - ) - =
a) (5x-3)" =(5x + 3)(5x - 3) b) 7x-5 7x+5 98x*-50

122. Oplgs i faktorer:
a) 4 — 16x b) 4x- 16 c) 2x* -8 d)@E@-)x + (R-1y

123. Vis ved kontroludregning, at (10x +%5¥ 100x(x + 1) + 25
Benyt denne formel til at udregne’3%5’ og 85 uden brug af lommeregner.

124. Las ligningerne:
a) x*=16 byt =7 c) p=25

*125. Reducér fglgende:

Ga+6 3A-9 r’+r 5r+10 q-p
a) b) — C) 5
5a-15 a+1 r-+2r 3r+3 q°-+p°—29p

*126. Las faglgende ligninger v.hj.a. nulreglen:
a) x® -5x° =0 b) ¥+ 100x = 0 c) x—100=0

127. Reducér:

a) (3a—2b+é-52b-d

b) (129" — 1659 — 24pq) : (4pq)

c) 2x - (2x—B-(2x-1-1

d) & (& +2b)+1B- (3a—2b) + 2% — (a(d@- 55) — 2&b(1 —a ) — 2f)

*128. Reduceér fglgende udtryk:

a) a3 [bz I:(a—4)5 HbS)—Z b) XS_(yZ)—S_(X—Z)—S _y4
@b) fa” b°)° I,
y

129. Lgs ligningssystemerne:
a)8x—-15y = -3 b) 5x -8y =0

2x+3y=g 5x + 8y = 80
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130. Forkort falgende brgker:

2 _ 2 -

a) b°-a b) 13x —13y
a+b 52x =52y
2 _ -

d) p°-81 e) 3&23 9
p-9 b -9

*131. Udregn uden brug af lommeregner:

a) 4 (61 b) 52[8%

*132. Lgs ligningerne

a) x® =10¢ b) z° = 43200

133. Reducér faglgende:

_ 3 2 _ 4
a) ap-cp b) 3N +n2 m
2ap n
d) 2r+s+t+35_ r—4t
S rt St

69

0 9-a’
a’+6a+9
f 4y? + 32y + 64
4y* - 64
1 2
) > d) 2=
3 9

c) (2r+3)° =3410’

—_ 2 [
o) [X=PY) | yp(xq-py)
30 4b

*134. Vis, aty/9-4/5= -2 +/5 og ‘/271—2\/5:2—% 5.

135. Udregn fglgende tal uden brug af lommeregner (Teenku handler !!):

a) 203 b) 498 ) 1002

*136. Oplgs i faktorer:
a) (x+2y)[3+(x+2y)[(x-5)
C) X?—4+2(x-2)

1 1 2x+b

137. Isolér z: —_—
Xyz Xy 15Az

b) (2a+b)x? - (2a+b)[25
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138. Reducér:

2 2 _ 2 2 _ —h)2 —
x2+y2_x Y oo Y b) (a+2b) @ 2b) e b
X“—y° X+y (X+y)(x-vy) a“[b-alb 2

a)

139. Las falgende ligninger:

2
a) 6p,/p =167 b) 2/"_ =530 c) ¥s® =77698 d) ¥/m™® =210¢
X
140. Reducér mest muligt:
-8 6 5 25
43 -21 5 ri4 &2 {rs%)s
a) y w ? b) = q - )
oy? oy 52 r®
141. Skriv hver af fglgende veerdier ved hjeelp af dekerdmraefixer:
a) 12400@2 (ohm) b) 0,00000000098 m c) 0,0095 A d) 60806
e) 14500000 m f) 5600000@D g) 794100000000 W  h) 0,0000642 A

142. Lgs folgende ligninger:

a) nf=9 b) §=75 c) X =64
d xX'=72 e) (56 =5131 f) X= —32
g 18-8 =0 h) K= 38,610* ) x’=—400
j) 53 =42 k) (4a)™® =2600 ) 758°+s =0
m) x2— 127 =0 ny X +124)(9_13X6) =0
x" —-81

143. Omskriv fglgende udtryk ved at seette en faktor tmigpmarentes.
a) 3x + ax — bx b) 2t— 614t c) (&b + 4a) + (2ab+ 8b)

144. Reducer fglgende udtryk:
a) aC+Y-bE-H-tarp+ip-a b S 4+ 3 _ 2
b a b a a b

n”-16 2n+8 2n-8

145. Udregn uden brug af lommeregner (Teenk for du leanbt
81-79 , 97-103 , 45.55 og 3,2-2,8
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146. Las hver af fglgende ligninger:
a) 3x+1=7x+15 b) x+3=2-(@1-x)

C) 2x+13=2x+9 d) —%(x+2)=5x—4

147. Reducer fglgende udtryk:

a) V108+2/80++/243++/245  b) (3/3+6)(3V3-v6)  )V\7+v30EN7 -3

148. Beregn pa lommeregneren
a) 7,1-10%+1,23 - 10°°

b) 5,67 - 10®- 4,5 - 10*

c) 5-10 +5-10°

d) 0,045 - 10" — 45 - 10"

149. Las ligningen:358=331,6,/1+ 0,00367t

150. En neutronstjerne bestar af teet sammenpakkedtroner. Neutronen er en atomar partikel
med masse 1,675 - TOkg og en radius pa ca. I'dmeter.
Giv en vurdering af, hvor meget 1nimaf en neutronstjerne vejer?

151. Et gammelt indisk problem lyder saledes:

En rejsende kebmand ma betale told af sine vafensBellige steder pa sin rejse.
Farste sted betaler han en tredjedel af varerne.

Andet sted betaler han en fjerdedel af det, déalage.

Tredje sted betaler han en femtedel af resten.

Han betalte i alt med varer til en veerdi af 24 gty&ker.

Hvad var veerdien af kabmandens varer ved rejsegsidelse?

152. Et bryggeri sender en dag 34 glbiler af sted nadtd22350 kasser al.
Der findes to typer glbiler, som hver for sig rumrhenholdsvis 600 og 750 kasser gl.
Hvor mange glbiler er der af hver type ?

153.Elektromagnetisk straling omfatter bl.a. radiobglggnligt lys og rantgenstraling.

Elektromagnetisk straling har (som andre bglgefyekvens, der males i enheden Hz (Hertz),

hvor 1 Hz = 1 svingning pr. sekund, og en bglggldender males i meter.

Sammenhaengen mellem frekvens f og balgelaerdde elektromagnetisk straling er givet ved

formlen: A- f=c , hvor ¢ = 3,00 - £@n/s er lysets hastighed.

a) En FM-station sender pa frekvensen 88,2° HX0 Beregn den tilsvarende bglgeleengde.

b) Balgelaengden for synligt lys ligger i interval890-10°m til 780-10° m (afheengig af farven).
Beregn den frekvens, der svarer til blagraetigBleengden er ca. 500-10m.

Steen Bentzen: "Reduktion og omskrivning”.



Facitliste til opgaver med *

3) (x.y)=(2-3)
7a) L = {-9}

10a) a+d
ac

10b) m -2
X* -y

2

10c)

10d) 2
d

14a) &

14b) 2

14c) ¥

14d) &

15d) 107

15e) 10

15f) 107

1l6a) 1 —2s +t—st
16b) P + 4q

16c) 2& + 61F + 12ab
16d) 8% — xy

16e) 4& — 2If — 6ab
16f) 18nf

21a) L = {2}
21b) L = {125}
21c) L = {9}
21d) L = {13}

23a) x*°[Z°

23b) k™ Im’[n”

23c) UM’

23d) a ™ b™ 0™

30a) L = {-02, 02}

30b)

L = {-006325 006325}

30c) L ={ &}

30d) L = {-04}
2b?

a’ —b?

3la) -

2
31p) B
@ -b?)@a+b)
2
33) 4x +12X2+9
18-8x

+
(Kan reduceres ti% ved
—4x

anvendelse af samme princip
som i gvelse 2.10).

35a) 6x—9

35b) a—-4b

35¢c) 2y — x

35d) 17x -2y -6

37a) - 2AX +2y)
Xy

a’+b* - 4b

6a” — 6b*

1
38) b = —— -
) o "

37b)

40a)

40b)

40c) &

40d) 5

40e) &

43a) L = {-3 5 17}
43d) L = { -5}

44) For x = 7 siger formlen:
75°= (107 + 5% =

10078 + 25

= 5600 + 25 = 5625
Metoden kan udtrykkes ved:
Kvadratet pa et ulige, positivt,

helt tal, som er deleligt med 5,

kan findes ved at beregne:
(antal tiere i tallefjll. + antal
tiere i tallet)100 + 25.

453) %57
45b) 2087

72

46) L = { 5077}
47a) x((Bx + 1)
47b) XI(Bx —1)
47¢) (1 + yfI + 2y)
48a) L = {4}
48b) L ={ -1}
48c) L = { 2}
48d) L = { &}
54a) 5
54b) 27
54c) 5
54d) - (3)°
54e) 2B
54f) 27
56a) 6xy
56b) 120/ 22%b?
56c) 2a + 2/ab
56d) 4./xy -z
56e) 36yab
4b—-9a
X+2
(x-2)°
5x% - x? +x
59b) D
68a) & — 4F
68b) X —1
68c) 25X — 49
68d) 4y — 9
70a) (xy) = (-.8
70b) L=
70c)
L= {xyly=-3x-4
76a) 1
76b) 2
3b
X - 4b?
12ak

59a)

76¢)
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77a) L = {12}
7o) L= {-#}
78a) 4xX(Ra + b — 3c)
78b) 3d(a — 1f

78c) (a+4)(a-4)
79a) X' + 4 + 4% — 4
79b) x* -1

79c) 4

79d) X'+ X —x—1
g2a) L = {-%}
g2p) L = { -4}

5) d__(ﬂj
1- 89— 4a

87a) — 243y

87b) &°

87C) 3n+7

87d) 384a™

90a) 154 + 26&b® — 91"

90b) —8ab

90c) 18y — 12xy

90d) 3m-2n+5

90e) 10(xyzY

91a) 1

91b) 3

91c) 66 — 12/35

91d)

~152+5V2 -43/10
8

28a°

96¢)
98a) &%

98b) 1

98c) 1

98d) 2
106a) 20
106b) 24
106c) 3
106d) 5
106e) 2° B

108a) 1=

12

108p) 2F3

108c)
X+ 2

115a) §/a®

2 _ |2 _
116q) &~ —ab

IA°b* - Ab+2
a’b’
2-T7Txy
6Xxy”°
a+ab+ab’
b?

116b)

116¢)

116d)

118a)

—18axX + 15ay + 39axy
118b) 70¥ + 9y — 54xy
119a) 5,811510°°
119b) 5,036&10°°
121a) L = { 2}

121b) L = { -2}
125a) 1

125b) £

125c) .

q-p

126a)

=1{-+5,0,45}
126b) L = { -100,0}
126¢c) L = {-10,10}
128a) &b°
128b) z ™
131a) 22 = 25¢
131b) 42 =472
131c) 4
131d) 2
132a)

= { -17975, 17975}
132b) L = { 61401}
132c) L = {34748}

73

134 Da (-2++5)? =
4+5-22R/5=9-45
og da -2+4/520 ses, at

-2+45 opfylder kravene i
rodprgven i forhold til veerdien

af \/9—4«/3, hvormed den

gnskede lighed er bevist.
Den anden del af opgaven
lgses pa samme made.

136a) (x + 2y)Y(x — 2)
136b)

(2a + b)(x — 5)(x + 5)
136¢) (x— 2)(x + 4)
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Stikordsreqister

addition 3

bregk 3, 10 omskrivning 7

dekadiske preefikser 33 omvendte brgk 12, 17
differens 3 plus 3

dividere 3 plusparenteser 6

division 3 potens af tal 29

eksponent 29 potens af ti 32

faktorer 6 potensoplgftning 40
flerleddet starrelse 6 potensregneregler 29, 30, 32
forkorte 11, 16 produkt 3

forleenge 11, 16 reciprok veerdi 15, 17
feellesnaevner 11, 17 reduktion 7

gange 3 regningsarter 3, 40

hierarki 3, 4, 40 rodprgven 23, 35

isolere 45 roduddragning 40

kvadratrod 23 redder 35

kvadrere 4 scientific notation 34

ligning 41 skjulte parenteser 3, 10, 16, 24, 40
ligningssystemer 50 substitution 51

lgse ligning 41 substitutionsmetoden 51
lgsning 41 subtraktion 3
lgsningsmeengde 41 sum 3

matematisk udtryk 3 symbolske veerdier 5, 16
minus 3 to ligninger med to ubekendte 50
minusparenteser 6 teelleren 3, 10

multiplikation 3 ubekendt 41

n'te rod 35 udvidet potensbegreb 37, 38
nulreglen 42, 44 uforkortelig brgk 17
naevneren 3, 10 variabel 41

Symbolliste

J 23 a 29

- 23 a" 29

0 23 35

0 24 {} 42

£ 24
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