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Forord

Uendelighed er et pa én gang interessant og komplekst begreb at arbejde med. Dette bygger ikke
mindst pa, at der er mange forskellige former for uendelighed, hvilket gennemgas i teksten.

Der er i teksten lagt veek pa at give grundige og fyldestggrende beviser for de matematiske s&tnin-
ger, der omtales. Der er ligeledes lagt vaegt pa at na frem til en raeekke af de vesentligste resultater
vedrgrende uendelighed og kardinalitet, (hvormed der ikke er afsat plads til diverse kuriositeter som
f.eks. Hilberts hotel og “regneregler” for “uendeligt” som f.eks.: o + 5 =00 . Lasere, der er interes-
seret i disse forhold, kan bl.a. sgge pa Internettet).

Den aksiomatiske opbygning af savel mengdeleren som af de reelle tal R er af flere forskellige
arsager udeladt i denne bog. Der bygges i stedet for pa en sund, intuitiv fornemmelse for savel
mangdebegrebet som de reelle tals egenskaber, som begge udbygges i teksten.

Det biografiske kapitel om Georg Cantor (Kapitel 3) bygger ikke pa et akademisk funderet studium
af udvalgte primere kilder, men derimod pa og ved sammenholdelse af en rekke udenlandske bio-
grafier fundet pa Internettet. Der er derfor ingen garanti for indholdets detaljerede korrekthed.

For at kunne lese og forsta hoved-indholdet i denne bog (Kapitel 1 og 2), skal laseren have indga-
ende kendskab til (viden om): 1) grundleggende mengdel®re og logik, 2) grundleggende funkti-
onsteori og 3) grundleggende egenskaber ved de reelle tal.

Dette vil for mange potentielle lesere vaere opnaet gennem andre studier (anden undervisning/ laes-
ning), men for at komplettere bogen er der medtaget tre appendices (se indholdsfortegnelsen), hvor
leeseren kan stifte bekendtskab med disse omrader af matematikken.

Et appendix indeholder normalt emner, der kun er med for at understgtte (eller eventuelt supplere)
hovedindholdet i bogen. Et appendix vil derfor normalt vare relativt kortfattet, men som det frem-
gar, er Appendix 1 relativt langt. Dette skyldes, at mange potentielle laesere ikke vil have faet en
mere systematisk indfgring til emnet mengder. Appendix 1 er saledes ikke kun en understgttende
tekst til hovedindholdet i bogen, men et selvstendigt kapitel om grundleggende mangdelere og
logik, som kan l@ses uatha&ngigt at resten af bogen.

Da en person uden forhandskendskab til begrebet en funktion nok slet ikke vil forsgge sig med at
leese denne bog, er Appendix 2 blot en relativ kort beskrivelse — og ikke sa meget en lerebogsindfg-
ring — af serlige dele af funktionsbegrebet i et omfang, som er ngdvendigt (og forhabentlig ogsa
tilstrekkeligt) for at kunne arbejde med funktioner i bogens to hovedkapitler.

Appendix 2 kan bruges som en genopfriskning (og for den meget avancerede l@ser: som en fgrste-
gangsl@sning) af den ngdvendige information om funktioner.

Der er ikke nogen separat opgavesamling i bogen. Opgaverne er indlagt som “gvelser” pa passende
steder i teksten — efterhanden som den skrider fremad.

Til at vise afslutning af beviser, eksempler og gvelser anfgres tegnet: ¥

Steen Bentzen
November 2013
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Kapitel 1. Akvipotens og kardinalitet — generelt.

Begrebet kardinalitet kan Igst forklaret beskrives pa fglgende made: Kardinaltallet for en mengde
er et mal for, hvor mange elementer der er i m@ngden. Og to mangder siges at have samme kardi-
nalitet, hvis der er lige mange elementer i de to mangder.

Hvis X og Y er to endelige mangder (dvs. to mengder med endeligt mange elementer), sa kan kar-
dinaliteten bestemmes ved at telle antallet af elementer i hver af dem, og hvis man kommer til det
samme antal, har de to m@&ngder samme kardinalitet, hvilket vi vil skrive: Card(X) = Card(Y).

Hvis der derimod ikke er endeligt mange elementer i mangderne, sa er situationen straks vanskeli-
gere. For at neerme os problemstillingen kan vi se pa dette med at have “lige mange” elementer pa

fglgende made (overvej !): Der kan siges at vere lige mange elementer i to mangder X og Y, hvis

der pa en eller anden made til hvert element i X svarer ét og kun ét element i Y, samt hvis der sam-
tidig pa en eller anden made til hvert element i Y svarer ét og kun ét element i X.

Eksempel 1.1.
a) Hvis vi har en vis mangde af bolde B og en vis mangde af skuffer S, sa kan vi afggre om B og

S har samme kardinalitet pa fglgende made: Vi leegger boldene ned i skufferne, én i hver skuffe.
Hvis der i samtlige skuffer er én (og kun én) bold, sa har de to m@ngder samme kardinalitet.

b) Pa figur 1.1 ses to mengder P og J, hvor P bestar af en reekke personer og J bestar af en reekke
jobs. Vi ser, at der til hver person er tilknyttet netop ét job, og at der til hver job er knyttet netop
én person (Der er altsa ikke to personer i mengden P, som har samme job — og samtlige de i J
omtalte jobs varetages af en af personerne i P). De to mangder har altsd samme kardinalitet.

Fig. 1.1. v

Da en funktion (jfr. Appendix A.2) er et begreb, der til ethvert element i én mangde tilordner netop
ét element i en anden mangde, ser vi, at begrebet “en funktion” kan bidrage til at give en mere prae-
cis definition af begrebet “kardinalitet” — og af dette ”at have samme kardinalitet”.

Hvis vi har en funktion f fra en mangde X til en mangde Y, sa ved vi, at der til ethvert element i X
ved f svarer netop €t element 1 Y. Men vi ved ikke, om det samme element 1 Y er funktionsvaerdi af
flere forskellige elementer i X, sa for at klare dette problem ma vi kreve, at funktionen f er injektiv.
Vi ved heller ikke, om der til alle elementer i Y svarer en verdi i X (altsa om alle elementeri Y er
funktionsverdi af et eller andet element i X), sa for at klare dette problem ma vi krave, at funktio-
nen f er surjektiv. For at opna den gnskede matchning af elementer i X med elementerne i Y ma vi
altsa kreeve, at funktionen f er bijektiv, hvilket til gengaeld ogsa sikrer det gnskede (Jfr. Appendix 2,
kommentar til definition A.2.21, hvor den samme problemstilling omtales).
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Pa baggrund af denne introduktion giver vi nu fglgende definition:

Definition 1.2.

To mangder X og Y siges at have samme kardinalitet (eller have samme magtighed, eller vere
aekvipotente), hvis der findes en bijektiv funktion (en bijektion) f fra X pa Y.

I givet fald skriver vi: X ~Y  eller: Card(X) = Card(Y)

Eksempel 1.3.
To vilkarlige lukkede linjestykker L og L er &kvipotente:

Fig. 1.2.

Punktet A konstrueres som vist pa figuren (hvis forbindelseslinjerne mellem endepunkterne er pa-
rallelle, sd drejes det ene linjestykke). Funktionen f : L, — L; defineres som antydet pa figuren.

f er da dbenbart bade injektiv og surjektiv (overvej !), hvormed f er en bijektion, dvs. Li ~ L.

Eksempel 1.4.
Hvis L = {2, 4,6,8,10,..... } , altsa de lige naturlige tal, s er L a&kvipotent med mangden N af na-

turlige tal, dvs. L ~ N, idet funktionen h:L — N defineret ved: h(x) =§ er en bijektion (over-

vejl). »

Ovelse 1.5.
Pa figur 1.3 ses et koordinatsystem, hvor de reelle tal R er placeret ud af 1.aksen og hvor interval-

let ]—1 ;1 [ er anbragt op af 2.aksen. Punkterne A og Az er placeret i afstanden 1 fra 1.aksen, og

funktionen f: |-1;1[ - R defineres som antydet pa figuren.
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Argumenter for, at f er bijektiv, og at vi derfor har, at ]—1 ;1 [ ~R.w

Eksempel 1.6.
At |-1;1] ~ R kan ogsa indses ved at betragte funktionen f: [-1;1[ - R givet ved det nedensta-

ende udtryk, og s bevise, at den er en bijektion af [-1;1[ p& R.

f, (x) for xe]0;1]
f(x) = 40  for x=0 hvor f,(x)=—— og f (x)=
1-x 1+x
f_(x) for xe |-1;0]

X

For at bevise, at f er en bijektion af |-1;1[ pd R, viser vi, atf_(x) er en bijektion af |-1;0[ pd
R_,ogat f,(x) eren bijektion af J0;1[ p& R, . Beviset for f_(x) gennemfgres i det fglgende,
medens beviset for f, (x) overlades til l&seren som en gvelse.

Lad da y vere et vilkarligt givet negativt, reelt tal, dvs. velg vilkarligt et ye R_. Vi skal da vise, at
der findes ét og kun ét xe |-1;0[, s& f_(x) =y.

Vi analyserer situationen og s&tter y = . Da vi skal finde et x, der svarer til det valgte y, lgser

1+x

vi denne ligning mht. x, dvs. vi isolerer x. Dette giver (kontrollér !): x = Y Vi fir altsa det @n-

I-y
skede, nemlig at der til en given y-vardi svarer én og kun én x-vardi. Men for at dette overhovedet
kan bruges, skal vi sikre os, at den fundne x-vardi ligger i den rigtige mangde, dvs. i intervallet fra

—1 til 0. Vi mangler altsa at argumentere for, at —1< ﬁ <0. Dette indses saledes:
y<0= -y>0=>1-y>1 = 1-y>0

Day er negativ og 1 —y er positiv, er brgken i] negativ.

Vi har desuden:
“1<0 = —l+y<y = —(I-y)<y = —1<%

hvor vi i den sidste omskrivning har brugt, at 1 —y er positiv, hvormed ulighedstegnet bevares ved
divisionen.

Hermed er det gnskede bevist.

X

Det overlades som en gvelse til l&seren at tegne graferne for hhv. f (x) = " X og f_(x) = "
- X + X

(gerne ved anvendelse af et graftegningsprogram) og kommentere resultatet. ¥

Bemark, at hvis der findes en bijektion f fra en m@ngde X pa en mengde Y, sa findes der ogsa en
bijektion fra Y pa X, nemlig den omvendte funktion til f. X og Y optraeder altsa fuldt symmetrisk i
definitionen 1.2, dvs. at hvis X ~ Y, sa gelder der ogsa, at Y ~ X.

Vi har desuden, at X ~ X, idet den identiske funktion f(x) = x er en bijektion af X pa X.
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Hertil kommer, at der galder fglgende regel:

Saetning 1.7.

Lad X, Y og Z veare tre givne mangder.

Hvis X ~Y og Y ~Z, sa gelder der, at: X ~Z.

Bevis:
Forudsztningerne: X ~Y og Y ~ Z giver os to bijektive funktioner f : X =Y og g:Y —Z.Men

da vil den sammensatte funktion gof :X — Z vare en bijektion af X pa Z (overvej), hvormed vi
far: X ~ Z. Hermed er s@tningen bevist. ¥

Vedrgrende &kvipotens af mangder gaelder der ogsa felgende setning, hvor vi minder om (jfr. Ap-
pendix 1), at hvis S og T er givne mangder, sa er S X T mangden af alle talpar af typen (p,q), hvor
pe Sog qe T.

Saetning 1.8.

Lad X og Y vare givne mangder. Der gelder da:
X~Y = XxX~YXY

Bevis:
Forudsztningen: X ~ Y betyder, at der findes en bijektion f : X — Y . Vi definerer en ny funktionen
F: XXX —>YXY ved:

F((Al’AZ )) = (f(Al ),f(A2 )) for alle (AI’A2)E XxX

Da fer en funktion fra X indi Y, er F en funktion fra X X X indiY X Y, hvormed F er veldefine-
ret.

At F er surjektiv ses pd fglgende mdde: Lad (B;,B,)e Y XY veare vilkarligt valgt. Da f er surjek-
tiv, findes et A1 € X, sd f(A1) =Bioget Az € X, sd f(A2) =Bao. Mendaer (A|,A,)e XxX, ogder
gelder: F((A1,Ay)) = (f(A),f(A,)) = (Bi, B2). Et vilkarligt valgt punkti Y X Y er altsa billede
af et eller andet punkt i X X X, dvs. F er surjektiv.

At F er injektiv vises pa folgende made: Hvis (A1, Az) # (A3, A4), sd har vi enten, at A # Az eller
at Ay # A4. Da f er injektiv ser vi heraf, at enten er f(A1) # f(A3) eller f(A2) # f(A4). I begge tilfelde
har vi, at (f(A(),f(A,)) # (f(A3).f(Ay)),dvs.at F((A;,Ay)) # F((A3,Ay)).

Vi har hermed indset, at F: X X X — Y X Y er surjektiv og injektiv, dvs. F er bijektiv, hvorfor vi
har: X x X ~ Y XY.

Hermed er s@tningen bevist. ¥

Ovelse 1.9.
Lad X, Y, S og T vare fire givne ma&ngder. Vis, at der gelder fglgende:

HvisX~Y og S~T, saer XxS ~ YXT v
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Vi vil nu se pa begreberne endelige og uendelige mangder:

Definition 1.10.

a) Den tomme mangde @ siges at have kardinaliteten 0, og vi skriver Card(@) = 0.

b) En mangde X siges at vare endelig (at have endelig kardinalitet), hvis X er den tomme mangde
eller hvis der findes et naturligt tal n, sa mangderne X og {1, 2.3.4,..., n} er &kvipotente.

I sidstnevnte tilfelde siger vi, at ma&ngden X har kardinaliteten n (eller kardinaltallet n), og vi
skriver: Card(X) = n.

Vi ser, at med denne definition er kardinaliteten (eller kardinaltallet) for en endelig m@ngde lig med
det antal, vi ville opna ved pa simpel made at telle, hvor mange elementer der er i mengden.

Definition 1.11.

En mangde, der ikke er endelig, siges at vaere uendelig (eller at have uendelig kardinalitet).

Uendelige mangder er interessante pa mange mader, bl.a. ved (som vi skal se senere) at der findes
forskellige former for uendelighed, og at en uendelig maengde kan vare @kvipotent med (have
samme kardinalitet som) en @gte delmangde af sig selv — noget der bestemt ikke kan lade sig ggre
for endelige mangder, idet der klart geelder fglgende setning:

Saetning 1.12.

Hvis en endelig mangde X har n elementer, og hvis det om en mangde Y gaelder, at Y ~ X, saer Y
ogsa endelig og har n elementer.

Specielt ser vi, at hvis {1, 2.3.4,..., n} ~ {1, 2,3.4,..., m} ,saern=m.

En endelig mengde X kan altsa ikke vere akvipotent med en @gte delmangde Y af sig selv, da en
sadan delmangde Y ifglge setning 1.12 ville have det samme antal elementer som den oprindelige
maengde X, hvilket strider imod, at Y er en @gte delm@ngde af X.

Da vi ifglge eksempel 1.5 har, at L ~ N, hvor L er de lige, naturlige tal sa ser vi, at N er &kvipo-
tent med en &gte delmangde af sig selv. Dette betyder, at der gelder fglgende s@tning (som vi intu-
itivt godt vidste var opfyldt):

Saetning 1.13.

Meangden N af alle naturlige tal er en uendelig mengde.

I forlengelse heraf giver vi fglgende definition:

Definition 1.14.

En mangde X siges at vaeere nummerabel, hvis X ~ N .
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Ordet "nummerabel” stammer fra ”at kunne nummereres”. Og hvis en ma@ngde X er nummerabel,
sa findes der en bijektion f af N pa X. X kan altsa skrives som X = {Al Ay Az LA } , hvor

f()=A1,f2)=Ao, ...... , f(n) = Ay, ..... Vi har altsa kunnet nummerere elementerne i X.
Tallene 1,2,3 ...,n,.... pa elementerne i X kaldes index pa elementerne.

Ovelse 1.15.

a) Vis,at N~ NU{O}

b) Visdernast, at N ~ Z , hvor Z er m@&ngden af hele tal (jfr. Appendix 1).
Vejledning: For at vise dette kan man vise, at N U{ 0} ~ Z v.hj.a. funktionen

f:Nu{O}%Z givet ved: f(0)=0, f(2n-1)=n ogf(2n)=-n. @

Ovelse 1.16.
Argumentér for, at hvis X og Y er to nummerable mangder, sa er X U Y ogsa nummerabel. ¥

Til at afggre om — og til at beskrive at — en given m@ngde X er uendelig har vi fglgende s@tning:

Saetning 1.17.

a) En mengde X er uendelig, hvis og kun hvis den indeholder en nummerabel delmangde Y

b) En mangde er uendelig hvis og kun hvis den er &kvipotent med en &gte delmangde af sig selv.

Bevis:

Vi viser fgrst a), og derefter b). Vi minder om, at sprogbrugen “hvis og kun hvis” betyder, at de to
udsagn er ensbetydende (jfr. Appendix 1). Vi skal altsa bevise, at hvis X er uendelig, sa indeholder
den en nummerabel delmangde Y, samt at hvis X indeholder en nummerabel delmangde Y, sa er X
uendelig.

Vi antager altsa, at X er uendelig. Da har vi specielt, at X # @, hvormed vi kan finde et A € X.
Hvis X = { A}, sé er X endelig, og da X ikke er det, m4 der altsd findes et A2 € X \{ A;}.

Hvis X = {A|,A,}, sd er X endelig, og da X ikke er det, ma der findes et Az e X \{A[,A,]}

Saledes fortsattes, og vi setter nu Y = {Al Ay A5 A } og far derved, at Y er en nummera-
bel delmangde af X. Hermed er det gnskede bevist.

Vi antager nu omvendt, at X indeholder en nummerabel delmangde Y.

DaY ~ N kan vi skrive: Y = {Bl ,By,B3,..,B, ,..... } , idet vi som tidligere n@vnt s&tter B, = f(n),
hvor f : N — Y er bijektiv.

Vi definerer nu funktionen g: X — X \{B,} pa folgende méde (se ogsa figur 1.4 pd naste side):

A for Ae X\Y

A) =
&A) {Bnﬂ for A=B,, alle ne N
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X \{B
Fig. 1.4 {B1]

g er da klart en bijektion, hvormed vi fér, at X ~ X \{B, }, dvs. X er &kvipotent med en gte del-

mangde af sig selv. Som omtalt i forbindelse med s@tning 1.12 kan X da ikke vare endelig, hvor-
for X er uendelig. Hermed er det gnskede bevist.

Vi vender os nu mod punkt b) i s@tningen:

Lad os f@rst antage, at X er en uendelig ma@ngde. Som netop vist i fgrste del af punkt a), indeholder
X derfor en nummerabel delmangde Y. Og nar X indeholder en nummerabel delmangde, er X
(som vi ogsa lige har vist) &kvipotent med en @gte delmangde af sig selv.

Hvis omvendt X er en mangde, som er &kvipotent med en &gte delmangde af sig selv, sa kan X
ikke vere endelig (jfr. setning 1.12 og kommentarerne hertil), hvorfor X ma vere uendelig.

Hermed er s@tningen bevist. ¥

Indholdet af setning 1.13 og 1.17 kan populeart udtrykkes pa fglgende made:
Nummerabilitet er den “mindste” form for uendelighed.

Vi vil nu formalisere en sadan ”sammenligning” af mangders “stgrrelse” (kardinalitet).
Vi giver fgrst et simpelt eksempel og henviser 1 gvrigt til Appendix 2, kommentar til definition
A.2.21, hvor den samme problemstilling omtales.

Eksempel 1.18.

Lad os vende tilbage til boldene og skufferne i eksempel 1.1.

Hvis der, efter at der er lagt én og kun én bold i hver skuffe, er nogle tomme skuffer, sa kan vi slut-
te, at der er flere skuffer end bolde. Lidt mere matematisk udtryk svarer dette til, at der findes en
injektiv funktion g:B — S, som ikke er surjektiv.

Tilsvarende ville der, hvis der var nogle bolde til overs, vare en injektiv funktion g:S — B, som
ikke er surjektiv. v

Steen Bentzen: ”Uendelighed og kardinalitet — meengder og de reelle tal.”



-10 -

Med motivation i bl.a. disse betragtninger giver vi fglgende definition:

Definition 1.19.

Lad X og Y vere givne mangder. Hvis der findes en injektiv funktion f : X — Y, sa skriver vi:
Card(X) < Card(Y)

og vi siger, at Y dominerer X.

Hvis vi yderligere ved, at X ~ Y ikke kan gelde, sa skriver vi: Card(X) < Card(Y)

og vi siger, at Y dominerer X skarpt.

I tilfeldet Card(X) < Card(Y) har vi altsa ikke udelukket muligheden af, at X ~ Y kan gelde.

Card(X) < Card(Y) svarer til den intuitive forestilling, at Y mindst har lige sa mange elementer som X.
Hvis vi derimod har: Card(X) < Card(Y), sa gelder der, at uanset hvilken injektiv funktion fra X til Y
vi betragter, sa kan den ikke vare surjektiv. Card(X) < Card(Y) svarer til den intuitive forestilling, at
Y har flere elementer end X.

Eksempel 1.20.
Hvis X er mangden af cirkler i planen med centrum i (0,0), sa er Card(N) < Card(X), idet funkti-

onen g:N — X defineret ved, at g(n) er cirklen med centrum i (0,0) og radius n, er injektiv.

Ovelse 1.21.
Vis, at hvis X, Y og Z er tre givne mangder, sa er fglgende udsagn korrekt:

Card(X) < Card(Y) A Card(Y)<Card(Z) = Card(X)<Card(Z) e

Ovelse 1.22.
Antag, at det om en funktion f : X — 'Y galder, at f er surjektiv. Bevis, at Card(Y) < Card(X).

(Vejledning: For hvert B € Y udvalges ét Ag € f _1( B}). Definér funktionen g:Y — X ved, at
d g g g

for ethvert B € Y sattes g(B) = Ag, og vis, at g er injektiv).
(Vedrgrende f ™' ({B}): Se Appendix 2) »

Bemark, at hvis X er en delmeangde af Y, sa er Card(X) hgjst den samme som Card(Y), dvs.
XcY = Card(X)<Card(Y)

idet funktionen f : X — Y defineret ved: f(A) = A (for alle A € X) er injektiv.

I forlengelse af definition 1.19 anfgrer vi, at der gelder folgende s@tning.

Seetning 1.23.

Hvis X og Y er to givne mengder, sa er fglgende to udsagn ensbetydende:
a) Card(X) < Card(Y)
b) Der findes en delmangde Y af Y, sdledes at X ~ Y}
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Bevis:

a) = b): Hvis f:X —Y erinjektiv, sa kan vi sette Y1 = f(X).

b) = a): Viharen bijektion g: X — Y; .DaY; Y har vi specielt, at g er en injektiv funktion af
XindiY, dvs. Card(X) < Card(Y).

Hermed er det gnskede bevist. ¥

Eksempel 1.24.

Selvom det er umuligt at telle alle fisk F i verdens have eller alle atomer A pa Jorden, sa kan vi
nemt bevise, at der er ferre fisk end atomer.

For hver fisk udpeger vi blot ét atom i fisken. Denne “udpegning” svarer til en injektiv funktion fra
F til A, hvormed vi har, at Card(F) < Card(A). Men da vi nu til hver fisk har et tilsvarende atom,
behgver vi blot at tage et atom, der intet har med fiskene at ggre (f.eks. et atom fra toppen af Mount
Everest) for at se, at der er flere atomer end fisk.

Bemerk, at ifplge satning 1.12 kan vi ikke have F ~ A, hvorfor der gelder: Card(F) < Card(A) e

Om en situation som den omtalt i eksempel 1.24 galder der fglgende s@tning:

Seetning 1.25.
Lad Y vere en given, endelig ma&ngde, og X en given maengde.

Da er fglgende udsagn ensbetydende:
a) Card(X) < Card(Y)
b) X er endelig og har ferre elementer end Y.

Bevis:

a) = b): Card(X) < Card(Y) giver specielt, at Card(X) < Card(Y), hvilket ifglge s@tning 1.23 gi-
ver, at der findes en delmangde Y; af Y, sa X ~ Y. Da Y| er endelig, far vi af setning 1.12, at X
er endelig og har lige sa mange elementer som Y1, dvs. X har enten ferre eller lige sa mange ele-
menter som Y. Men Y og X kan ikke have lige mange elementer, da der i sa fald ville geelde: X ~ Y
Hermed er b) vist ud fra a).

b) = a): Dabade Y og X er endelige, kan vi opskrive dem pa fglgende made:

Y = {BI,BZ,....,BH} og X = {AI,AZ,....,Am} . Ifglge forudsatningerne har vi, at m <n, sa vi
kan definere f: X —> Y ved: f(A)) =Bi,i1=1,2,3,..., m. fer da injektiv, sa Card(X) < Card(Y).
Men da m < n, kan vi ifglge s@tning 1.12 ikke have, at X ~ Y. Vi far dermed: Card(X) < Card(Y).
Hermed er s@tningen bevist. ¥

Ovelse 1.26.

Argumentér for, at hvis X er en endelig og Y er en uendelig mangde, sa er Card(X) < Card(Y) #

I forbindelse med uendelige kardinaltal har vi ifglge s@tning 1.17 og definition 1.19 (som allerede
antydet), at der gelder fglgende:

Satning 1.27.
Card(N) er det mindste uendelige kardinaltal.
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Vi skal senere i dette kapitel se, at der findes stgrre uendelige kardinaltal end Card(N).

Da N c R har vi, at Card(N)<Card(R). Og vi skal senere (i kapitel 2) se, at Card(N) < Card(R).

Vi vil nu vende os mod kardinaliteten af m@&ngden P(X) — jfr. Appendix 1 —, hvor X er en given
mangde. Fgrst en gvelse:

Ovelse 1.28.
Lad X vere en endelig ma&ngde med n elementer.

Vis, at mangden P(X) har 2" elementer, og dermed, at: Card(X) < Card(P(X)). *

I gvelse 1.28 sa vi, at hvis X er endelig, sa geelder der: Card(X) < Card(P(X)). Dette gaelder ikke

kun for endelige m@ngder, hvilket den n®ste satning, der ofte kaldes Cantor’s Seetning, godtggr:

Seetning 1.29. (Cantor’s seetning)

Lad X vare en vilkarlig given mangde. Der gelder da: Card(X) < Card(P(X)).

Bevis:
Lad funktionen f : X — P(X) vere defineret ved, at f(A) = {A}, dvs. et element A i X afbildes i

mangden bestaende af det ene element. f er da klart injektiv, sa vi har, at: Card(X) < Card(P(X)).
Vi skal nu vise, at Card(X) = Card(IP(X)) ikke kan gelde, dvs. at X ~ P(X) ikke kan gelde.

Dette ggr vi ved at antage, at X ~ P(X) er opfyldt, og sa derudfra komme frem til en logisk mod-

strid, hvormed antagelsen ma vere forkert.

Antag altsa, at der eksisterer en afbildning g:X — P(X), som er bijektiv, altsa bade injektiv og

surjektiv. Lad Y = {A eX | Ae g(A) } ,dvs. Y er mengden af elementer A 1 X, der ikke er inde-
holdt i den delmeangde af X, som g(A) udggr (se figur 1. 5, der viser et sadant element A):
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Y er da en delmangde af X, dvs. Y € P(X). Da g er antaget surjektiv, ma der findes et element

B € X, saledes at g(B) =Y.
Der er nu to muligheder, hvoraf den ene skal vere opfyldt: 1) Be Y eller 2)Be¢ Y.

Ad 1): Be Y giver pr. definition af Y, at B ¢ g(B) = Y. Vi far altsa, at: B € Y medfgrer B¢ Y,
og det kan ikke vere opfyldt. Mulighed 1) kan altsa ikke bruges.

Ad?2): Be Y giver pr. definition af Y, at B € g(B) =Y. Vi far altsa, at B¢ Y medfgrer B e Y,
og det kan ikke veere opfyldt. Mulighed 2) kan altsa heller ikke bruges.

Vi har hermed et element B, som hverken kan vare indeholdt 1 Y eller ikke indeholdt i Y. Dette er
umuligt, hvormed vi har den sggte modstrid. Antagelsen om eksistensen af en bijektion fra X til

P(X) er altsa ikke holdbar. Hermed er s@tningen bevist. ¥

Af Cantor’s s@tning (s@tning 1.29) har vi bl.a. felgende vigtige resultat (som undersgges yderligere
1 kapitel 2):

Card(N) < Card(PP(N))

Vi ser dermed, at P(N) er ”mere uendelig” end N er. Men anvendes Cantor’s s@tning nu pa mang-

den P(N), sa ser vi, at Card(P(N)) < Card(P(P(N))), hvormed vi har, at mengden P(P(N)) er

”endnu mere uendelig”. Saledes kan vi fortsette, hvormed vi ser, at

e der er uendeligt mange uendeligheder”
e der ikke findes nogen "stgrste uendelighed”.

Eksempel 1.30.
Lad X vere en vilkarlig mangde, og lad Fx vare mangden af funktioner fra X ind i mangden

{0, 1} bestdende af de to elementer 0 og 1.

Vi vil nu bevise, at Fx ~ P(X)

Vi definerer funktionen y:Fy — P(X) pd fglgende méade: w(f)=f -1 ({1}) , dvs. y(f) er den del-

mangde af X, som ved funktionen f giver funktionsverdien 1. Vi vil vise, at  er bijektiv.
Vi viser fgrst, at  er injektiv: Antag, at det om to funktioner f; ,f, € F; galder, at y(f;) =wy(f,).

Vi skal da vise (jfr. Appendix 2), at f; =f,. Ud fra definitionen af y far vi: f;”! d1p = f,7! d1}.
Da det om enhver funktion ge Fy gelder (jfr. figur 1.6): X = g~} doh u g ! {1}, hvor g ! doh
og g_l({l}) er disjunkte, gelder dette ogsé om funktionerne f; og f,. Og da fl_l({l}) = fz_l({l}) ,

s& mé vi ogsa have, at ;71 ({0}) = £,71({0}). Men dette betyder alt i alt (overvej !), at f; =f,, altsi

at  er injektiv.

Steen Bentzen: ”Uendelighed og kardinalitet — meengder og de reelle tal.”



-14 -

Fig. 1.6 Fig. 1.7

Vi skal herefter vise, at W er surjektiv. Lad derfor Y € P(X) vere vilkarligt valgt. Vi skal da vise, at

der findes en funktion he Fy, sd y(h) =Y. At Y € P(X) betyder, at Y  X. Vi kan derfor definere
en funktion h ved (se figur 1.7):

0, narqeY
hM)={ .
1 , narqeyY

Daharvi: Y=h"! {1}, dvs. w(h) = Y. Hermed er det gnskede bevist.

Det skal for fuldsteendighedens skyld omtales, at Fx sommetider skrives som: 2%, #

Det er almindelig kendt, at hvis der for to reelle tal s og t gaelder, at hvis s<t og t<s,saers=t.
Som vi skal se i den fglgende satning, geelder der noget tilsvarende for kardinaltal, ogsa selv om de
er uendelige. Som det vil fremga, er det imidlertid forbavsende vanskeligt at bevise dette resultat,
som er kendt under navnet Cantor-Bernstein’s scetning (idet Cantor var den fgrste, der opstillede
setningen og Bernstein var den fgrste, der beviste den)

Seetning 1.31. Cantor-Bernstein’s scetning.

Hvis X og Y er to vilkarlige mengder, sa gelder der:

Card(X) £ Card(Y) A Card(Y)<Card(X) = Card(X) = Card(Y)
dvs.
Card(X) £Card(Y) A Card(Y)<Card(X) = X-~Y

Bevis:

Da Card(X) < Card(Y) findes der en injektiv funktion f: X — Y , og da Card(Y) < Card(X) findes
der en injektiv funktion g: Y — X. Vi setter nu X; = g(Y) og Xz = g(f(X)), hvormed vi far en situ-
ation som skitseret pa figur 1.8 (se gverst naste side).

Der galder da (overvej!):
(%) X, XX

Steen Bentzen: ”Uendelighed og kardinalitet — meengder og de reelle tal.”




-15 -

Xi=g(Y)

Fig. 1.8

Da den sammensatte funktion gof erinjektiv, er X ~ (gof)(X), ogda (geof)(X)=gf(X)) = X2
far vi:
(k%) X ~Xs

Antag nu, at vi ud fra (*) og (**) kan vise, at X ~ X;. Sa ville vi vare ferdige med beviset, idet vi
da ville have: Y ~ g(Y) = X1 og X ~ Xi, hvormed vi af setning 1.7 vil fa: X ~ Y.

Vi skal altsa bevise fglgende (der i gvrigt geelder uathangigt af det foregaende):
Lad X, Xio0g X> vaere tre givne mangder. Da gelder der:

(k%) X, cXicX)AX~X2 = X~Xi

Bevis for (x#3%):

Hvis Xi = X, sa er X ~ X trivielt opfyldt.

Vi ser derfor pa den situation, hvor X er en ®gte delmangde af X. Vi setter Y, = X \ X, og der
geelder altsa, at Y, #0.

Da X ~ X findes der en funktion h: X — X, , som er injektiv og surjektiv. Ved hjelp af maengden

Y, og funktionen h vil vi nu definere en familie af mangder (se figur 1.9):

YO Yl Y2 Y3 Y4 ° e o o

L

Y Y Y
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Vi s&tter
Y1 = h(Yo)
Y2 = h(Y))
Y3 = h(Y>2)
Yn = h(Yn-l)

Pa denne made fér vi en familie Y, n € N, af delmangder af Xo.

Visatternu: S = UYn , T=YouUS og U= X;\S
=1

T er forsggt illustreret som det skraverede (mgrke) omrade pa figur 1.9 (figuren kan dog af tegne-
messige arsager kun vise til og med Y4, medens resten af Y, ’erne antydes med prikker).

U er tilsvarende forsggt illustreret som det ikke-skraverede omrade pa figuren.
Der geelder,at U= X\T, X=UUT og UNnT=0@,sahvisAe X,saer Ae U ellerAeT,
men A ligger ikke 1 begge mengder. Vi kan derfor definere en funktion ¢ ved:

h(A) , hvis AeT
(A) = .
A , hvis Ae U

hvormed vi far: @:X —X; (idetUc X; og h: X — X, < X).

Vi vil nu bevise, at @ er bade injektiv og surjektiv.
Lad B € X; vaere vilkarlig valgt. Idet X; =S U U, vil B ligge enten i S eller i U.

HvisBe S= U Y, .sdfindesetne N,sd Be Y, =h(Y,_;),dvs. der findeset Ae Y,_q, s
n=1

B=h(A).Da Y, cT,er A e T, hvoraf vi ser, at (A) =h(A) = B. Hvis B € U, sd er B = ¢(B).
I alt ser vi altsa, at der findes et element A i X, sa (A) = B. Vi har hermed vist, at @ er surjetiv.

Lad A1, A> € X vere vilkarlig valgt, sd A1 # Az. Vi skal da vise, at @(A;) # Q(A,).
Da X =U U T, er der flere muligheder: Hvis A1, A2 € U, sd har vi: @(A;)=A; #A,; =@(A,).
Vi kan ogsd have Aje U og Az € T (eller omvendt). I denne situation far vi: @(A1) = A € U, men

da A € T far vi af definitionen af T (se ovenfor), at der findes et n > 0, sd A2 € Yy, og dermed at
¢(A2) =h(A2) € Y, < T.Davived, at UNT=¢ ma vi derfor have, at Q(A;) # Q(A,).

Endelig kan vi have: Ai, Az € T, hvormed vi far: @(A1) = h(A1) #h(A2) = @(Az2), hvor vi har
brugt, at h er injektiv.

I alle tilfzelde gaelder altsd, at @(A;) = @(A,), dvs. @ er injektiv.

Vi har nu indset, at @: X — X; bade er injektiv og surjektiv, dvs. @ er en bijektion, hvormed vi fér,
at X ~ X

Hermed er s@tningen bevist.
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Som et fgrste eksempel pa anvendelse af Cantor-Bernsteins s@tning (setning 1.31) vil vi vise, at
folgende s®tning gelder:

Seztning 1.32.
Lad X og Y vare to givne mengder. Hvis X ~ Y, saer P(X) ~ P(Y).

Bevis:
Da X ~ Y findes der en bijektion f : X — Y . Ud fra denne kan vi naturligt definere en funktion

F: P(X) — P(Y) pa folgende made: Hvis S er en delmangde af X, dvs. hvis S € P(X), sa er:
F(S)= {f(A)e Y|AeS}

F(S) er altsd mangden af samtlige funktionsvardier af elementer fra S.
Vi vil nu vise, at F er injektiv. Lad derfor S og T veare to forskellige delm@ngder af X, dvs. S # T

og S, T € P(X). Vi skal bevise, at: F(S) # F(T).

Da S # T, findes der enten mindst ét element A € S, som ikke er element i T, dvs. A ¢ T, eller ogsa
findes mindst ét element B € T, som ikke er element i S, dvs. B ¢ S. Vi ser her pa den fgrste situa-
tion. Den anden situation behandles tilsvarende og overlades til den flittige leser.

Da A € S, er f(A) € F(S). Der gelder desuden, at f(A) ¢ F(T). For at indse dette antager vi det
modsatte, nemlig at f(A) € F(T), og viser, at denne antagelse fgrer til en modstrid.

Hvis vi altsa antager, at f(A) € F(T), sa skulle der pr. definition af F(T) findes et element C € T,
hvorom der galder, at f(C) = f(A). Og da A ¢ T, kan dette element ikke vere A, hvorfor vi ma ha-
ve, at C # A. Vi far altsa, at f(C) = f(A), selvom C # A. Dette strider imod, at f er injektiv. Antagel-
sen f(A) € F(T) kan altsa ikke gaelde, hvormed vi far: f(A) ¢ F(T).

Da f(A) € F(S) og f(A) ¢ F(T) ser vi, at: F(S) # F(T), hvormed vi har bevist, at F er injektiv.

Da vi nu har indset, at F er injektiv, ved vi, at: Card(PP(X)) < Card(P(Y)).

Da X og Y optraeder symmetrisk (idet X ~Y < Y ~ X) , kan vi pa samme made vise, at
Card(P(Y)) < Card(P(X)).

Ifglge Cantor-Bernstein’s setning (setning 1.31) far vi herefter, at Card(P(X)) = Card(P(Y)), dvs.
P(X) ~P(Y). Hermed er s@tningen bevist. ¥
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Kapitel 2: AKkvipotens og kardinalitet
— i forbindelse med de reelle tal.

Vi har allerede et par gange i kapitel 1 set pa de reelle tal R og pa visse delmengder heraf, og vi

fandt bl.a. fglgende resultater:
e |-L;1[ ~R (@velse 1.5 og Eksempel 1.6)

e N~7Z (Dvelse 1.15)
e (Card(N) er det mindste uendelige kardinaltal (Setning 1.27)

e Card(N) < Card(P(N)) (Konsekvens af Setning 1.29).

Vi skal i dette kapitel udbygge og kommentere disse resultater. Vi starter med at se pa nummerable
delmangder af de reelle tal R og af planens punkter R x R (som ogsa kan skrives: R? ).

Der galder i denne sammenhang fglgende s@tning:

Seetning 2.1.
Ma@ngden af rationale tal Q er nummerabel, og ma@ngden af alle talpar Z X Z af hele tal er numme-

rabel, dvs. der gelder at:
N~Q-~ZxZ

Bevis: Hvis vi indtegner Z X Z i et koordinatsystem som vist pa figur 2.1, og hvis vi lader

f:N — Zx7Z vere defineret ved, at f(n) er det n’te talpar, man kommer til ved at fglge spiralen

inde fra (0,0) og udefter, sa er f klart bade injektiv og surjektiv, hvormed vi har: N ~ Z X Z.

6-4»—
f(100)

[(56)

i67) , f(14)

-
-

f(ah  1(2)

<To — gy ——

~

(10)

f(21)

£(83)

82)
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Vi vil nu vise, at Q ~ N pa to mader:

1. metode: Som navnt i Appendix 1, kan ethvert q € Q skrives pa formen: q= m ,hvorm,ne Z
n

For ethvert q € Q vil vi nu kun betragte den opskrivning, hvor brgken m er uforkortelig og n > 0.
n

Hvis vi herefter definerer funktionen g:Q — Z x Z ved: g(q) = (m, n), sa er g injektiv (overvej !!).
Vi far hermed, at Card(Q) < Card(Z x Z).

Ifglge forste del af beviset har vi N ~ Z X Z , og dermed, at Card(Z X Z) = Card(N). Kombineres
dette med resultatet: Card(Q) < Card(Z x Z) far vi i alt, at Card(Q) < Card(N).
Omvendt har vi, idet Nc Q, at Card(N) < Card(Q).

Ifglge Cantor-Bernstein’s setning (setning 1.31) far vi herefter i alt, at Card(N) = Card(Q), dvs.
N~ Q.

2. Metode: Hvert punkt (m, n) € Z X Z , hvor n # 0, bestemmer et rationalt tal q = 2.
n

Da f.eks. é =§, _—22 = 2 = —2 0
4 8 5 -5 5
bestemme samme rationale tal. Vi vil nu bevage os ud langs spiralen pa figur 2.1 pa en sadan made,
at vi kun vil betragte (medtage) de talpar, der pa ovennavnte made bestemmer et rationalt tal, som
ikke allerede er foreckommet. Pa denne made far alle rationale tal med (overvej !).

Vi definerer nu funktionen g: N — Q ved, at g(n) er det n’te rationale tal, vi bestemmer pa den
omtalte made pa vej ud langs spiralen.

0= g = g, vil forskellige punkter i Z X Z undertiden

Viharf.eks.:g(l):%zl, g(2)=%=0, g®)=—=-1, g(4)=31=—2, g(5)=%=2,

g(6) = l, g(7) = _—1 = —l, g8) = i = —3, .... (Kontrollér disse tal ved at fglge spiralen).
2 2 2 -2 2
Funktionen g er bade injektiv og surjektiv (overvej), hvilket giver os: N ~ Q.

Hermed er s@tningen bevist. ¥

Ovelse 2.2.
Argumenter for, at N ~ N X N pa hver af fglgende tre mader:

a) Efter samme princip som anvendt i begyndelsen af beviset for s@tning 2.1.
b) Ved anvendelse af setning 1.8 og 2.1

¢) Ved at vise, at funktionen Yy(m,n) = om-l, (2n —1) er en bijektion af N x N pa N.

Argumenter desuden for, at N ~ Q X Q, dvs. at Q X Q er nummerabel. ¥
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Selvom der er “mange” rationale tal (bl.a. er alle endelige decimalbrgker som. f.eks. 21,768987 og
—-3456,4536756 rationale tal), sa er der ifglge setning 2.1. ikke flere af dem, end at de er numme-
rable.

Ifplge Appendix 3 ved vi, at de rationale tal Q ligger tet i de reelle tal R, dvs. uanset hvor tet pa

hinanden vi tager to forskellige reelle ral, sa findes der et rationalt tal imellem (ja, der findes endda
uendeligt mange, jfr. s&tning A.3.6). Men alligevel er der som vist ikke flere af dem, end at de er
nummerable. Det kunne derfor vaere narliggende at spgrge, om de reelle tal ogsa er nummerable.
Svaret pa dette spgrgsmal er imidlertid nej, idet der geelder fglgende satning:

Seetning 2.3.
Kardinaliteten af de reelle tal er stgrre end kardinaliteten af de naturlige tal, dvs.
Card(N) < Card(R)

Bevis: Da N c R har vi, at Card(N) < Card(R).
For at bevise s@tningen, skal vi altsd bevise, at Card(N) = Card(R) ikke er opfyldt.

Vi giver to forskellige beviser, som begge er indirekte, dvs. vi antager, at Card(N) = Card(R) gal-
der, og viser, at dette fgrer til en logisk modstrid.

Vi antager altsa, at R er nummerabel og skal sa vise, at dette giver en modstrid.

1. Metode (Cantor’s diagonalbevis):

Da enhver delm&ngde af en nummerabel m@ngde enten er endelig eller nummerabel, vil — ifglge
vores forudsetning — enhver delmengde af de reelle tal ogsa vere endelig eller nummerabel. Dette
galder specielt, hvis vi ser pa den delmangde S, der bestar af alle tal a, der kan skrives pa formen:
a=0,8159535455.ccc.... Spyeeneere , hvor alle s, enten er tallet 1 eller 2. M@ngden S bestar altsa af tal

mellem 0 og 1, der kan skrives som uendelige decimalbrgker, hvor cifrene efter kommaet enten er
1-taller eller 2-taller. (F.eks. 0,11211222112221222211222222112111.......... ).
Ifglge forudsatningen er mengden S nummerabel, (idet S ikke er endelig — overvej !). Vi kan altsa

nummerere elementerne i S og dermed skrive: S = {al ,89,83,84 ... I T } , hvor hver element

an er et tal pa den angivne form.
Vi kan altsa nu opskrive elementerne i S pa folgende skematiske made:

a; = 0,811512513514 515 weeee- ST
ay = 0,591 822523894 So5 e Sy weeveeneenne
a3 = 0,531937 933534535 0uun 83 seereeeenes
ag = 0,541 542 543 544 S45 v SUpy weeveereenes
a5 = 0,55155) 553554 555 -cvene Sqp weereeeenns
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Ifglge forudsatningen har vi alle elementer i mangden S (dvs. tal af den givne type) staende i denne
opskrivning. Hvis vi nu kan demonstrere, at der findes et tal b pa den gnskede form, som ikke star i
denne opskrivning, sa har i en modstrid, nemlig at meengden S skulle vaere nummerabel.

Vi skal altsa for at afslutte beviset finde et sadant tal b. Dette ggres pa fglgende made:

Tallet b defineres til at vaere pa formen b = 0,b;b,bs....b, ....., hvor der for hvertn € N galder:
b 1 hviss,, =2
" ]2 hvis Spn =1

Tallet b defineres altsa pa en made, sa det har den rigtige form til at tilhgre mengden S, men sa det
pa mindst én plads i decimalerne (den der svarer til diagonalen i skemaet) har en veerdi, der er for-

skellig fra den tallene a;,a,,as,....,a,,....har. Dermed opnér vi, at b #a, for allen eN.

Tallet b tilhgrer m@ngden S, men det er ikke et af de opskrevne elementer. Hermed er den gnskede
modstrid opnaet og beviset slut.

2. Metode: (Intervalsammensnavring).

Da de reelle tal R ifglge antagelsen er nummerable, kan vi opskrive R pa fglgende made:

[ 1 |
a by X
Fig. 2.2
Enten er x, € [a;,b;] eller ogsd er x, & [a; ,b;]. I begge tilfelde kan vi finde et lukket delinterval

[a,.b,] < [a;.b;],s8 x5 [a,,by | —og sé leengden af [a, ,b, ]| hgjst er det halve af lengden
af [a;,b;] (overvej —og se figur 2.3.):

Fig. 2.3
Enten er x5 €[a,,b,y]| ellerogsd er x5 &[a,,b,]. I begge tilfelde kan vi pA samme made som fgr
finde et lukket delinterval [a3,b3] < [a;.by], sé x3¢&[a3,b3] —ogsdlengden af [a3,bs]
hgjst er det halve af lengden af [a, ,b,].

P& denne made fortsttes. Vi fir da en fplge af intervaller I, = [a, ,b, |, der opfylder tre ting:
L Il ) 12 ) 13 D DU ) I

e Forallen e N gelder: Lengden af I, er hgjst halvt sa stor som lengden af I

e Forallene N: x, ¢ I,
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Ifglge definition A.3.7 udggr de omtalte intervaller en intervalruse, og ifglge aksiom A.3.8 fastleg-

ger den netop €t tal, som ligger i alle intervallerne, dvs. vi har et tal y € R, som opfylder, at ye I,
forallene N.Menda x, ¢ I, vil der gzlde, at y # x,, forallene N.
Vi har altsa nu fundet et y € R, som opfylder, at y ¢ {xl s X0, X3, X450 I SR =R

Vores antagelse om, at R er nummerabel, har altsa fgrt os til en modstrid, hvormed antagelsen ikke

kan gelde.
Hermed er s@tningen bevist. ¥

De reelle tal R har altsa stgrre kardinalitet end de naturlige tal N, og dermed stgrre kardinalitet end

de rationale tal Q. Der er altsa "mange flere” reelle tal end rationale tal, selvom de rationale tal lig-

ger taet i de reelle tal. Det kunne nu vare interessant at spgrge om: Hvad sa med de irrationale tal ?

I fgrste omgang far vi fglgende s@tning, der er en umiddelbar konsekvens af s@tning 2.3:

Saetning 2.4.

De irrationale tal I er hverken endelige eller nummerable, og Card(I) > Card(Q).

Bevis:
At de irrationale tal ikke er endelige ses f.eks. af s@tning A.3.6.
At de irrationale tal ikke er nummerable kan indses pa fglgende made:

Vi ved at de rationale tal Q er nummerable. Hvis de irrationale tal I ogsa var nummerable, sa ville
vi ifglge gvelse 1.16 4, at sa ville Q U I vaere nummerabel. Menda R =T U Q, ville R dermed

vere nummerabel, og det ved vi ikke gelder. [ kan altsa ikke veere nummerabel. Sidste del af sat-

ningen er blot en anden made at angive det fundne resultat pa. Hermed er s@tningen bevist. ¥

De irrationale tal har altsa ogsa stgrre kardinalitet end de rationale tal, og da I < R ved vi, at [ hgjst

har samme kardinalitet som de reelle tal. Der gelder med andre ord:

Card(Q) < Card(I) < Card(R)

Et spgrgsmal, der naturligt rejser sig her, er sa: Er Card(Il) < Card(R) ? Svaret pa dette spgrgsmal er

nej, som vi skal se lidt senere. Men for at vise dette skal vi fgrst vise fglgende vasentlige s@tning
om de reelle tal:

Saetning 2.5.
Der geelder,at: R ~ ]0,1[ ~ [0,1] ~ [0,1[ ~ ]0,1]
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Bevis:

Ifglge gvelse 1.5 og eksempel 1.6 er |-1,1[ ~ R.
Hvis vi betragter funktionen f:]-1,1[—]0,1[ defineret ved: f(x)= %+ % x,sderf en bijektion

(overvej !). Derfor er ]—1,1[ ~ ] 0,1 [ Ifglge setning 1.7 far vi herefter, at R ~ ] 0,1 [

At ]0,1[ ~ [0,1] kan vises pa to mader:
1. metode: Lad X vere mengden defineret ved: X =]0,1[\ {

1
n
[0.1]={o1. 111 L Jux og Joa[={iil L1 }oUx

— 1 1 1 1
[0.1] = fo.r, i 11 1. 1ou X
g 1 LIl l \!
- 11 1 1 1 1
00 = {34 hb 6 mmeuX
dvs.
1 ; —
2 hvis x =0
g(x) = hvis le,for alle ne N
n+2 n
X ellers, dvs. hvis xe X

Funktionen g er da klart bade injektiv og surjektiv, hvormed vi far: [0,1[ ~ [0,1]

2. metode: Da ]0,1[ < [0,1] harvi: Card(]0,1[) < Card([0,1]).
Tilsvarende indses, at Card([ 0,1]) < Card(R). Da vi ovenfor har set, at R ~ | 0,1[, far vi hermed
(overvej !), at Card([ 0,1]) < Card(]0,1]).

Anvender vi nu Cantor-Bernstein’s stning (setning 1.31) fér vi det gnskede: ]0,1[ ~ [0,1]

At[0,1] ~ [0,1[ kan ogsa vises pa to mader. Vi viser her et argument svarende til 2. metode i det

foregaende, og overlader til lzseren at konstruere en bijektion (efter samme princip som i 1. metode).

Da [0,1[ < [0,1] harvi: Card([0,1[) < Card([0,1]).
Da ]0,1[ < [0,1] harvi: Card(]0,1[) < Card([ 0,1]), og da vi ifplge det foregéende har
[0,1] ~ ]0,1[ , kan vi konkludere, at: Card([ 0,1]) < Card([0,1]).

Ved anvendelse af Cantor-Bernstein’s setning for vi herefter det gnskede: [ 0,1] ~ [ 0,1]
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Endelig far vi: [0,1[ ~ ]0,1] idet funktionen h: [0,1[ — ]0,1] defineret ved: h(x)=1-x
bade er injektiv og surjektiv (overvej !).
Hermed er s@tningen bevist. ¥

Ovelse 2.6.
Denne gvelse er kun for leesere, der kender til differentialregning, greenseveerdier o.lign. Dvrige
leesere kan tegne grafen for den omtalte funktion og via tegningen se rimeligheden i pastanden.

Vis, at funktionen:
f(x) = 2x —1
2x(x —1)

er en bijektion af ]0,1[ pd R. w

Vi vender nu tilbage til spgrgsmalet om kardinaliteten af de irrationale tal. Der geelder som omtalt
fglgende s&tning:

Saetning 2.7.

De irrationale tal I har samme kardinalitet som de reelle tal R, dvs. I ~ R

Bevis: Da I c R har vi, (som tidligere omtalt): Card(I) < Card(R)
For at vise, at Card(R) < Card(I) benytter vi, at vi ifglge s@tning 2.5 har: R ~ ]0,1[, hvormed vi
kan ngjes med at bevise, at Card(]0,1[) < Card(D).
Vi skal altsa vise, at der findes en injektiv funktion fra ]0,1[ ind i L.
Lad I, vere mangden af irrationale tal i ] 0,1 [ , og lad tilsvarende Q, vaere mangden af rationale tal
i]0,1[. Viharda, at: [0,1[ = Io U Qo, samtat I, N Qo = @.
Vi definerer nu f: | 0,1[ — I pa fglgende made:
r+3 forrel,
f(r) =
{r ++/2 for re Q,
og vil vise, at f er en injektiv funktion fra ] 0,1 [ ind1il.

f er veldefineret i hele ] 0,1[, idet der som nevnt geelder: 0,1[ = I, U Qo 0g o N Qo =@.
At f(r) er et irrationalt tal indses saledes:
Hvisre I, sahar viogsar+ 3 € I, idet hvis r + 3 € Q skulle gelde, sa ville (r + 3) -3 € Q (idet

Q er afsluttet overfor subtraktion, jfr. indledningen til Appendix 3), dvs. vi ville fa: re Q, og det

gelder ikke. Hvisr e Q, sa har vi ifglge setning A.3.2 (hvor vi s@ttern= 1), at r+ V2 e L

For begge de to muligheder for vaerdien af f(r) far vi altsa et irrationalt tal.
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Vi mangler nu blot at vise, at f er injektiv.

Lad da 1; og 1, vere to vilkarligt, valgte reelle tal, hvorom der gelder: 1,,r;€ ]0,1[ og 1 # 1,
Vi skal da vise, at f(r1) # f(r2).

Hvis r1 og 12 begge tilhgrer I, sa har vi: f(ri) = r1 +3 og f(r2) =12 +3, og dermed f(r1) # f(r2), da
I #12

Hvis r1 og 12 begge tilhgrer Q,, sa har vi: f(r1) = r +\/§ og f(r2) =12 ++v2, og dermed f(r1) # f(r2),
da ri#n

Hvisri € I, og 2 € Qo, sa har vi: f(r1) = 1143 og f(r2) =1 +\/§ .Da0O<r servi,atri+3>3
ogda < 1serviat 2 +\/§ <l+ \/5 <3 (idet 1 + \/5 =2,4142). I alt ser vi dermed, at

f(r1) > 3 > f(r2), og dermed specielt at f(r1) # f(r2).

Hvis 1 € Qo og 12 € I, gives et tilsvarende argument.

Vi har hermed vist, at f er injektiv, hvormed vi alt i alt har vist, at Card(R) < Card(I).
Da vi nu ved, at Card(R) < Card(I) og at Card(I) < Card(R) far vi ifglge Cantor-Bernstein’s set-

ning, at [ ~ R, hvormed s@tningen er bevist. ¥

Der er altsa "lige sa mange” irrationale tal som reelle tal, og de har begge en kardinalitet, der er
stgrre end kardinaliteten af de naturlige og de rationale tal.

Ud fra s@tning 2.5 kan vi bevise fglgende interessante s@tning:

Saetning 2.8.
Lad aogb vere to vilkarlige reelle tal, hvorom der galder, at a < b. Da har vi, at:

R ~ ]a,b[ ~ [a,b] ~ [a,b] ~ ]a,b]

Bevis:
For enhver delm@ngde Y af de reelle tal R gelder, at funktionen f : Y — R defineret ved
f(x) =a+ (b—a)-x erinjektiv.
Vi har desuden, at hver af funktionerne:
f: ]0,1[ » Ja,b[ , f:[0,1] > [a,b] , f:[0,1[ > [a,b[ og f:]0,1] = ]a,b]
er surjektive (overvej !), hvormed vi far, at
Jo.1[~Jab[ . [0.0]~[a.b] . [0.1]~[a.b[ og ]0.1]~]a.b]
Herefter fglger resultatet af s@tning 2.5.

Ovelse 2.9.
Argumenter for, at der gelder fglgende udvidelse af setning 2.8:

Hvis a, b, c og d er givne reelle tal, hvora<bogc<d, sé gelder: R ~ [a,b] ~ [c,d]

(og tilsvarende for de abne eller halvabne intervaller). ¥
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Setning 2.8 siger, at uanset leengde og type, sa er et interval pa den reelle akse &kvipotent med R

selv. De reelle tal er altsa sa "tet pakkede”, at ikke alene indeholder et nok sa lille interval uendeligt
mange rationale og uendeligt mange irrationale tal (jfr. setning A.3.6), det indeholder ”lige sa man-
ge” tal, som der er pa hele tallinjen! Der er altsa f.eks. lige sa mange elementer i intervallet

[1 ;1,002 ] som der er i hele mengden R, hvilket man nok ikke pa forhand havde ventet!

Man taler om, at de reelle tal har kontinuums kardinalitet (eller kontinuums magtighed).

Definition 2.10.

Kardinaliteten af de reelle tal R kaldes kontinuums-kardinalitet, og den betegnes med et €

Vi har altsa: Card(R) =c¢

Ordet kontinuum kommer (ligesom ordet kontinuert) af det latinske ord continuus, der betyder
sammenh&ngende, uafbrudt, uden “huller”. De reelle tal (dvs. tallinjen) tilskrives denne egenskab,
og den er af vaesentlig betydning for en stor del af den moderne matematiks mange teoretiske og
anvendelsesmassige resultater. Begrebet bruges bl.a. afggrende i funktionsteori i forbindelse med
kontinuitet og differentiabilitet af funktioner. Disse emner falder imidlertid helt udenfor rammerne
af denne bog, og vi vil ikke komme yderligere ind herpa.

De reelle tal R er altsa tet pakkede, ssmmenhangende uden huller, hvilket man med lidt gvelse nok
kan forestille sig (dvs. hvordan det ser ud og fungerer). Men nar vi sa ved, at Card(R) < Card(P(R)),

kan vi stille spgrgsmalet: Hvordan ser P(R) sa ud (dvs. hvilke egenskaber har denne mangde) ?

Vi lader dette spgrgsmal blive haengende til interesserede leseres overvejelse.

Endnu mere overraskende end det ovenstaende resultat (s@tning 2.8 og konsekvenser heraf) er det

maske, at planen RxR = R?, der bestér af kontinuum-uendeligt mange tallinjer, der hver for sig in-

deholder kontinuum-uendeligt mange tal, heller ikke ”indeholder flere punkter” end de reelle tal,
altsa at der geelder fglgende stning:

Seetning 2.11.
Om de reelle tal R gzelder: R ~ R?

Bevis:
Vi starter med at bevise, at |0,1] x ]0,1] ~ ]0,1].

Ethvert tal x € | 0,1] kan skrives som en uendelig decimalbrgk x = 0,X| X3 X3 X4 X5.... Xy ecene

Hvis f.eks. x =0,5738016....,sderx1 =5, xo=7, x3=3, x4a=38, X5=0, 0sv. 0sv.
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Ettal x ] 0,1 ] kan eventuelt have to uendelige decimalbrglsfremstillinger. F.eks. har vi, at

i = (,250000000000........ og i =0,249999999999999...........

For at kunne konstruere en veldefineret funktion, ma vi velge en af fremstillingerne. Vi vaelger den
sidste. Opskrevet pa denne made har vi da f.eks.:

1 =0,9999999999999999999........... og 0,468 = 0,467999999999999999999.........

Omvendt vil ethvert tal 0, t; t, t3 t4 t5....t,..... , hvor vi ikke har nuller fra et vist trin af, vare inde-
holdti ]0,1].

Lad nu (x,y) € ]0,1] % ]0,1] vere vilkérligt valgt. Vi har da:

X =0,X] Xy X3 X4 X5.... Xpp oo og Y= 0,y1Y2Y3Y4 Y5 Ypoeeee
hvor x og y er opskrevet som beskrevet ovenfor.
Vi definerer nu f: ]0,1] X ]0,1] - ]0,1] ved:

f((x,y)) = 0,X ¥1 X2 Y2X3 Y3 X4 Y4 X5 Y5 Xy Y vovev

Funktionsveerdien f((x,y)) opnas altsa ved at opskrive decimalerne skiftevis fra x og y.
Hvis f.eks. x =0,4380514..... ogy= 0,2899819.....,saer f((x,y)) = 0,42388909581149.......

Vi vil nu vise, at f er injektiv: Lad (x,y ) og (s,t) veare vilkarligt valgte punkter i ] 0,1 ] X ] 0,1 ] ,

som opfylder, at (x,y) # (s,t). Da gelder enten, at x # s eller y # t. Vi antager det fgrste. I opskriv-
ningen af x og s vil der derfor vaere en decimalplads, hvor der star forskellige tal. Lad os kalde den-
ne plads nr. n. Vi har da, at X, # sn . Hermed far vi, at f((x,y)) = 0,X; y; X3 Y2X3 Y3 ....Xp ¥p oo

og f((s,0)) = 0,81ty 55 tyS3 t3....8, ... har forskellige tal stdende pa den 2n—1’te plads, og der-
med, at f((x,y)) # f((s,t)). Hvis y #t far vi pa samme made, at f((x,y)) # f((s,t)).

Vi har dermed indset, at f er injektiv.

Da f er injektiv, har vi: Card(]0,1] x ]0,1]) < Card(]0,1])

At der ogsd geelder: Card(]0,1]) < Card(]0,1] x ]0,1]) indses ved at betragte funktionen
g ]0,1] - ]0,1] X ]0,1] defineret ved: g(x) = (x,1) (se figur 2.4 gverst pa naste side).

Da det er indlysende, at g er injektiv, far vi som gnsket: Card(]0,1]) < Card(]0,1] x ]0,1]).

Ved anvendelse af Cantor-Bernstein’s setning (setning 1.31) far vi nu alt i alt, at:
]0,1] x]0,1]~]0,1]
Da vi ifglge s@tning 2.5 har, at R ~ ] 0,1 ], far vi ifglge s@tning 1.8, at R? ~ ] 0,1 ] X ] 0,1 ]

Af det netop beviste resultat fr vi herefter, at: R* ~ ]0,1]. I alt har vi dermed, at R ~ R?, hvor-

med s@tningen er bevist. ¥
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x,1)

X

Fig. 2.4

Som den fglgende gvelse viser, er der heller ikke 1 det 3-dimetionale rum R X R X R = R3 flere

punkter end dereri R :

Ovelse 2.12.

Vis — efter samme princip som i beviset for setning 2.11 —, at R ~R? »

Vi vender nu tilbage til resultatet af s@tning 1.29: Card(N) < Card(P(N)) . Der er her tale om to
uendelige tal”, hvoraf det ene abenbart er mere uendeligt end det andet. Ifglge setning 2.3 har vi
tilsvarende, at Card(N) < Card(R). Et naturligt spgrgsmal kunne derfor vare, om de to kardinaltal
Card(P(N)) og Card(R) kan sammenlignes, og hvordan de i givet fald forholder sig stgrrelsesmas-
sigt til hinanden, f.eks.:

Card(N) < Card(P(N)) < Card(R), Card(P(N)) = Card(R) eller Card(R) < Card(IP(N)) ?

Som vi skal se i den fglgende s@tning, viser det sig, at der gelder: Card(P(N)) = Card(R)

Saetning 2.13.
Der galder, at: P(N) ~ R, dvs. Card(P(N)) = Card(R) = ¢

Bevis:
Vi viser fgrst, at Card(P(N)) < Card(R). Vi definerer en funktion f: P(N) — R ved:
= y X1 X9 X3 X[ eeeeee D, vor X, =
B ! " |5 hvis neX
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nar X er et vilkarligt element i P(N), dvs. X er en vilkarlig delmangde af N. (Hvis vi f.eks. har, at
X = {2,4,5,8,9,13,15}, sd er f(X) = 0,2525522552225252222222.......... )
f er injektiv, idet hvis X og Y er to delmeangder af N, hvor X # Y, sa er der mindst ét element i en af

mangderne, som ikke er i den anden. Vi kan f.eks. sige, at det naturlige tal ke X og k¢ Y. Da
galder, at tallet f(X) har et 5-tal pa den k’te plads efter kommaet, hvorimod tallet f(Y) har et 2-tal
pa den k’te plads. Og dette betyder, at f(X) # f(Y).

Vi har hermed indset, at f er injektiv, og dermed far vi, at Card(P(N)) < Card(R).
Vi vil herefter bevise, at Card(R) < Card(P(N)). Vi bemarker her fgrst, at da N ~ Q (jfr. s@tning
2.1), sa far vi af saetning 1.32, at P(N) ~ P(Q), dvs. Card(P(N)) = Card(P(Q)).
Hvis vi kan vise, at Card(R) < Card(P(Q)), sa er det gnskede altsa opnaet.
For at ggre dette definerer vi funktionen g: R — P(Q) pa fglgende made:
For ethvert reel tal r € R satter vi: g(r) = { qe Q | q< r}

Da g(r) pr. definition er en delmangde af (Q, skal vi blot vise, at g er injektiv.

Lad da s og t vere to vilkarligt valgte reelle tal, hvor s #t. Vi har da enten, at s <t eller t<s.
Vi antager det fgrste, dvs. s < t (beviset i den anden situation er helt analogt).

Ifglge setning A.3.4 1) findes der et p € (Q, som opfylder: s<p<t.

Om dette tal p geelder altsa, at p € {qe@ q< t} ogat p¢ {qe(@| q< s},hvorafvi ser, at

{ qe Q | q < t} * { qe Q | q<s }, dvs. g(t) # g(s). Funktionen g er altsa injektiv.

Vi ved nu, at Card(P(N)) < Card(R) og Card(R) < Card(P(N)). Ifglge Cantor-Bernstein’s sa&t-
ning (setning 1.31) far vi herefter, at Card(P(N)) = Card(R), og dermed ogsa, at P(N) ~ R.

Hermed er s@tningen bevist. ¥

Vi vil nu ga over til at tale om den sakaldte “kontinuumshypotese”, der fgrst blev formuleret af
Cantor. For at fa hul pa problemstillingen vil vi resumere to sat resultater fra det foregaende:

e [ begyndelsen af beviset for setning 2.13 sa vi, at Card(P(N)) < Card(R), og vi vidste pa for-
hand (jfr. Setning 1.29), at: Card(N) < Card(IP(N)). Vi indsa altsa alt i alt, at:
Card(N) < Card(P(N)) < Card(R)
En mulighed ville derfor vere: Card(N) < Card(P(N)) < Card(R), men alligevel viste det sig
(jfr. Setning 2.13), at vi fik: Card(P(N)) = Card(R).
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e Ifglge setning 2.1 og setning 2.4 ved vi, at Card(N) = Card(Q) < Card(Il), og dal < R ved vi
ogsa, at Card(I) £ Card(R). I alt ved vi altsa, at:
Card(N) < Card(Il) £ Card(R)
En mulighed ville derfor tilsvarende vere: Card(N) < Card() < Card(R), men ogsa her viste
det sig (jfr. setning 2.7), at vi fik Card(I) = Card(R).

Sa selvom mangderne P(N) og I begge havde mulighed for at have en kardinalitet, som er stgrre

end Card(N) og mindre end Card(RR), sa viste dette sig ikke at veere tilfaeldet.

Cantor — og senere andre med ham — har forgeves ledt efter en ma&ngde W, som opfylder fglgende:
Card(N) < Card(W) < ¢

Dette forte til, at Cantor opstillede kontinuumshypotesen, som siger fglgende:

Hypotese 2.14: (Kontinuumshypotesen)

Der findes ingen m@ngde W som opfylder, at: opfylder: Card(N) < Card(W) < ¢

eller lidt mere pracist:
Hvis det om en mangde W gelder, at: Card(N) < Card(W)<c, saer: Card(W)= ¢

Cantor forsggte forgaves at bevise rigtigheden af kontinuumshypotesen.

Uden at komme yderligere ind pa sagen vil vi omtale, at selvom mangdelaren siden er blevet grun-
digt endevendt og aksiomatisk opbygget (specielt af matematikerne Ernst Zermelo (1871-1953) og
Abraham Fraenkel (1891- 1965)), bl.a. for at undga visse subtile paradokser i Cantors mangdelare,
sa star kontinuumshypotesen den dag i dag ubevist, men ogsa uimodsagt. Faktisk lykkedes det i
1940 matematikeren Kurt Godel (1906-1978) at bevise, at kontinuumshypotesen ikke kan modbevi-
ses ud fra den aksiomatiske mangdelare. Og pa samme grundlag lykkedes det i 1963 matematike-
ren Paul Cohen (1934-2007) at bevise, at kontinuumshypotesen ikke kan bevises.
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Kapitel 3: Georg Cantor
Indholdet i denne bogs kapitel 1 og 2 skyldes fgrst og fremmest matematikeren Cantor:

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) blev fgdt d. 3. marts 1845 i Skt. Petersborg i
Rusland. Hans far (Georg Waldemar Cantor) var en dansk kgbmand, der havde slaet sig ned i Skt.
Petersborg. Hans mor (Maria Anna Bohm) var af gstrig-ungarnsk oprindelse, men blev fgdt i Skt.
Petersborg. Faren var meget betaget af og interesseret i kunst og kultur, og moren var meget musi-
kalsk. Dette smittede af pa alle deres seks bgrn, hvoraf Georg Cantor var den @ldste. (Han blev ogsa
betragtet som en fremragende violinist).

Der har varet en del uoverensstemmelse om Cantors religigse tilhgrsforhold. Det ser ud til, at Can-
tors bedsteforaldre pa begge sider var af jgdisk observans/afstamning, men at Cantors far konverte-
rede til protestantismen, hvilket Cantors mor ogsa gjorde, da hun blev gift med faren. Hun var selv af
romersk-katolsk observans. Cantor blev i hvert fald opdraget i en intens kristen atmosfare, hvilket
kom til at spille en rolle for ham senere i hans voksenliv.

Cantors far havde et skrgbeligt helbred, og da Cantor var 11 ar gammel, flyttede familien til Tysk-
land, nermere bestemt til omradet omkring Frankfurt, for at finde et mildere klima end det de strenge
vintre i Skt. Petersborg udsatte dem for. I 1860 — altsa som 15-arig — tog Cantor eksamen fra “Real-
schule” i byen Darmstadt i neerheden af Frankfurt. Denne eksamen blev bestaet med udmerkelse, og
man bemarkede specielt han s&rlige evner 1 matematik — i denne sammenhang specielt indenfor
trigonometri.

Cantors far gnskede, at Cantor skulle blive ingenigr, sa i 1862 begyndte Cantor studier ved det poly-
tekniske institut i Ziirich i Schweiz. Han sggte imidlertid farens tilladelse til i stedet for at studere
matematik, og han blev ovenud begejstret, da hans far endelig gav sin tilladelse. Studierne i Ziirich
blev dog ikke langvarige, idet hans far dgde i juni 1863. Da han herved arvede visse midler, sa han
sig nu i stand til at flytte til Berlin, hvor han studerede pa universitet.

Cantor deltog i sit studium bl.a. i forel@sninger hos de bergmte matematikere Leopold Kronecker
og Karl Weierstrass. I 1867 fik Cantor sin Ph.D. fra universitetet i Berlin. Den handlede om talteori.
I tiden efter sin eksamen underviste Cantor pa en pigeskole i Berlin, samtidig med at han arbejdede
pa sin "habilitation” (det er en slags disputats/athandling, som kraevedes udover Ph.D-afhandlingen
for at opna ret til at undervise pa universitetet). I 1869 prasenterede han sin athandling — igen om
talteori — og modtog sin habilitation.

Samme ar flyttede Cantor til universitetet i Halle, (ca. 150 km sydvest for Berlin), hvor han fgrst var
“privatdocent” og 1 1872 blev forfremmet til det der 1 dag svarer til lektor ved universitet, og ende-
ligi 1879 blev han, i en alder af kun 34 ar, professor i matematik. Alt sammen ved universitetet i
Halle, hvor han var ansat igennem hele sin karriere.

I 1874 blev han gift med Vally Guttmann, der var en ven af hans sgster. De fik i alt seks bgrn. Han
var, takket vere arven fra sin far, i stand til at understgtte en familie — pa trods af den ret beskedne
Ign han fik som underviser/forsker.
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Nye udfordringer

I Halle skiftede Cantors forskning retning, i fgrste omgang mod matematisk analyse, idet en ®ldre
kollega (Heine) udfordrede ham til at bevise et af de sakaldte “abne problemer”, dvs. en vasentlig
matematisk s@tning, som man havde en idé om var korrekt, men som man ikke havde kunnet bevi-
se. Det konkrete emne var indenfor teorien om trigonometriske r&ekker, og det havde uden held va-
ret fors@gt bevist af sa prominente matematikere som Dirichlet, Lipschitz og Riemann.

I april 1870 (dvs. som 25-arig) praesenterede Cantor et bevis for setningen — og i et par ar frem fort-
satte han sin forskning indenfor emnet.

I 1872 mgdte Cantor pa en ferietur den bergmte matematiker Richard Dedekin (1831-1916), som
fra da af blev Cantors ven og fortrolige, og de udvekslede over arene mange breve med matematisk
indhold med hinanden.

I en afthandling fra 1872 indenfor emnet trigonometriske rekker havde Cantor givet en ny og usad-
vanlig definition/beskrivelse af de irrationale tal. Samme ar udgav Dedekin en afhandling om de
reelle tal, og i denne henviste han til Cantors afhandling — hvilket bestemt ma betragtes som noget
af en anerkendelse af Cantors arbejde.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (3. marts 1845 — 6. januar 1918)

I 1873 beviste Cantor, at de rationale tal er nummerable (jfr. setning 2.1), ligesom han beviste an-
dre interessante satninger om talmangder (som vi ikke skal komme yderligere ind pa her).

Han havde stgrre vanskeligheder med de reelle tals magtighed, men i december 1873 beviste han,
at de reelle tal ikke er nummerable (jfr. s&tning 2.3). Cantor gav dog i fgrste omgang et noget mere
kompliceret bevis end beviset med diagonalmetoden, som han fgrst fandt pa i 1890.

Cantor offentliggjorde sit resultat i en artikel i januar 1874, og det var i denne artikel, at idéen om
anvendelse af bijektioner i forbindelse med undersggelse af magtighed optradte for forste gang,
selvom selve ordet bijektion endnu ikke blev indfort.

Steen Bentzen: ”Uendelighed og kardinalitet — meengder og de reelle tal.”



-33.

I januar 1874 stillede Cantor sig selv spgrgsmalet, om der findes en bijektion mellem et enhedskva-
drat og en enhedslengde. (Problemstillingen er omtalt i forbindelse med satning 2.11, jfr. indholdet
i beviset for s@tningen). I et brev til Dedekin skrev han bl.a., at “Jeg tror ikke, at besvarelsen af det-
te spgrgsmal vil vaere noget let job, til trods for det faktum, at svaret klart synes at vaere "nej” — sa
klart at det na@sten synes som om et bevis er ungdvendigt”.

Men i 1877 beviste han, at svaret pa spgrgsmalet imod hans forventning var “ja” (jfr. setning 2.11).
Og i et brev til Dedekin skrev han om sit overraskende resultat: ”Jeg ser det, men jeg tror det ikke”.

Cantor beveagede sig efterhanden ogsa ud i mere og mere filosofisk orienterede temaer, og allerede
hans artikel fra 1874 om, at de reelle tal ikke er nummerable, og at der derfor findes i hvert fald to
former for uendelighed, hvor den ene uendelighed er “’stgrre” end den anden, blev ikke modtaget
med lige stor begejstring overalt. Varre blev det, da Cantor beviste, at der findes uendelig mange
uendeligheder i ordnet rekkefglge (jfr. setning 1.30 og kommentarerne hertil). Der var modtand fra
fremstaende matematikere (som Kronecker og Poincaré), filosoffer (som Wittgenstein) og en raekke
teologer, hvor de sidstnavnte sa Cantors teorier som en udfordring af Guds enestaende uendelige
natur.

Modstanden mod Cantors arbejde var indimellem perfid: Poincaré tillod sig at mene, at Cantors
ideer var en “alvorlig sygdom” som inficerede matematiske disciple, og Kronecker beskrev Cantor
som en “videnskabens charlatan”, en “overlgber” og en der korrumperede ungdommen.

Kronecker, der var professor i matematik og Cantors tidligere leerer, var ogsa arsagen til, at Cantor
ikke fik en stilling pa det mere prestigefyldte universitet i Berlin, noget Cantor gerne ville have haft.
(Kronecker var leder af det matematiske institut pa universitetet frem til sin dgd i 1891).

En af Kroneckers vesentligste indvendinger imod Cantors teorier var, at Kronecker kun acceptere-
de beviser, der kunne gennemfgres ved et endeligt antal skridt !

Desuden blev en stgrre artikel om magtighed, som Cantor i 1877 fremsendte til det matematiske
tidsskrift Crelle, behandlet med megen mistro af Kronecker, og artiklen blev kun optaget i tidsskrif-
tet efter at Dedekin havde blandet sig i debatten.

Mellem 1879 og 1884 udgav Cantor en sammenhangende artikelraekke pa seks artikler i tidsskriftet
Matematische Annalen. Disse artikler var beregnet pa at give en sammenfattende og grundleeggende
introduktion til mengdelare.

Undervej, i oktober 1881, dgde Cantors @ldre kollega professor Heine — og Cantor fik universitetets
accept af, at Heines embede skulle tilbydes Dedekin (eller om ngdvendigt matematikerne Weber og
Mertens). Men til Cantors store fortrydelse viste det sig, at alle tre afslog tilbuddet. (Stillingen blev i
stedet for besat af matematikeren Wangerin, som dog aldrig fik noget nart forhold til Cantor).

Efter dette ophgrte den ellers sa righoldige og omfattende korrespondance mellem Cantor og Dede-
kin. Til gengeld begyndte Cantor en anden frugtbar brevveksling, nu med den svenske matematiker
Gosta Mittag-Leffler, og snart efter udgav Cantor artikler pa Acta Mathematica, et tidsskrift som
Mittag-Leffler stod bag. Men han fortsatte dog med at udgive den vigtige artikelserie pa seks artik-
ler i Matematische Annalen.
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Depression og dgdsfald.

I maj 1884 havde Cantor sin fgrste registrerede depression. Han var pa det tidspunkt kun indlagt
nogle fa maneder, men han fik resten af sit liv mere og mere alvorlige anfald” af depression, og
deraf fglgende hospitalsindleggelse. Den fjendtlige indstilling hos en del af hans samtidige mod
hans matematiske vaerker er af mange blevet udrabt som arsagen til depressionerne. Men andre har
dog forklaret depressionerne med, at Cantor skulle have haft en bipolar psykisk lidelse (ogsa kaldet
en maniodepressiv lidelse).

Sikkert er det i hvert fald, at kritikken gik ham pa: Cantor skrev i 1884 52 breve til Mittag-Leffler,
og Kronecker var omtalt i hvert eneste af dem !

Ogsa pa andre felter gik det skidt for Cantor. I 1885 bad Mittag-Leffler Cantor om at trekke en ar-
tikel tilbage fra tidsskriftet Acta Mathematica. Artiklen var endnu ikke udgivet, men var pa det sta-
de, hvor der blev last korrektur. Mittag-Leffler var bekymret for artiklens filosofiske natur og nye
terminologi, og han skrev til Cantor, at artiklen var “omkring hundrede ar for tidlig”.
Mittag-Leffler handlede givetvis af venlighed, men hans handling viste samtidig en mangel pa
vardsattelse af betydningen af Cantors arbejde. Cantor blev saret, og hans brevveksling med Mit-
tag-Leffler standsede kort efter.

Med dette ophgrte en tolv ar lang periode, hvor Cantor i en sand strgm af nye idéer skabte og udvik-
lede mangdel®ren (specielt den ikke-trivielle del heraf). Dette betyder ikke, at Cantor herefter ikke
bidrog med mere til matematikkens verden, men blot, at en meget intenst, kreative periode sluttede.

I de fglgende ar oplevede Cantor vaesentlige matematiske bekymringer — og ikke kun udfordringer.
Cantor var den fgrste til at formulere kontinuumshypotesen (se slutningen af kapitel 2). Det gik ham
meget pa, at han ikke kunne bevise dens rigtighed. Han var overbevist om, at den var sand, men
alligevel prgvede han forgeves i flere ar at bevise dette.

Hans to sidste store vaerker om mangdelere kom i tidsskriftet Mathematische Annalen i hhv. 1895
og 1897. Det relativt store tidsmassige mellemrum mellem de to artikler skyldtes, at Cantor til det
sidste habede pa at kunne inkludere et bevis for rigtigheden af kontinuumshypotesen i den sidste af
artiklerne. Men som omtalt lykkedes dette ikke.

Samtidig opdagede han det fgrste paradoks (dvs. abenlys selvmodsigelse) i mangdelaren. Vi skal
ikke her komme ind pa, hvad dette gar ud pa, men det tog ogsa meget af hans energi.

Ved den fgrste internationale matematikerkongres i Ziirich i 1897 mgdtes Cantor og Dedekin, og de
fornyede deres venskab. Cantor genoptog efterfglgende ogsa korrespondancen med Dedekin — og i
denne prgvede Cantor at fa styr pa, hvordan de nye problemer kunne Igses. Men p.gr.a. tilbageven-
dende “anfald” matte han i 1899 helt opgive denne korrespondance.

Hans mentale helbred blev ogsa svakket af dels hans mors dgd i oktober 1896, dels hans yngre bro-
ders dgd i januar 1899.

I efteraret 1899 sggte og fik han orlov fra at undervise i vintersemesteret 1899-1900, og samme ar
var han indlagt pa sanatoriet (for sa vidt vides anden gang). Ulykkerne ville abenbart ingen ende
tage, for den 16. december 1899 dgde hans yngste sgn Rudolph i en alder af 13 ar.

Specielt denne sidste tragedie drenede Cantors lyst til sit matematiske virke, og fra dette tidspunkt
af og til hans d¢d udk@mpede han én lang kamp mod depressionen. Han underviste i nogle perioder
og fik orlov i andre perioder.
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Nar Cantor led mest af depression, vendte han sig mod andre emner, primert filosofiske og religig-
se, men ogsa littereere emner. Han var saledes overbevist om, at Shakespeare ikke selv havde skre-
vet sine varker, men at de var blevet udfardiget af Francis Bacon — en engelsk statsmand, filosof
og forfatter. Cantor havde allerede tidligere (i 1894 1 forbindelse med sin fgrste sygdomsperiode)
anmodet om at matte undervise i filosofi i stedet for matematik, og i 1896 begyndte han at udgive
sma tryksager om sine litterere studier og overbevisninger.

Han blev indlagt igen i 1903, men allerede i september samme ar forelaste han ved Deutsche
Mathematiker-Vereinigung om visse paradokser i den avancerede mangdelare, og aret efter deltog
han i den 3. internationale matematikerkongres i Heidelberg. Han havde saledes pa ingen made lagt
matematikken pa hylden. Ved denne sidstnavnte kongres praesenterede den ungarske matematiker
Gyula Ko6nig en athandling, hvori han prgvede at bevise, at vasentlige elementer i Cantor teori var
forkert. Cantor fglte sig offentligt ydmyget, og selvom matematikeren Ernst Zermelo allerede dagen
efter viste, at Konig’s bevis var forkert, sa tyngede handelsen vesentligt pa Cantors skuldre og
skubbede dermed ekstra til sygdomsbilledet. Han var fra da af og til sin dgd indlagt gentagne gange
—med fa ars mellemrum.

11911 holdt det skotske University of St. Andrews sit 500 ars jubileeum, og Cantor blev indbudt
som en af “the distinguished foreign scholars” (dvs. fremtredende lerde personer fra udlandet).
Cantor deltog i et hab om at mgde det engelske multigeni Bertrand Russell (1872-1970), der aret for
havde udgivet 1. del af bogen “Principia Mathematica” (der betragtes som et af de mest grundlaeg-
gende og betydningsfulde varker indenfor matematisk logik). Russell havde gentagne gange i bo-
gen henvist til Cantors teorier. Men dels p.gr.a sin egen sygdom, dels p.gr.a. en meddelelse om at
hans sgn var syg, matte han tage hjem, og det lykkedes ham ikke at mgde Russell.

11912 blev Cantor udn@vnt til ®resdoktor ved University of St. Andrews, men han var for syg til at
komme og modtage udmerkelsen personligt.

Cantor trak sig tilbage fra sit arbejde pa universitet i Halle i 1913. Man havde planlagt en offentlig
fejring 1 Halle af hans 70 fgdselsdag i 1915, men p.gr.a. krigen (1. verdenskrig) blev det aflyst og
erstattet af en mindre fejring i hans private hjem.

I juni 1917 blev han for sidste gang indlagt pa sanatoriet, hvor han dgde — sa vidt vides af et hjerte-
anfald — d. 6. januar 1918, i en alder af 72 ar.

Haeder, sre og betydning

Som den opmarksomme leser nok kan tenke, ma der for eller siden vaere kommet anerkendelse,
ros, hader og @re til Cantor og hans teorier. (Ellers ville bl.a. den n@rvarende bog n&ppe vaere
skrevet). En del fremkom allerede medens han var i live, om end stgrsteparten heraf daterer sig til
tiden efter den fgrste depression:

e Cantor var pa afggrende vis medvirkende til grundleeggelsen af Deutsche Mathematiker Verei-
nigung (Den Tyske Matematikerforening), og han var ansvarlig for det fgrste mgde, der blev af-
holdt i Halle i september 1891. (Ved dette mgde fremfgrte han i gvrigt for fgrste gang sit bergm-
te diagonal-argument). Og hans omdgmme var trods alt godt og sterkt nok til, at han blev valgt
som den fgrste formand for foreningen. Han beholdt formandsposten frem til september 1893.
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e (Cantor var flere gange under sin sygdom i religigs ubalance med usa@dvanlig opfersel til folge.
Og det er blevet sagt om ham, at han troede, at hans teori om transfinite (uendelige) tal var ble-
vet givet ham fra Gud.

Hertil bemarkede den bergmte matematiker David Hilbert, at ingen skal uddrive os fra det
Paradis, som Cantor har skabt”.
(Der er dog uenighed om, hvornar Hilbert f@grste gang fremsatte denne bergmte bemarkning).

e ] 1897 deltog Cantor i den fgrste internationale matematiker-kongres i Ziirich. Her blev Cantor
omtalt af bl.a. den bergmte tysk-schweiziske matematiker Adolf Hurwitz (1859 — 1919), som i
sin forel@sning for kongressen udtrykte sin store beundring for Cantor og erklerede, at Cantor
gennem sit arbejde havde beriget bl.a. funktionsteorien. Og ved samme kongres fremfgrte den
franske matematiker Jacques Salomon Hadamard (1865 — 1963) i sin forel@sning, at Cantors
maengdelere var uundverlig.

e Cantor blev @resmedlem af The London Mathematical Society (1901) og af Kharkov’s matema-
tiske selskab, ligesom han fik diverse @resgrader pa forskellige udenlandske universiteter.

e Cantor fik i 1904 tildelt The Sylvester Medal fra det verdenskendte Royal Society. The Sylve-
ster Medal blev uddelt hver tredje ar og betydede den hgjeste @re (givet af The Royal Society)
indenfor matematisk arbejde.

e Som tidligere navnt blev Cantor i 1911 inviteret til, som en “distinguished foreign scholar”, at
deltage i det skotske University of St. Andrews’ 500 ars jubileum. Og aret efter blev Cantor til-
delt en @®resdoktor-grad ved dette universitet.

e [ forbindelse med Cantors dgd beskrev David Hilbert hans arbejde som:
... det fineste resultat af matematisk genialitet og en af de ypperste prestationer for menneske-
lig intellektuel aktivitet”.

Cantor er fgrst og fremmest kendt som skaberen af ma@ngdelere, herunder serligt de ikke-trivielle
dele af m@ngdel@ren, samt begreber som magtighed, forskellige uendeligheder, kardinaltal og or-
dinaltal. Indtil Cantor’s teorier fremkom, var en mengde et temmelig elementart og upreacist be-
greb, som man havde brugt implicit i forskellige sammenh@nge, helt tilbage til Aristoteles. Der
fandtes kun endelige mangder, samt ~’det uendelige”, et filosofisk begreb uden klar matematisk
definition. Alene dette, at Cantor beviste, at der findes flere forskellige slags uendeligheder, er til-
streekkelig til at trekke mangdelaren fra det trivielle ind 1 kredsen af ikke-trivielle emner.

Men Cantor har ogsa bidraget vesentligt pa andre felter. Det gar for vidt at komme ind pa disse
ting, men det kan omtales, at Cantor f.eks. ogsa arbejdede med topologiske emner og deres relation

til kardinalitet. Han har bl.a. konstrueret en delmangde C af de reelle tal R, som ikke er tet noget
sted i R, men som har samme kardinalitet som R !! (Tank pa, at de rationale tal Q er tet overalt i R

(jfr. Setning A.3.4 i Appendix 3), samt pa at Card(Q) < Card(R) (jfr. setning 2.3).

Meangden C kaldes Cantors mangde — til @re for Cantor.
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Meangdeleren er i dag en fundamental (grundleggende, afggrende, ngdvendig) teori for stort set
alle former for matematik, selvom denne sammenh&ng ikke altid fremhaves eller tydeligggres.
Efter Cantor’s afggrende indsats pa omradet, er der siden arbejdet meget med mangdeleren — og
med den heraf fglgende etablering af det aksiomatiske fundament for matematikken.

Dette emne — og vejen dertil — er meget omfattende og kompleks, og ligger helt udenfor rammerne
af denne bog. Men interesserede lasere kan sgge efter information om matematikere/filosoffer som
David Hilbert (1862-1943), Bertrand Russell (1872-1970), Ernst Zermelo (1871-1953), Abraham
Fraenkel (1891- 1965) og Kurt Godel (1906-1978).

Alene dette, at sa prominente og kapable personer som disse har beskaftiget sig indgaende med
maengdeleren og matematikkens fundament, forteller meget om, hvad det var Cantor satte i gang.

Steen Bentzen: ”Uendelighed og kardinalitet — meengder og de reelle tal.”



-38 -

Appendix 1: Maengdelare og logik

Mange steder i daglig tale foretager man sammenfatninger af objekter, idet vi f.eks. kan tale om:

29 9

”Alle indbyggere i Horsens”, ”gulergdderne i en bestemt pose” eller “bgrnene under 7 ar”. Sadan en
samling af objekter kalder vi en ma&ngde. Mere pracist har vi:

Definition A.1.1.

Ved en meengde forstar vi en velafgreenset samling af objekter, hvor man altid entydigt kan afggre,
om et forelagt objekt er med i samlingen eller ikke.
De objekter, der udggr mengden, kaldes maengdens elementer.

Eksempel A.1.2.

a) Vi kan tale om mangden af beboere i Arhus til et givet tidspunkt (f.eks. 1. juni 2007), idet vi,
forelagt en tilfeldig person, kan afggre, om vedkommende boede i Arhus pa det pageldende
tidspunkt eller ikke.

b) En anden m@ngde er ma@ngden af hele tal mellem 3 og 10, hvor 3 og 10 er medregnet. Denne
mangde bestar nemlig af tallene 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Sa hvis vi har forelagt et tal, kan vi blot se
efter, om det er et af de navnte tal. I sa fald er det et element i maengden. Ellers er det ikke.

¢) Hyvis vi taler om “alle store huse i Svendborg”, sa er dette ikke en maengde, idet den ikke er vel-
afgrenset. Det kommer nemlig an pa et individuelt skgn, om et givet hus i Svendborg er stort el-
ler ikke.

Hvis vi derimod taler om alle huse i Svendborg byomrade med en hgjde pa mindst 15 m regnet
fra grundsoklens begyndelse” sa har vi faet en velafgraenset samling af objekter (huse), altsa en
mengde.

Ovelse A.1.3.
Afggr, om fglgende samlinger af objekter er mengder:
a) alle hele tal
b) alle gode idéer
c) bgrnene under syv ar
d) ugedagene
e) alle negative tal, der er stgrre end 2
f) de kgnne piger pa Fyn w

Normalt vil vi symbolisere m@&ngder med store bogstaver: A, B, Q,R, X, Y, ...... Hvis A er mang-
den af biler, der er indregistreret i Danmark i juli maned 2011, sa kan vi kort tale om mangden A
uden derved hver gang at skulle fortalle, hvilken ma@ngde A nu var.

Nar vi skal opskrive ma@ngder, har vi forskellige muligheder, som dog alle har det tilfzelles, at de
anvender m@ngdeklammerne { og } .

Hvis vi som i eksempel A.1.2.b) har med en endelig m@ngde at ggre, dvs. en m@ngde med et ende-
ligt antal elementer, sa kan vi skrive mengden som:

B= {3,4,56,7,8,9,10}

hvor vi kort har kaldt den omtalte ma@ngde for B. Denne opskrivningsform kaldes fuldstendig li-
steform, idet alle elementer i m@ngden anfgres.
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Undertiden er der en bestemt systematisk sammenhang mellem de elementer, der udggr en given
mangde. Da vil man ofte — hvor misforstaelser ikke kan optraede — ngjes med at anfgre en del af
maengdens elementer. Skal vi f.eks. angive mangden af hele tal fra 2 til 100, hvor 2 og 100 er med,
(lad os kalde denne mangde Y), sa kan vi skrive:

Y = {2,3,4,5,......, 99,100}

hvor prikkerne symboliserer, at alle de mellemliggende hele tal ogsa er med. Vi siger da, at meng-
den Y er angivet pa ufuldstendig listeform.

Pa tilsvarende made kan vi opskrive visse uendelige mengder. Vil vi f.eks. opskrive mangden L af
alle positive lige tal, sa kan det ggres pa fglgende made:

L= {2,4,6,8,...]}

idet det da er underforstaet, at vi fortsetter i det uendelige.
Eller hvis vi gnsker at anfgre mangden af hele tal, kan vi skrive: { ..... ,—3,—2,—-1,0,1,2,3,4,...... } ,

idet de to hold prikker her symboliserer, at vi fortsatter i det uendelige i begge retninger.

Ovelse A.1.4.
Opskriv fglgende mengder:

a) Mengden af hele tal, som mindst er -5 og hgjster 11.

b) Mangden af maneder i et ar.

¢) Mzangden af hele tal, som gar op i 30.

d) Mangden af hele tal fra 100 til 1000, begge inkl.

e) Mengden af ulige hele tal.

f) Mangden af hele tal, som er mindre end —7.

g) Mangden af brgker, hvor telleren er 1 og n@vneren er et positivt helt tal.

Inden vi gar over til at se pa en tredje form for opskrivning af mengder, skal vi beskeaftige os lidt
med nogle bestemte mangder, som vi ofte anvender i matematikken.

Mzangden af alle positive hele tal, de sakaldte naturlige tal, betegner vi med N. Vi har altsa:
N = {1,2,3,4,5,......... }
Mzangden af alle hele tal betegner vi med Z, sa der geelder:

Z = {s=3-2,-1,0,1,2,3,4,...}

Mangden af alle tal, der kan skrives som en brgk imellem to hele tal, hvor nevneren ikke ma veaere

0, kaldes de rationale tal, og de betegnes med Q.

Eksempler pa rationale tal er:
2 75 214 0

b b b 9

32 1 8 4
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Vi bemarker, at endelige decimalbrgker, dvs. tal, hvor der er endeligt mange decimaler efter kom-
maet, ogsa er rationale tal, idet vi f.eks. har:

13,2:2, 0,1438:ﬂ, —2,18436852:&36852
10 10000 100000000

Uden at ga nermere ind i sagen bemarker vi, at ogsa uendelige decimalbrgker kan vere rationale.
F.eks. har vi, at

% = 0,666666666666666066.................

hvor 6-tallerne fortsatter i det uendelige.

Endelig har vi ma@ngden af alle de tal vi normalt bruger, dvs. alle tal pa tallinjen. Dem kalder vi de
reelle tal, og de betegnes med R.
Alle rationale tal er ogsa reelle tal, men der findes — for gvrigt uendeligt mange — tal, som ikke er

rationale (se Appendix A.3). Dem kalder vi de irrationale tal, og de betegnes med I.

Eksempelvis er tallene: 2, -3 og T irrationale

Ovelse A.1.5.
Afggr for hvert af de fglgende tal, om det er naturligt, helt, rationalet eller irrationalt:

_253 \/27 23 §3 07 _\/57 is 2+37 2+\/§s __127 23 (\/5)27 Z v
177 3 4 17 4 1

Ovelse A.1.6.
Ggr rede for. at alle hele tal ogsa er rationale. W

Som det fremgar af det ovenstaende, har vi behov for et symbol, der kort kan fortelle os, om et fo-
relagt objekt er element 1 en given mangde eller ikke.
Hvis x er et element i mangden A, eller hvis S er et element i mengden X, sa skriver vi:

X € A hhv. Se X

hvilket leses: ”x tilhgrer A”, x er et element i A” eller ’x er indeholdt i A”, og tilsvarende S
tilhgrer X, ”’S er et element 1 X’ eller ’S er indeholdt 1 X”’.
Og hvis x ikke tilhgrer A, hhv. hvis S ikke tilhgrer X, sa skriver vi:

X ¢ A hhv. Se¢ X

hvilket leses: x tilhgrer ikke A, ”’x er ikke et element 1 A” osv. osv.

Eksempel A.1.7.
Hvis M er ma@ngden af maneder i et ar, sa har vi: aprile M og onsdage M &
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Ovelse A.1.8.
Indsat de manglende tegn (€ eller ¢ ) i nedenstaende:

23e N, 3¢N, 26 N, 2356 N, 8 Z, —% Z, 0 Z, \/5 7z,
4z, 1Q - Q VQ 210 7L VZI v

Vedrgrende talmangderne Z, Q, I og R skal naevnes, at vi undertiden kun er interesseret i at se pa

f.eks. de negative hele tal. Disse symboliserer vi med Z_. Og hvis vi kun vil se pa de positive rati-

onale tal, sa skriver vi: Q.

Tilsvarende betydning har: Z, ,Q_, I, I, R, og R_.

Ovelse A.1.9.
Inds&t de manglende tegn (€ eller ¢ ) i nedenstaende:
2¢Z,, 53¢ Q_, 23 Z_, %? Q, . —% I_, 519,15 R,, n Q,,

-22,5 Q_, 001486 Q_

Vi vil nu se pa den omtalte tredje opskrivningsform for mengder. Den anvender den sakaldte
maengdebygger: { | } .

Hvis vi f.eks. vil opskrive mangden af hele tal, som gar op i 30, sa kan det ggres pa fglgende made:

{xe Z| X gﬁropi30}

hvilket leses: "Mangden af de x indeholdt i Z for hvilke det geelder, at x gar op i 30”

Denne mangdebygger bestar altsd af to “rum”, adskilt af en lodret streg, hvor vi i det fgrste rum
udtaler os om, hvor nogle x’er skal ’ligge henne”, og hvor vi efter stregen angiver, hvilke egenska-
ber disse x’er skal have.

Bemark, at den lodrette streg lases: for hvilke det galder” (eller ” hvorom det galder”).

Vi behgver ikke bruge bogstavet x. Vi kan lige sa godt brug y, a, z, e, A, B, ...... F.eks. har vi:

{er|xg§ropi30} = {peZ|pgﬁropi30} = {AeZ|Ag§rop130}

Eksempel A.1.10.
a) Hvis vi skal opskrive mangden af reelle tal, som er stgrre end 2, sa kan vi skrive:

{xeR|x>2}.

b) Hvis E er ma&ngden af samtlige elever pa Herning Gymnasium d. 1. september 2009, sa kan

mangden af elever i klassen 1s skrives som: { ee E| e garils }
¢) Mangden {3, 4,5,6,7,8, 9, 10} kan ogsa skrives som: { ye N| 3 SySlO}, og det betyder

selvfglgelig, at vi skal have de y’er indeholdt i N, som mindst er 3 og hgjst er 10.
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Ovelse A.1.11.
Opskriv og oplas derefter fglgende mangder:

a) Mengden af rationale tal, som er mindre end 4,5

b) Mangden af reelle tal, som mindst er 3 og hgjst er 10
¢) Mengden af negative hele tal, som er stgrre end —500
d) Mengden af naturlige tal, som er delelige med 23 w

Vi har i det ovenstaende set pa mangderne:

C = {xeN|3<x<10} og D = {xeR|3<x<10}

Den eneste forskel i opskrivningen er her, at der star N i den fgrste mangde og R i den anden. Men

lige netop denne forskel ggr, at vi har med to ret sa forskellige mangder at ggre.
Medens C = {3, 4,5,6,7,8,9, 10} , sa bestar D af alle reelle tal mellem 3 og 10, saledes at f.eks.

4,6 , 7,34234326 og m (der er ca. 3,1416) er elementer i D.

Den mangde, vi pa forhand indskranker os til at se pa, kaldes grundmeangden, og det er inden for

grundmengden, at alle ens operationer foregar. I ovenstaende eksempler har vi, at N er grund-

mangden i fgrste tilfelde, hvorimod R er grundmangden i andet tilfelde.

Ovelse A.1.12.
Angiv en passende grundmangde, nar vi skal se pa hver af fglgende menger:

a) Skatteborgeres skattepligtige indkomst

b) Tal, som er delelige med 5

c) Temperaturer mal i °C

d) Temperaturforskelle

e) Grantraer i dansk skovbrug, som var modne til faldning d. 1.oktober 2003
f) Dage uden regn ved Meteorologisk Instituti 2001

Lad os prgve at se pa mangden: { X€E R‘ x2 < —2} .

Dette er mangden af tal, hvis kvadrat er mindre end —2. Nu er det sadan, at kvadratet af et tal altid
er stgrre end eller lig med 0. Den n@vnte mengde indeholder altsa ingen elementer.

Nar en mangde ingen elementer indeholder, sa siger vi, at den er tom. Vi kalder den: den tomme
mengde, og betegner den med @.

Ovelse A.1.13.
Afggr, om fglgende mangder er tomme eller ikke:

a) {er|5-x——28}
y
R|= =
b) {ye ‘2 O}
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) {pe Z_‘p2 > 10}
d) Mangden af byer i Verden, som d. 1.januar 1976 havde over 18 millioner indbyggere.
e) M@ngden af selhunde i Det Kaspiske Hav d. 1. juni 2011.

Ofte er det en stor fordel at kunne illustrere mengder. En maengde A illustreres gerne som vist pa
figur A.1.1., og hvis vi gnsker at fremha&ve, at et bestemt element x er indeholdt i A, kan vi tegne
som vist pa figur A.1.2.

Fig. A.1.1 Fig. A.1.2

Eksempel A.1.14.
a) Skal vi illustrere m@&ngden B = {3, 4,5,6,7, 8,9, 10} kan vi altsa tegne:

Fig. A.1.3.
hvor vi har valgt at anfgre alle B’s elementer.
b) Skal vi tegne to mangder A og B, kan det se saledes ud:

A B

Fig. A.1.4

”Bollerne” gar ind over hinanden, idet A og B eventuelt kan indeholde nogle elementer, som
ligger i begge maengderne.

Dette er f.eks. tilfeldet med mangderne A = {3, 4,5,6,7,8,9,10} og B={0,1,2,3,4,5}:
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Lad nu A betegne mangden af beboere i Arhus d. 1. juni 2010, og lad B betegne mangden af bebo-
ere i Arhus, der d. 1. juni 2010 boede i parcelhus. Denne situation kan illustreres saledes:

Fig. A.1.6

idet alle elementer i B ogsa er elementer i A. Vi siger, at B er en delmangde af A.
Mere precist har vi felgende definition:

Definition A.1.15.

Lad A og B vere givne mangder. Hvis alle elementer i B ogsa er element i A, sa siger vi, at B er en
delmeengde af A, og vi skriver: B C A.

Hvis B er en delma&ngde af A, og hvis vi ved, at A indeholder mindst ét element, som ikke er med i
B, sa siger vi, B er en wgte delmengde af A, og vi skriver: B c A.

B < A illustreres pa fglgende made:

A &

elker

Fig, A.1.7 Fig. A.1.8

Pa figur A.1.8.er grundmangden G ikke tegnet med, idet den er underforstaet. Det er oftest denne
illustrationsmetode, vi anvender.

Ovelse A.1.16.
Ggr rede for, at hvis det om mangderne X, Y og T geelder,at X cYogY < T,saer X T.
Lav en figur, der illustrerer situationen. ¥

Ovelse A.1.17.
Undersgg om:

a) {41,63,22,17,78,4,9}g{17,4,63,68,78,9,19,22,41}
b) {pe N|peretprimtal} c {1,2,3,4,5,....,100}

5 {—S,S}C{SER‘SZ—ZSZO}

1 1
v
X X—S}

d) {S}Q{XER
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Vil sige, at to maengder X og Y er ens, hvis alle elementer i X ogsa er indeholdti Y , og omvendt —
altsa hvis X og Y bestar af de samme elementer. Hvis X og Y er ens, skriver vi: X =Y
Hvis to m@ngder X og Y ikke er ens, skriver vi: X # Y.

Ovelse A.1.18.
Gor rede for, at {1,2,3,4,5,6} = {5,4,6,1,3,2}

Bemark, at nar vi opskriver alle elementerne i en mangde, sa er reekkefglgen uden betydning.

Grundlaeggende mangdeoperationer.

Hvis vi har givet en grundmangde G og to delmangder heraf: A og B, sa kan vi danne nye mang-
der ud fra disse — som omtalt i de fglgende definitioner:

Definition A.1.19.

Lad A og B vare givne ma@ngder med samme grundmangde G.

Ved feellesmeengden af A og B forstar vi mengden af elementer i G, som bdde er indeholdti A og i B.

Fellesmangden af A og B betegnes med: A m B, hvilket l&ses: ”A falles med B”.
A N B er skraveret pa fglgende figur (hvor G er underforstaet):

A B

Fig. A.1.9

Hvis de to mengder ikke har nogen elementer til faelles, dvs. hvis A N B = @, sa siger vi, at A og B er
disjunkte. Dette ser skematisk saledes ud:

A B

Fig. A.1.10

Definition A.1.20.

Lad A og B vere givne ma&ngder med samme grundmangde G.

Ved foreningsmengden af A og B forstar vi maengden af elementer i G, som enten er indeholdt i A
eller B,dvs. som er indeholdt 1 mindst én af ma&ngderne A og B.

Foreningsmeangden af A og B betegnes med: A U B, hvilket leses: ”A forenet med B”.

A U B er skraveret pa fglgende figur (hvor G er underforstaet) ( se gverst naste side)
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Bemeark, atet x € A U B gerne ma veare indeholdt i bade A og B, dvs. i A N B, idet x blot skal
ligge i mindst en af mengderne A eller B.

Definition A.1.21.

Lad A og B vare givne m&ngder med samme grundmangde G.

Ved mengdedifferensen mellem A og B forstar vi mengden af elementer i A, som ikke er indeholdt
i B.

Mangdedifferensen mellem A og B betegnes med: A\ B, hvilket leses: ”A fraregnet B”.

A\ B er skraveret pa fglgende figur (hvor G er underforstaet):

Definition A.1.22.

Lad A vere en given mangde indenfor grundmangden G.

Ved komplementwrmeengden til A indenfor G forstar vi maengden af elementer i G, som ikke ligger
iA.

Komplementermangden til A indenfor G betegnes med: CgA , hvilket lzses: "Komplementzr-
mzngden til A indenfor G”. Undertiden er G underforstiet, og vi skriver da blot: CA.

CA ses skraveret pa fglgende figur:

Det skal omtales, at man undertiden ogsa bruger symbolet: AC for komplementermangden til A i
stedet for CA.
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Eksempel A.1.23.
Lad S vere mengden af lande i1 verden, O mangden af olieproducerende lande i verden og K
mangden af kulproducerende lande i verden. Da har vi:
e O Kermengden af lande, der bade producerer olie og kul. Landene i mangden O N K
har altsa flere forskellige energikilder i produktion.
¢ O u K er mangden af lande, der enten producerer olie eller kul (eller eventuelt begge dele).
¢ O\K er mengden af lande, som producerer olie, men ikke kul.

¢ (O er mangden af lande, som ikke producerer olie, hvilket i vor tids verden vil sige en stor

del af de lande, som er afhangig af energiimport. ¥

Ovelse A.1.24.
Lad X = { 3,6,9,12,15,18,21} ogY = {9,18,27,36,45} vaere delmangder af grundmangden N.

Angiv: XNY, X UY, X\Y og [(X. w

Ovelse A.1.25.
Angiv S N T, nar:

a) S= {XER‘X224} og T:{xeR|(x—3)(x—2)(x—1)X:O}

b) S er m@®ngden af lige hele tal og T er m@&ngden af ulige hele tal. #

Ovelse A.1.26.
Angiv C U D, nar:

a) C= {teR|[1<t<7} og D= {teR|5<t<11}

b) C= {99,47,23,52,18} og D= {23,11,25,57,47,39} »
Ovelse A.1.27.

Angiv Y \ X, nar:

a) X={99,47,23,52,18} og Y= {23,11,25,57,47,39}
b)X={seR‘s+%eZ} og Y={S€R‘S—%GZ} v

Ovelse A.1.28.
Angiv CA , nir A og dens grundmangde G er givet ved:

a) G= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} og A= {3,5,6,8}
b) G=R og A=R_ v

Ovelse A.1.29.
Om to mengder A og B er det givet, at:

AuUB = {2,6,10,15,27,53,88} og A\B = {6,15,27,88}
Angiv m@ngden B. v
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Ovelse A.1. 30.
Lad X og Y vare to delmangder af grundmangden G.
Argumentér for, at der gelder fglgende regler:

a) X¢= G\C b) XNY)© =X uUY" ) XuY)“=XnY"

Opskriv de samme regler ved hjzlp af symbolet C. #

Blandt de grundleggende m@ngdeoperationer mangler vi nu kun at omtale mengdeproduktet A X B
af to givne mangder:

Definition A.1.31.

Lad A og B vere to givne mengder. Ved maengdeproduktet A x B (som undertiden ogsa kaldes en
produktmangde) forstar vi mengden af alle talpar (a,b), hvorae A og b e B.
Meangdeproduktet A x B kan altsa opskrives pa felgende made:

AxB = {(a,b)lacAogbeB]}

Eksempel A.1.32.
Hvis A={1,3,7} og B={-1,5,7,19}, s bestér produktmengden A X B af alle talpar (a,b),

hvor a er et af tallene 1, 3 eller 7, og b er et af tallene —1, 5, 7 eller 19.
Produktmangden A X B indeholder saledes 12 elementer, og den er givet ved:

AxB = {(1,-1), 1,5), (1,7), 1,19), 3,-1), (3,5), (3,7), (3,19), (7,-1), (7,5), (7,7), (7,19)} »

Ovelse A.1.33.
a) Opskriv mengden A x B, idet A=1{0,-33.4/5} ogB= {-41,072}

b) Opskriv maengden S X T, idet S = { a,b,c } og T= { X, y}
c¢) Opskriv mengden M x M, idet M= { p,q,r,s}

Undertiden kan man (af praktiske arsager) anvende et semikolon i stedet for et komma i opskriv-
ningen af et talpar. Dette gelder f.eks. hvis skal opskrive talparret bestaende af tallene 12,52 og
1,67, hvor man sa kan skrive (12,52;1,67) i stedet for (12,52,1,67).

Tallinjer, intervaller og koordinatsystemer.

Som omtalt kan vi illustrere maengder med “’bolle-figurer”, men nar det drejer sig om talmengder
(f.eks. R, N eller { X€E R‘ I1€£x< 4% } ), er det imidlertid ofte en fordel at tegne en tallinje.
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En tallinje er en ret linje med en given positiv retning og en given enhed.:

positiv retning

4 I

0 |

Fig. A.1.14
”Enheden” er afstanden mellem O og 1, og den positive retning angiver, 1 hvilken retning tallene
bliver stgrre. Tallinjen som helhed — dvs. inklusiv dens forl@ngelser i positiv og i negativ retning —
representerer de reelle tal R.
Hele tallinjen illustrerer altsa mengden af reelle tal, saledes at et vilkarligt reelt tal har praecis én

placering pa tallinjen. Og omvendt gelder der, at der til en vilkarlig placering pa tallinjen svarer
netop €t reelt tal.

Eksempel A.1.34.
Pa nedenstaende figur er indtegnet forskellige tals placering pa en tallinje:
— 1.1?1_. 5 ' . N
0% 2 3 4F 53
Fig. A.1.15 v
Ovelse A.1.35.

Tegn en tallinje og angiv placeringen af fglgende tal:

8’_3l’ﬁ’2’_0728’i7l’_n’4l v
2 4 10~ 10 3

Hvis a og b er to reelle tal, hvor a < b, sa skal a komme fgr b, nar vi "bevager os ud af” tallinjen i
positiv retning, dvs. vi har fglgende situation:

L4

o4

o
Fig. A.1.16

Nar vi skal tegne en punktmangde som { X € ]R‘ 1£x< 4% } , kan vi ggre fglgende:

; % '
Fig. A.1.17
eller vi kan tegne ovenover tallinjen:
L L4
i 4, ’
Fig. A.1.18
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Eksempel A.1.36.
a) Mangden Y = { te R‘ - 2% <t< 0} kan tegnes saledes:

=31
______ 21 0
Q % SR —

b) Mengden R, U{0} kan illustreres af fglgende figur:

v

0
Fig. A.1.20 v

Mangder som: { X€E R‘ I1<x 34%} , { te R‘ - 2%< t <0} og { ye R| y > 2} kaldes interval-
ler. I almindelighed har vi fglgende definition:

Definition A.1.37.

Ved et interval forstar vi en talmaengde af en af fglgende ni typer (hvor a og b er givne reelle tal, og
a < b). Da intervaller ofte foreckommer, er der anfgrt en kort skrivemade for hver af de optreedende
typer. Symbolerne « og —oo l@ses “uendelig” og “minus uendelig”.

1) {xeR|a<x<b} = [a,b] y . .
2) {xeR|a<x<b} = [a,b] . — -+
3){xeR|a<x<b} = ]a,b] o . >
4) {xeR|a<x<b} = ]a,b[ g«r oh >
5) {xeRja<x} = Ja,of o .
6) {xeR|a<x]} = [a,00f o

7) {xeR|xSa} = |-,a] . R
8) {xeR|x<a} = ]-wa] o >
9) Mangden R af alle reelle tal *

Fig. A.1.21

I tilfeldene 1) — 4) kaldes a og b intervallernes endepunkter, og i 5) — 8) kaldes a intervallernes
endepunkt, hvorimod intervallet i 9) ikke har nogen endepunkter.

Undertiden (afhengig af kontekst og tradition) anvendes semikolon i stedet for komma i interval-
symbolet, sdledes at vi f.eks. har, at: Ja;b]=]a,b]
Et interval er altsa en ”sammenhangende” delmeangde af tallinjen (dvs. af R), saledes at der ikke

kommer nogen “huller”, nar talmengden tegnes pa en tallinje. Bemark., at de kantede parenteser
vender ’indad”, hvis intervalendepunktet er med i intervallet, og “udad”, hvis intervalendepunktet

Steen Bentzen: ”Uendelighed og kardinalitet — meengder og de reelle tal.”




-51-

ikke er med. Bemark ligeledes, at i forbindelse med symbolerne co og —c vender de kantede pa-
renteser altid udad.

Feks.er: |-3,8] = {XER|—3<XSS}:

s

Fig. A.1.22
og ]—00,2] = {XER|XSZ}:

v

Fig. A.1.23

Intervallerne 1) — 4) i definition A.1.37 siges at vere begr@nsede, og intervallerne 1), 6), 7) og 9)
siges at vaere lukkede, idet eventuelle endepunkter er med i intervallet.

Ovelse A.1.38.
Afggr, om fglgende talma@ngder er intervaller.
Indtegn dem i givet fald pa en tallinje, og opskriv dem v.hj.a. de kantede parenteser:

a) {xeZ|-2<x<8]

b) {seR|10<s<I5}

o {xeR|-25<x<V2} U{xeR[1<x<4,7)
d) {xeR|-25<x<V2] n {xeR|1<x<4,7)
o) L.{0}

) R

g Riu{xeR|-5<x<-3]

Ved et (retvinklet) koordinatsystem forstar vi to tallinjer anbragt vinkelret pa hinanden:

‘)
}

»(1)

Steen Bentzen: ”Uendelighed og kardinalitet — meengder og de reelle tal.”



-52.

Almindeligvis (men ikke altid) anbringes de to tallinjer saledes, at deres nulpunkter er sammenfal-
dende. De to tallinjer kaldes, som antydet pa figuren, for fgrsteaksen og andenaksen. Fgrsteaksen
kaldes ogsa for abscisseaksen eller blot kort: x-aksen, og andenaksen tilsvarende for ordinataksen
eller kort: y-aksen.

Hvis vi betragter et vilkarligt punkt P i planen (se figur A.1.25), sa kan vi projicere det vinkelret ned
pa de to akser. Det tal a, der fremkommer pa fgrsteaksen, kaldes punktet P’s forstekoordinat, ab-
scisse eller x-koordinat. Og tilsvarende kaldes det fremkomne tal b pa andenaksen for P’s andenko-
ordinat, ordinat eller y-koordinat.

Punktet P siges at have koordinaterne (a, b), og vi kan skrive: P =(a,b) eller P(a,b).

-“»

(2)

v

Fig. A.1.25

Eksempel A.1.39.
Pa figur A.1.26 ses fglgende punkter indtegnet:

4.1), (0.3), (-2: 1.5), (-1,-3), (0.0) og (11.-3)

$(0.3)
215 &b
(0,0) !
1 5
(14.-3)
(-1,-3)
Fig. A.1.26 v
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Ovelse A.1.40.
Indtegn fglgende punkter i et koordinatsystem:
a) (1,4), (1,3), (1,2), (1,1), (2,1), (3,1), (4,1)
b) (-5,3), (8,6), (8,-2), (3,6;4,9), (0,11), (-7;-2,6)

o (-4.11). (0.-21). (V2.-43). (V2.-1). (2-3.m) v

Som det fremgar af det ovenstaende, er der en klar ssmmenhang mellem et koordinatsystem (punk-
ter i dette) og det tidligere omtalte mengdeprodukt mellem to givne mangder. Vi ser saledes, at

koordinatsystemet som helhed svarer til m@&ngden R X R (som undertiden skrives kort: R? ).

Det folgende eksempel og gvelse uddyber dette forhold.

Eksempel A.1.41.
P4 figur A.1.27 er indtegnet mengden: [3;4]x[1;2] (Overvej dette !).

Fig. A.1.27 v

Ovelse A.1.42.
Iustrér felgende mangder pa hver sin tegning:

a) |-1;4[ x[2;5]
b) AxB,hvor A={-1,2,58} og B= {-9,0,5,11,12}
c) R,x]6;8] v

Ovelse A.1.43.
Tegn en figur, der med rimelighed kan siges at illustrere me&ngden Z X Z
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Nogle yderligere maengdeoperationer.
I dette afsnit vil vi fgrst generalisere de tidligere omtalte faelles- og foreningsmangdeoperationer.

Hvis vi har mangderne A, B, C, D, E, F, G og H, sa kan vi finde fellesmangden af disse otte
mangder ved at skrive: AN B NC N D NEnNFNG N H. Hvis vi nu &ndrer navnene pa mang-
derne, sa de hedder X1 = A, Xo=B, X3=C, X4=D, X5=E, X¢=F, X7=G og Xs=H, sakan
vi kort skrive fellesmangden X1 " Xo N X3 N X4 N Xs N Xe N X7 N X g saledes:

8
XinXonXsnXanXsnXenXrnXs = ()X
i=1

hvor den variable i , der kaldes et index, i opskrivningen starter med at antage vardien 1, sa 2, sa 3
osv. indtil verdien 8. Som med gvrige variable kan ogsa index navngives som man gnsker. Der
gelder saledes f.eks., at:

8
1=

8
X; = X,
1 p=1

Pa tilsvarende made kan foreningsmangden af mange mangder ggres kortere ved at @ndre (eller
starte med) navngivningen af mengderne ved hjlp af et index. Vi far her f.eks.

7
XTuXouX3uXaiuXsuXeu X7 = UXm
m=1

Den korte opskrivningsmade for fellesmangde og foreningsmangde af mange mangder er speciel
velegnet, hvis vi skal skrive fellesmangde eller foreningsmangde af uendelig mange mangder.

Eksempel A.1.44.
Hvis vi til ethvert naturligt tal n knytter ma&ngden X defineret ved: X, = { xe N | x garopi n},

(oo}

og hvis vi her vil have fat i fellesmangden af alle disse mangder, sa skriver vi: ﬂ X, ,idet
n=1

indexet n gar fra 1 og fortsatter i det uendelige.

[ee]

Hvis vi tilsvarende vil have fat i foreningsmangden af alle disse mangder, sa skriver vi: U X, ¥

n=l1

Ovelse A.1.45.
Betragt m@&ngderne X, fra eksempel A.1.44. Argumentér for, at der galder fglgende:

a) X, ={1}, X, ={1,2}, X3={1,3}, X4 ={1,2.4}, Xs={1,5} og X ={1,2,3,6}

b) ﬁxh:{u og UX,=N v
n=I
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Som en generalisering af eksempel A.1.44 kan vi anfgre, at hvis vi for ethvert n € N har en ma&ngde

[ee]

Y, , sé angives fellesmangden af alle disse mangder ved: ﬂ Y, ., medens foreningsmangden
n=1

angives ved: U Y, , hvor indexet i1 begge tilfaelde starter fra 1 og fortsatter 1 det uendelige.
n=1

Eksempel A.1.46.

Lad for ethvert n € N mengden Y, vere givetved: Y, = |n—1;n][.

Vi ser da, at ﬂ Y, =0 og U Y, = R, AN (overvej!). v
n=1

n=1

Ovelse A.1.47:

Betragt intervallerne X, = [ —l , l} for ethvert taln € N.
n n

Argumentér for, at: U X, = [— 1,1] og ﬂ X, = { O} v
n=l1 n=1

Ovelse A.1.48.

1
For ethvert tal pe N er m@ngden Q, givet ved: Q) = }— ; 2}
P

Bestem ﬁQp og OQp v
p=l1

p=1

Det sidste mangdeteoretiske begreb, vi vil beskaftige os med, er begrebet: en ma@ngde af mangder.
Vi indleder med et eksempel til at beskrive dele af begrebet.

Eksempel A.1.49.

Lad os betragte m@&ngden F af samtlige fodboldhold i Danmark (n@rmere bestemt samtlige hold i
de danske fodboldserier). Dette er en veldefineret maengde, og X € F betyder, at X er et dansk fod-
boldhold. Men X er da selv en m&ngde, nemlig mangden af fodboldspillere, der udggr holdet X.
Hvert element i F er altsa selv en mengde, saledes at F faktisk er en mangde af mangder.
Tilsvarende ser vi, at m@&ngden M af alle molekyler i Universet er en ma&ngde af mangder, idet
hvert molekyle er en mengde af atomer. (Hvis molekylet kun bestar af ét atom, som f.eks. He, sa er
molekylet blot en mengde med ét element).

Bruger vi de s&dvanlige mangdebyggere pa disse to eksempler, sa har vi:
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F = { X | X er et dansk fodboldhold }

M= {Y|Y eretmolekyle }

Lader vi S vaere mangden af danske fodboldspillere og A mangden af atomer i Universet, sa har vi
altsa (vedrgrende tegnet: =, se side 60):

Xe F = XcS og YeM = YcA

Da ikke alle delmeangder af S udggr et fodboldhold, har vi ikke, at hvis X er en delmangde af S, sa
er X et element i F. Tilsvarende ser vi, at da en vilkarlig samling af atomer ikke ngdvendigvis dan-
ner et molekyle, sa har vi ikke, at hvis Y er en delmangde af A, sd er Y et element i M.

F hhv. M udggr altsa kun en bestemt del af alle delmengder af S hhv. af A.

For at kunne opskrive noget sadant kort, vil vi indfgre et tegn, der angiver mangden bestaende af
alle delmengder af S hhv. af A. Vi vil anvende tegnet P(S) hhv. P(A).
Vi har altsa:

PS)= {X|XcS} og PA={Y|YcA}

Og ifglge det ovenstaende har vi nu, at Fc P(S) og M cP(A). #

I forlengelse af eksempel A.1.49 giver vi fglgende definition:

Definition A.1.50.

Hvis X er en given mangde, sa er P(X) mangden bestaende af alle delmeangder af X, dvs.

P(X) = { Y| Y < X} hvormed der gelder: YcX = YePX)

P(X) kaldes potensmangden af X (Pa engelsk: The power set of X)

Eksempel A.1.51.
Hvis X = {1,2,3}, s har vi fglgende delmaengder af X: {1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3}. {1},

{2},{3} og @. (Den tomme mangde er en delmengde af en hvilken som helst mangde).
Vi har altsa:

Px)= {{123}{12}.{13}.{23}.{1}.{2}.{3}.0] v

Ovelse A.1.52.
Lad X = {0,1,2,3}. Bestem P(X).

Gor rede for, at: { X,0,{0,2},{13} } er en delmangde af P(X) w

Ovelse A.1.53.
Lad T= {a,b,c,d}. Bestem P(T). v
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Ovelse A.1.54.
Argumentér for, at hvis M er en mengde med n elementer, s& indeholder P(M) 2" elementer.

Ovelse A.1.55.
Lad X veare en given mangde. Prgv at udtrykke i ord, hvad mengden P(P(X)) bestar af.

Angiv et ikke-trivielt eksempel pa et element i P(P(X)) , hvis X = { 1,2,3 } .v

Ovelse A.1.56.
Betragt potensma@ngden P(R) af de reelle tal R.

a) Ggr rede for, at N € P(R), Z € P(R), Q € P(R) og I € P(R)
b) Lad S vare mangden af alle intervaller. Argumentér for, at S < P(R).

¢) Argumenter for, at P(Q) c P(R) v

Logik og logiske tegn.

Til sidst i dette appendix vil vi se lidt pa nogle fa begreber fra logikken.

Definition A.1.57.

Ved et udsagn forstar vi en udtalelse (en ytring eller en pastand), hvor vi entydigt kan afggre, om
den er sand eller falsk.

Eksempel A.1.58.

a) “Himmelbjerget er 3000 m hgjt” er et falsk udsagn.

b) 710 —6 =4" er et sandt udsagn.

c) 7Det er dejligt vejr i dag” er ikke et udsagn, idet det kommer an pa et skgn, om vejret er dejligt
eller ikke.

d) Udtalelser som: "Hvad er klokken ?” eller "Kom snart igen” er naturligvis ikke udsagn. ¥

Ovelse A.1.59.

Afggr, om fglgende ytringer er udsagn eller ikke, og bestem i bekreftende fald, om udsagnet er
sandt eller falsk.

a) Hun kan godt lide fiskefrikadeller.

b) 2-6=12

¢) Den Anden Verdenskrig sluttede i 1939
d) Kejser Nero var en god cyklist.

e) \/3_ =6

f) 25%+ 300 > 1000

g) Hvordan har du det ?

h) Tallet er mindre end 100

i) Alle tal er mindre end 100 w
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Lad os se lidt n&rmere pa udtalelsen “Hun kan godt lide fiskefrikadeller”. Det er ikke noget udsagn,
idet det kommer an pa, hvem “hun” star for. Men hvis vi erstatter "hun” med navnet pa en bestemt
person af hunkgn, sa far vi et udsagn frem. (Vi ser her bort fra mere subtile forhold om, hvor velde-
fineret det er at “kunne lide” eller ”ikke kunne lide”. Eksemplet er blot indledende).

Vi kan ogsa prgve at se pa: “Tallet er mindre end 100”. Igen har vi den situation, at udtalelsen ikke
er et udsagn. Men hvis vi erstatter “’tallet” med et bestemt tal, f.eks. 36,2 eller 119, sa far vi et ud-
sagn frem (hvor det fgrste bliver sandt og det andet falsk).

Udtalelser som de netop prasenterede kalder vi abne udsagn”, og hun” (eller "tallet”) omtales
som en “variabel”. Som man har for s&dvane i matematik, vil vi ofte for den variable skrive x, y
eller lignende, saledes at f.eks. "tallet er mindre end 100” anfgres som: x < 100.

Definition A.1.60.

Ved et dbent udsagn om elementerne i en mangde G forstar vi en udtalelse (en ytring eller en pa-
stand) indeholdende en variabel, hvor vi far et udsagn frem, nar den variable erstattes af et vilkarligt
element fra G.

Mzangden G kaldes grundmangden for det abne udsagn, og mangden af elementer fra G, for hvilke
udsagnet er sandt, kaldes sandhedsmangden for det dbne udsagn.

Lad f.eks. p(x) betegne det abne udsagn om naturlige tal: p(x): x <10, xe N

Vi ser da, at p(1), dvs. 1 < 10, er sandt. Tilsvarende ser vi, at p(2), dvs. 2 < 10, er sandt, osv. op til
og med 9.
p(10) er falsk, idet p(10) star for: 10 < 10. p(11), p(12) osv. er falske af samme arsag. Sandheds-

mangden for det abne udsagn: p(x): x < 10, x € N, er altsa: { 1,2,3,4,5,6,7,8,9 }
I det netop omtalte eksempel var grundmengden N. Lad nu q(z): z < 10, z € R vere et abent ud-

sagn om elementerne i R. Da er q(2), q( \/5 ), q(—= 27,41) og q(0) sande, hvorimod q(10,000001),

q(28,5) og q(523) er falske. Sandhedsmangden er her simpelt hen mangden af alle reelle tal mindre
end 10, og den skriver vi som bekendt sdledes: {ze R | z<10}.

Vi ser altsa, at selvom det abne udsagns udseende er det samme i de to prasenterede tilfeelde, sa far
vi helt forskellige sandhedsm@ngder athangigt af, hvilken grundmangde vi betragter.

Som antydet i ovenstaende eksempler, vil vi opskrive sandhedsmengden S for et dbent udsagn p(x)
med grundmangden G pa fglgende made:

S={xeG |px)}

hvilket leses: S er lig med mangden af de x indeholdt i G, for hvilke p(x) er sandt”. Ordene “er
sandt” er saledes underforstaet i opskrivningen.

Sandhedsmengden i det fgrste af ovenstaende eksempler er da: {Xe N | x <10}, og i det andet:

{Xe R | x <10} (idet vi kan benytte den betegnelse for den variable, som vi gnsker).
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Ovelse A.1.61.
Angiv sandhedsmangden for hvert af fglgende abne udsagn:

a) xX+3=8, hvor xe R
b) x>+2=0, hvor xe R
¢) 50<x<100, hvorx e N

d) y2+4y—3=—3+y2+4y,hvoryeR
e) zeren planeti Solsystemet, som er ne@rmere Solen end Jorden.
f) x=4,xeN ¢

Ud fra givne abne udsagn p(x) og q(x) med samme grundmangde kan vi danne nye abne udsagn
v.hj.a. de sakaldte udsagnsoperatorer:

Lad f.eks. p(x): x garopi 30, x € N, og q(x): x er mindre end 14, x € N, vare abne udsagn om
elementerne i N. Vi kan da se pa det abne udsagn:
p(X) A q(x): x garopi 30, og x er mindre end 14.

Udsagnet p(x) A q(x) leeses kort: ”Bade p(x) og q(x)”, og det er kun sandt, hvis bade p(x) og q(x) er
sande. Sandheds er saledes i dette eksempel lig med: { 1,2,3,5,6,10 } .

Bemark, at med indfgrelse af tegnet A kan den tidligere omtalte produktm@ngde A X B beskrives
ved:

AxB = {(a,b)lac AAbeB}

Vi kan ogsa danne det abne udsagn:
p(x) v q(x): x gar op i 30, eller x er mindre end 14.

Udsagnet p(x) v q(x) leeses kort: ”’p(x) eller q(x)”, og det er sandt, nar mindst ét af de abne udsagn
p(x) og q(x) er sandt (herunder ogsa, nar begge udsagn er sande !).

I dette tilfeelde bliver sandhedsmengden altsd: {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,30 }

Inspireret af dette eksempel kan vi opstille fglgende matematiske s@tning:

Szetning A.1.62.
La p(x) og q(x) vare to abne udsagn med grundmangde G, og lad P = { xe G | p(x)} og

Q= { xe G | q(x) } vare sandhedsmangderne for p(x) og q(x).

Da har vi, at:
a) P M Q er sandhedsmangden for p(x) A q(x)
b) P u Q er sandhedsmangden for p(x) v q(x).
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Ovelse A.1.63.
Bevis s@tning A.1.62.
Efterprgv s@tningen pa det ovenfor presenterede eksempel.

Ovelse A.1.64.
Lad p(x) og q(x) vare fglgende abne udsagn med grundmengden Z:

p(x): x er ikke negativ
q(x): 3 garopix

Angiv sandhedsmangderne for fglgende abne udsagn:
a) p(x) Aq(x)
b) p(x) v q(x) v

Hvis vi om to abne udsagn p(x) og q(x) med samme grundmangde G kan sige, at: hvis p(x) er
sandt, sa er q(x) ogsa sandt, sa skriver vi:

p(x) = q(x)

hvilket leses: ”p(x) medfgrer q(x)”.

Vi har altsa, at p(x) = q(x), hvis q(x) er sandt for alle de verdier af x, for hvilke p(x) er sandt.
F.eks. har vi: x <7 = x <9, idet alle de tal fra grundmangden, der er mindre end 7, ogsa er min-
dre end 9 (hvis et tal er mindre end 7, sa er det som bekendt ogsa mindre end 9 !).

Tegnet: = kaldes en implikationspil.

Tilsvarende skriver vi:
px) & q(x)

hvis p(x) og q(x) er sande for de samme veardier af x fra grundmangden, altsa hvis p(x) og q(x) har
samme sandhedsmangde.
Her har vif.eks.: 3x+4=10 & 3x=6 og 3x=6 & x=2

Tegnet: < kaldes en biimplikationspil, og p(x) < q(x) leses: ’p(x) er ensbetydende med q(x)”.

Undertiden vil matematiske setninger veere formuleret pa en saidan made, at det om to pastande (to
udsagn eller to abne udsagn) gelder, at den ene pastand er korrekt hvis og kun hvis den anden pa-
stand er korrekt. Dette er i realiteten det samme som at sige, at de to pastande er ensbetydende, og at
vi derfor kan satte tegnet < imellem dem. (Over dette n&ermere !)

Ovelse A.1.65.
Undersgg, om fglgende gelder:

a) x2>1= x>1

b) 2t—-4@Bt-7+(t+2)5 =8 < t=6
c) sgaropi23 = ser et primtal
e)x:\/ﬁ S x=4 @
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Ovelse A.1.66.

Lad p(x) og q(x) vere to givne abne udsagn om elementerne i en maengde G, og lad P og Q vare de
tilsvarende sandhedsmangder.

Argumentér for, at hvis vi har: p(x) = q(x),saer Pc Q. w

Ovelse A.1.67.

Lad A og B vare givne m@ngder indenfor grundmangden G.
Gor rede for at fglgende galder:

a) X e AnB © xe A AxeB

b) x e AuB © xe AvxeB

c) x e A\Bo xeAAx¢B

d) xelcA @ xeGAxeA »

For at udelukke misforstaelser og misbrug skal det fremhaves, at symbolerne: A, v, = og <
kun ma anvendes i forbindelse med udsagn og abne udsagn.

Ligeledes fremhaves det, at symbolerne: N, U, \, C og P() kun ma anvendes i forbindelse

med mangder.
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Appendix 2. Grundlaeggende funktionsteori.

Definition A.2.1. Kort definition pa en funktion.

Ved en funktion forstar vi et matematisk begreb, der til ethvert element i én mangde tilordner ét og
kun ét element i en anden mangde.

Definition A.2.2. Lang definition af en funktion.

Hvis der til ethvert element x i en mangde A er tilordnet netop ét element f(x) i en mangde B, sa
siger vi, at vi har en funktion f fra m@&ngden A ind i m@ngden B.

Mangden A kaldes funktionens definitionsmangde, hvilket skrives: Dm(f) = A, og m@&ngden B
kaldes en sekundermangde for funktionen f.

Det til x tilordnede element f(x) kaldes funktionsvaerdien af x.

Mengden af funktionsverdier: {f (x) e B| x € Dm(f) } kaldes verdimangden for f, og den skri-
ves kort: Vm(f).

Hyvis f er en funktion fra en ma@ngde A ind i en ma@ngde B, kan vi illustrere dette med en figur som
fglgende:

A f B

Fig A.2.1
og vi kan skrive: f:A — B

Vi siger ogsa, at f afbilder A ind i B, og at f er en atbildning af A ind i B. Vardimangden for f kal-
des derfor undertiden for billedmangden for f.

At et element x afbildes i f(x) skrives undertiden saledes: f:x — f(x).

En sekundermengde for en funktion er blot det samme som en mangde, der pa forhand vides at
omfatte hele verdimangden for funktionen.

En funktion kan angives pa fire mader: 1) en kurve, 2) en tabel, 3) en forskrift og 4) en algoritme.

Ad 1): Kurve.

Der teenkes her almindeligvis pa en kurve i et koordinatsystem, og der er almindeligvis tale om at
funktionen gar fra en talmangde til en anden talmengde.
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Eksempel A.2.3.
I nedenstaende koordinatsystem er indtegnet en kurve, som viser sammenhangen mellem tidspunk-
tet pa en given arbejdsdag og produktionshastigheden af et kemikalie i en kemisk virksomhed:

B,
-

‘lt 2 3 4 5 6 7 é timer
Fig. A.2.2

Ud af fgrsteaksen er afsat tiden malt i timer efter arbejdstidens begyndelse, og op ad andenaksen er
afsat produktionshastigheden malt i kg. pr. minut.

Hvis vi gerne vil vide, hvor stor produktionshastigheden er efter 1,5 timer, sa gar vi ud til 1,5 pa
fgrsteaksen, derefter gar vi vinkelret op til kurven til punktet P, og endelig gar vi vinkelret ind pa
andenaksen og afleser produktionshastigheden: 58 kg/min.

Vi ser, at der til ethvert tidspunkt svarer én og kun én produktionshastighed. Til ethvert element

te [ 0;8 ] svarer der altsa netop én produktionshastighed, som vi vil betegne P(t).

Kurven giver os altsa en funktion P, og vi ser f.eks., at P(1,5) =58.

Den kurve i koordinatsystemet, der reprasenterer funktionen, kaldes funktionens graf:

Definition A.2.4.

Lad f vaere en funktion fra en talmangde A (= Dm(f)) ind i en y
talmangde B. Ved funktionens grafiske billede — ogsa kaldet
funktionens graf — forstar vi fglgende punktmangde (se figuren): f(x)|—— — ——— -

Gr(f) = {(x,y)| xe Dm(f) A y=f(x)}

|

|

|
Et punkt (x,y) i koordinatsystemet ligger pa grafen for f, l
nar x € Dm(f) og y = f(x). ll >
Ligningen y = f(x) kaldes grafens ligning. X

Fig. A2.3

Som det fremgar af definitionen, skal der til ethvert element i definitionsmangden for en funktion f
vare knyttet ét og kun ét element 1 sekundermangden. Dette bevirker, at grafen for f skal opfylde
fglgende: Uanset hvilket x indeholdt i Dm(f) vi betragter , sa ma linjen gennem x vinkelret pa
1.aksen kun skere grafen i ét punkt. Fglgende kurve (se figur A.2.4 gverst pa naste side) er altsa
ikke graf for nogen funktion fra en talmangde til en anden talmangde:
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Y

Fig. A.2.4

Ad 2): Tabel

Tabellagte funktioner findes i et utal af eksempler. Hvis vi f.eks. ser pa listen over deltagere pa et
slankehold i et givet fitness-center, hvor holddeltagerne bliver vejet og vegten registreret hver uge,
sa har vi en funktion fra en mangde af navne (holddeltagernes) ind i de reelle tal, idet der til hvert
navn angives personens vagt (malt i kg).

Eksempel A.2.5.

Firmaet Delikat A/S har konstrueret en ny type stegetermometer og satter en salgskampagne i gang.
I nedenstaende tabel kan vi se resultatet af salgskampagnen, idet tabellen viser salgstallene pr. uge
som funktion af antal uger efter preesentationen pa markedet:

Ugenr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14

Salgstal | 200 | 253 | 230 | 286 | 321 | 370 | 355 | 422 | 519 | 610 | 576 | 623 | 560 | 519

Vi har her en funktion s med definitionsmangde: {1,2,3,4, .... .14}, idet der til ethvert ugenum-

mer i definitionsmangden er tilordnet netop ét tal: salgstallet for den pageldende uge.
F.eks. er s(5) =321 stk.

Ad 3) Forskrift

Definition A.2.6.

Ved en funktionsforskrift for en funktion f forstar vi et udtryk (en formel) indeholdende en variabel,
hvor fglgende er opfyldt:

Til enhver verdi i Dm(f) far vi den tilsvarende funktionsvardi ved at erstatte den variable med ver-
dien fra Dm(f) — og sa regne ud.

Eksempel A.2.7.
a) Formlen: g(t) = 0,6t + 300 er en funktionsforskrift for en funktion g. Definitionsmangden kan

(med mindre andet fremgar af konteksten) vere alle reelle tal R, og hvis vi f.eks. vil finde funk-

tionsvaerdien af 100, sa erstatter vi den variable t med tallet 100, og regner ud, dvs. vi far:
g(100) = 0,6-100 + 300 = 360.
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b) Udtrykket: f(x)= er funktionsforskrift for en funktion f med definitionsmangden

X —
R\{ 2}, og funktionsverdier regnes ud ved at erstatte den variable x med de givne udgangs-

2'(_3),dvs. f(-3) = 6 v
3-2 5

punkter. F.eks. er f(-3) =

Ad 4): Algoritme.

En algoritme er en beregningsprocedure /konstruktionsmetode til bestemmelse af funktionsverdier.
I princippet kan bestemmelse af funktionsverdier v.hj.a. en kurve, en tabel eller en forskrift ogsa
siges at forega ved en beregningsprocedure eller en konstruktionsmetode, men da disse optrader sa
ofte, behandles de hver for sig — og algoritmemaden omfatter de resterende procedurer/metoder.

Eksempel A.2.8.
Pa figur A.2.5 ses en cirkel C og et linjestykke L Vi definerer en funktion g:L — C fra linjestyk-

ket over pa cirklen pa fglgende made:

g(P)
L P
Fig. A.2.5

Et punkt P pa linjestykket fores over i det punkt g(P) pa cirklen, som fremkommer ved at tegne et
linjestykket AP fra P til cirklens centrum A. g(P) er da skeringspunktet mellem cirklen og AP. #

Sammenh@ngen mellem en funktion givet ved en graf, en tabel og en forskrift kan kort beskrives

som fglger:

e Vikan lave en graf ud fra en forskrift som anfgrt i det nedenstaende eksempel A.2.9.

® Vikan lave en tabel ud fra graf ved at aflese sammenhgrende vardier af 1.koordinat og 2. ko-
ordinat, og anfgre disse i en tabel. En sadan tabel dekker naturligvis kun en del af grafen.

® Vikan lave en graf ud fra en tabel (over en funktion med talm@ngder) ved at afsatte (x,f(x))—
koordinatsattene i et koordinatsystem, og sa forbinde disse punkter pa passende vis.

e Vikan lave en tabel ud fra en forskrift ved at udvalge en rekke tal, som vi vil finde funktions-
vardierne for — og sa opstille disse talset i en tabel.

¢ De sidste to muligheder, nemlig at bestemme en forskrift ud fra en graf eller en forskrift ud fra
en tabel er straks noget vanskeligere, og det kan kun lade sig g@re i specialtilfelde.

Eksempel A.2.9.

Lad os se pa funktionen f fra eksempel A.2.7 b). Vi vil tegne grafen ud fra kendskab til forskriften.
Forst bestemmer vi en rekke sakaldte stgttepunkter (hvilket svarer til at lave en tabel over en del af
funktionsvardierne). Vi far her (kontrollér):
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=]
[S—

X —4 -2 1,5 2,5 3 9
f(x) | 1,333 1 0 -2 -6 10 6 4 3 2,571

N
(@)

Disse punkter (x, f(x)) afsattes i et koordinatsystem og forbindes med en blgd kurve, idet vi dog
husker pa, at funktionen ikke er defineret i 2. Den endelige graf fremkommer dog ferst ved anven-
delse af mere avancerede begreber som differentialkvotient, monotoniforhold og grenseverdi —
begreber som vi pa ingen made skal komme ind pa her. Vi far fglgende resultat:

A
14

12
10
8
5 —

|
T T T T T T T T T T T
-10 -8 -6 -4 -2 % 4 6 8 10 12 14

|

—6 - |

]

-8+ |l

!

-10 I

124 |

12 |

144 i

Fig. A.2.6

De stiplede linjer er ikke en del af grafen, men er blot medtegnet for at vise, at
e f(x) naermer sig til 2, nar x gar mod uendelig eller minus uendelig,
o at f ikke er defineret i 2, samt at

e f(x) gar mod uendelig hhv. minus uendelig, nar x n@rmer sig 2 fra hgjre hhv. fra venstre.
Sammensatning af funktioner.

Lad f og g vere to givne funktioner, og lad x € Dm(f). Hvis f(x) € Dm(g), sa kan vi finde g(f(x)):

Dm(f) Dm(g) Vm(g)
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I denne forbindelse anfgres fglgende definition:

Definition A.2.10.

Lad f og g vere to givne funktioner. Hvis der findes x € Dm(f), sa f(x) € Dm(g), sa defineres
funktionen gof (leses: ’g sammensat med ) pa fglgende made (jfr. figur A.2.8):

(gof)(x) = g(f(x))  og Dm(gof)= { xe Dm(f)| f(x) € Dm(g) }

Dm(f) Dm(g) Vm(g)

gef Fig. A 2.8

Funktionen gof kaldes sammens&tningen af f og g, og gof siges at vere en sammensat funktion.

Pointen ved en sammensat funktion gof er, at fgrst bestemmer man funktionsverdien ved f, og for
det resultat man far, bestemmer man funktionsverdien ved g.

Eksempel A.2.11.
a) Hvis f(x) = X% +6 og g(x)= %x + 2, sa er Dm(f) og Dm(g) begge lig med R, sa der er ingen

problemer med at beregne (g o f)(x) eller (f o g)(x). Vi ser saledes at:
(gof)(x) = gf(x) = g(x*+6) = L(x* +6)+2 = 1x* +5, altsi:
(gof)x) = 1x% 45
(fog)(x) = flg) = f(1x+2) = Ax+2)?+6 = x> +2x+10, altsi:
(fog)(x) = 1x* +2x +10.
b) Hvis f(x) =3x +9 og g(x) = Vx , sd er Dm(g) = [ 0;00[, hvormed det kraves, at 3x + 9 > 0 for
at vi kan udregne g(f(x)). Definitionsmangden for gof er altsa [ —3;00 [ , og forskriften for gof

findes saledes: (gof)(x) = g(f(x)) = g(3x+9) = V3x+9,dvs. (gof)(x) =V/3x+9, x>-3

Injektive og omvendte funktioner.

Definition A.2.12.

En funktion f kaldes injektiv, hvis der til ethvert y € Vm(f) findes netop ét x € Dm(f), sa f(x) = y.
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For funktioner, der har en graf, kan situationen i definition A.2.12 illustreres pa felgende made:

A
Y-
|
|
/ |

I
- v
X

Fig A.2.9

Funktion med forskriften f(x) = x2 er ikke injektiv, idet vi f.eks. har, at f(-3) = f(3) = 9, hvorimod
f.eks. funktionen med forskriften f(x) =4x + 17 er injektiv. (Overve;j!)
Den tabellagte funktion omtalt i eksempel A.2.5 er ikke injektiv, idet s(9) = s(14).

I forbindelse med injektive funktioner gelder der fglgende s@tning:

Satning A.2.13.

Om en given funktion f galder, at fglgende tre udsagn er ensbetydende:
1) ferinjektiv

2) Foralle x;, x, € Dm(f): x; # x, = {(x;) # {(xy)

3) Foralle x;, x,e Dm(f): f(x7) =1(x,) = x| =X

S@tningen bevises ved at vise, at 1) = 2), 2) = 3) og 3) = 1) (Overvej !), og hver af disse tre
implikationer vises v.hj.a. et simpelt indirekte argument. Detaljerne i beviset overlades til leseren.
For funktioner, der har en graf, kan dele af indholdet i setning A.2.13 illustreres pa fglgende made:

flx,)4 —— —

f(x1) - =

Fig. A.2.10

Satning A.2.14.

Sammensetningen af to injektive funktioner er ogsa injektiv, dvs.
Hvis f og g er to injektive funktioner, sa er gof ogsa injektiv.

Bevis: Lad x;,x, € Dm(gof) vere vilkarligt valgt, dog saledes at x; # X, . Ifglge s@tning 2.13
skal vi vise, at (gof )(x;)#(gof)(x,).

Da f er injektiv har vi: x; #x, = f(x;)# f(x,), 0og da gerinjektiv har vi, at f(x;) # f(x,) =
g(f(xq)) # g(f(x,)). Men dette er det samme som at (gof )(xy)#(gof )(xy).

Hermed er s@tningen bevist. ¥
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Hvis vi igen ser pa den grundleggende definition pa en funktion (definition A.2.1), sa kan den ud-
trykkes sdledes: Vi har en funktion g fra en mangde A ind i en mangde B, hvis der til ethvert ele-
ment i A ved g tilordnes netop ét element i B. Hvis vi sa ser pa definitionen af en injektiv funktion,
sa har vi netop denne situation, idet der til ethvert element y € Vm(f) (= A) svarer netop ét element
x € Dm(f) (= B), hvor x er bestemt ved, at f(x) =y.

Dette fgrer til folgende definition:

Definition A.2.15.

Hvis f er en injektiv funktion, sa har vi samtidig en funktion fra Vm(f) ind i Dm(f). Denne funktion

kaldes den omvendte funktion til f, og betegnes -1 Og der gzlder at: f -1 (y)=x & y=1(x)

Indholdet i definition A.2.15 kan illustreres som vist pa figur A.2.11, og hvis funktionen f har en
graf, kan situationen ogsa illustreres som vist pa figur A.2.12:

Vin(f') \

£ —
|
T
Fig A2.11 Fig. A.2.12

Vi bemearker, at Dm(f™) = Vm(f) ogat Vm(f™) = Dm(f).

For nogle injektive funktioner med en forskrift kan vi finde en forskrift for den omvendte funktion,
for andre injektive funktioner kan vi finde en algoritme (en procedure) for den omvendte funktion,
og for nogle injektive funktioner ma vi blot ngjes med at vide, at den omvendte funktion eksisterer.

Eksempel. A.2.16.
a) Vi vil finde en forskrift for den omvendte funktion til: f(x) = 2x — 6 (Overvej, at f er injektiv !).
Ifglge definition A.2.15 har vi:

X=f_1(y) S y=fx) & y=2x-6 & y+6=2x & x= %y+3

dvs. f_l(y): %y+3.

. 1 o .
b) Funktionen g(x) = 13 x > =3 er injektiv, og har dermed en omvendt funktion. Dette ses af,
X+

at ligningen g(x) = y kun har én Igsning x for en given vardi af y, og dette indses saledes:
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Vi ser dermed samtidig, at g_1 (y) = 1=3y , hvormed forskriften for g_1 er fundet.
y

Det overlades til le&seren at argumentere for, at Dm( g_1 =R,

Satning A.2.17.

Hvis en funktion f er injektiv, sa er dens omvendte funktion f -1 ogsa injektiv.

Bevis: Lad y;,y, € Vm(f) vere vilkarligt valgt, dog saledes at y; #y,. Ifplge setning A.2.13
skal vi vise, at f_l(yl) * f_l(yz) . Da fer injektiv, findes der netop ét x;, sa f(x;) = y; og netop
ét X,,saf(x,)=y,,o0gvihar,at x; = f_l(yl) 0g X, = f_l(yz).

Antag, at x; =X,. Saer f(x;) = f(x,), og dermed er y; =y, . Men det strider imod forudsatnin-
gen om, at y; #y,. Antagelsen x; =X, kan altsd ikke g@lde, hvormed vi far, at x; # x,. Men det

betyder sa, at -l (y)) # £ (y,), hvormed det gnskede er bevist. ¥

Som det fremgar af definition A.2.15 og figur A.2.11, gaelder der felgende satning (overvej !):

Satning A.2.18.

Lad f vaere en injektiv funktion. Da galder, at

! (f(x)) = x for alle x € Dm(f) og f(f_l(y)) =y foralley e Vm(f)
hvilket ogsa kan formuleres saledes:

(f_1 of)(x) = x forallex e Dm(f) og (fo f_l)(y) =y foralleye Vm(f)

Funktionerne f og f ! er altsd hinandens omvendte funktioner.

Surjektive og bijektive funktioner.

Definition A.2.19.

Lad f vaere en funktion fra en mangde A ind i en ma&ngde B.
Hvis Vm(f) = B, sa siger vi, at f afbilder A pa B, og f siges at vere surjektiv.

En funktion f er altsa surjektiv, hvis alle elementer i sekundermangden er funktionsverdi (billede)
af et eller andet element fra definitionsmengden. (surjektiv udtales ”syrjektiv”, jfr. fransk).
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Eksempel A.2.20.

a) Funktionen®: Z xN — Q givet ved: 6 (n,m) = S er surjektiv, idet ethvert rationalt tal kan
m

skrives som et helt tal delt med et positivt helt tal (overvej !).

b) Funktionen g: R — [O;oo[ defineret ved: g(t) = t er surjektiv (overvej !).

¢) Funktionen f: R — R givet ved: f(x) =5x+ 12 er surjektiv. (Overvej!) @

Definition A.2.21.

Lad f vare en funktion fra en mangde A til en maengde B.
Hvis f bade er injektiv og surjektiv, sa siger vi, at f er bijektiv. Og f kaldes en bijektion af A pa B.

Overvej, at funktionerne 6 og g i eksempel 2.20 ikke er bijektioner, hvorimod funktionen f er.

Hvis f: A — B er injektiv, sa geelder der ifglge setning A.2.13, at:

For alle x;, x,€ Dm(f): x; # x, = f(x7) # f(x5)
dvs. forskellige elementer 1 A afbildes i forskellige elementer i B, men der kan godt i B vare ele-
menter, som ikke er funktionsverdi af noget element fra A. Vi ser dermed, at der ma vare mindst
lige sa mange elementer i B som i A

Hvis f: A — B er surjektiv, sa gelder der, at B = Vm(f) = {f(x)| X € A} . Da f er en funktion, er

der pr. definition for ethvert x € A tilordnet netop ét element f(x) i B — men der kan godt vere flere
elementer i A som har samme funktionsverdi. Vi ser dermed, at der ma vare mindst lige sa mange
elementer i A som i B.

Hvis f: A — B bade er injektiv og surjektiv, sa ser vi alt i alt, at der ma vare lige mange elementer
i A og B. Dette resultat ligger til grund for definitionen af &kvipotens i definition 1.2 (side 4).

Noget om maengder i forbindelse med funktioner.

Definition A.2.22.
Lad f: A — B vare en funktion fra en m@ngde A ind i en m@ngde B, og lad S vere en delmangde
af A, dvs. S < A. Ved billedet af S ved f forstar vi maengden f(S) givet ved:

f(S)= {f(x)e B| x e S}

f(S) er altsa mangden af alle funktionsveardier der fremkommer, nar den uafthengige variable gen-
nemlgber S. Det overlades til l&seren at tegne en figur, der illustrerer situationen.
Specielt har vi, at f(@) = @ og at f(A) = Vm(f)
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Eksempel A.2.23.
a) Betragtf: R - R givet ved: f(x) = x* .

Dahar vi, at: f({1,2}) = {14} og f({1.7.-3,-4.4}) = {1.49,9,16}

b) Betragt g: R > R givet ved: g(x)=-2x+5. Daerg(]3,7]) = [-9,—1[ (Overvej!) v

Definition A.2.24.
Lad f: A — B vare en funktion fra en m@ngde A ind i en m@ngde B, og lad T vare en delma@ngde

af B, dvs. T < B. Ved det inverse billede af T ved f forstar vi maengden f -1 (T) givet ved:

f74(T) = {xe Al f(x) e T}

Bemark, at definitionen pa det inverse billede ikke forudsztter, at funktionen f er injektiv — anven-

delsen af symbolet f -l (T) ma derfor ikke forveksles med symbolet f -l (y), hvor f er en injektiv

funktion og y er et element i Vm(f). f -1 (T) beskriver blot, at vi gar den modsatte vej” af funktio-

nen f for at finde alle de elementer 1 A, der afbildes overi T.
Det overlades til leseren at tegne en figur, der illustrerer situationen i definition A.2.24.

Eksempel A.2.25.
Betragt funktionen f: R — R givet ved: f(x) = x2. Daer:

a) f1d 1,4 ={1,2,-1,-2) b) 7' 2.3.4}) = {V2.-v2.43.-3. 2, -2}
o £ (12D =|2,-1]u| V2] & T'{-1-4h =0 v

Hvis mengden T i definition A.2.24 bestér af kun ét element q, dvs. hvis T = { q }, sa ser vi, at
f_l({q}) = {X € Dm(f)| f(x) =q}

£ ({ q}) eraltsd mengden bestaende af alle de elementer i Dm(f), for hvilke funktionsverdien er

lig med q.

Ovelse A.2.26.
Betragt en funktion h: X —Y. Argumentér for fglgende to udsagn:

a) Funktionen h er injektiv, hvis og kun hvis der for alle y € Y gelder, at h_l({y}) enten er den
tomme mangde eller bestar af praecis ét element.
b) Funktionen h er surjektiv, hvis og kun hvis der for alle y € Y geelder, at h™'({y}) =@
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Appendix 3. Nogle egenskaber ved de reelle tal.

Vi starter dels med en kort repetition af nogle fa emner fra Appendix 1, dels med at omtale nogle
specielle egenskaber ved de rationale og de hele tal.

Fra Appendix 1 ved vi bl.a., at:

e De reelle tal R (dvs. alle tal pa tallinjen) bestar af de rationale tal QQ og de irrationale tal I,
dvs. R=Q U, hvor der gelder: Q N1 = @.

e De rationale tal Q er mengden af tal, der kan skrives som brgker imellem to hele tal, hvor
navneren er forskellig fra nul, og de irrationale tal I er de tal, som ikke har denne egenskab.

e Mzangden Z af hele tal er en delmangde af de rationale tal, dvs. Z < Q, idet ethvert helt tal

kan skrives som en brgk imellem sig selv og tallet 1.

Ethvert rationalt tal kan i1 gvrigt skrives som en uforkortelig brgk mellem to hele tal, idet vi kan for-
korte brgken mellem de to hele tal indtil den ikke kan forkortes mere (dvs. bliver uforkortelig).

Endvidere gelder det, at Q er afsluttet overfor regningsarterne: addition (+), subtraktion (- ) og mul-

tiplikation (- ), dvs. at en sum, en differens eller et produkt af to rationale tal giver et nyt rationalt tal.
Vi viser dette for addition (+), og overlader argumenterne for subtraktion (—) og multiplikation (-) til
leseren.

Vi skal altsa vise, at hvis p og q er rationale tal, sa er p + q ogsa er rationalt tal. Da p og q er rationa-

le, findes her hele tal m, n, s og t, sa: p= m og q= % Ud fra dette ser vi, at:
n

m S m-t+s-n
p+q= —+-=—"T"——""
n t n-t
og da et produkt og en sum af hele tal giver hele tal ser vi, at m-t + s-n og n-t er hele tal. p + q er
derfor skrevet som en brgk mellem hele tal, dvs. p + q er et rationalt tal.

Om de hele tal Z gzlder, at hvis m € Z er ulige, si er m? ogsa ulige.

Dette bevises pa fglgende made:

Hvis m er ulige, sa findes et helt tal n, sa m = 2n + 1 (overvej!), hvormed vi far, at:

m? = (2n+ 1)> = 4n’ + 4n + 1. Da 4n? og 4n er lige tal (de er hele tal ganget med 4), si er 4n* + 4n
ogsa et lige tal. Nar vi s& leegger 1 til dette, far vi et ulige tal, hvormed vi ser, at m? er ulige.

Vi ser dermed ogs4, at der for et helt tal p gzlder, at hvis p? er lige, s er p selv lige.
Dette skyldes, at et helt tal enten er lige eller ulige, og hvis p var ulige, sa ville p* ogsa vare ulige,
og det er jo ikke tilfzldet, idet p? er forudsat at vere lige.

Efter denne indledning gar vi nu i gang med de egentlige emner for dette appendix. Det fgrste vi vil
bevise er, at der overhovedet eksisterer irrationale tal, idet vi starter med fglgende bergmte s@tning:
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Satning A.3.1.

V2 ¢ Q, dvs. V2 er et irrationalt tal.

Bevis:

Vi beviser s@tningen ved et indirekte argument. Vi antager altsa, at J2 e Q, dvs. at V2 eret rati-

onalt tal, og vi vil sa vise, at dette fgrer til en modstrid (dvs. noget, der er logisk forkert).

Da \/E € Q, kan \/E skrives som en uforkortelig brgk mellem to hele tal.

Vi antager altsa, at V2 = p , hvor p og q er hele tal, og hvor brgken er uforkortelig.
q

AF 2 = B ses at (v2)% = ()2 og dermed, at p? = 2.q% Da ¢ er et helt tal, ses det, at p® er lige.
q q

Ifglge de indledende kommentarer er p derfor selv lige. Der findes saledes et helt tal s, sa p = 2s,
hvilket indsat i p*> = 2-q® giver: (2s)> = 2-q°, hvoraf vi fir: q° = 2-s%. Dette betyder, at q*> ogsa er lige,
og dermed, at q selv er lige. Vi har saledes, at bade p og q er lige. Men dette er i strid med, at brgken

P uforkortelig. Vi er hermed kommet til en modstrid, hvormed den oprindelige antagelse om at

q
V2 er et rationalt tal ikke kan galde. 2 er altsd et irrationalt tal. Hermed er s@tningen bevist. ¥

Om de irrationale tal I gzlder bl.a. fglgende:

Satning A.3.2.

For ethvert rationalt tal q og ethvert helt tal n ( n # 0) gelder, at q + Q el
n

Der findes derfor uendeligt mange irrationale tal , og der findes mindst lige sa mange irrationale tal,
som der findes rationale tal.

Bevis:

Vi fgrer et indirekte bevis: Antag altsa, at q + Q € Q. Da Q er stabil overfor +, —og -, ogdaq
n

. . 2 ) 2 2
og n er rationale tal, ser vi, at: q+ — € Q giveros,at: q+ — —qe Q, dvs. — € Q.
n n n

Og dermed far vi, at: ﬁ ne Q, dvs. \/E € Q. Dette er imidlertid i strid med satning A.3.1,
n

hvormed fgrste del af setning A.3.2 er bevist.

Hvis n =1 ser vi specielt, at q + V2 e I Heraf fis de to sidste pastande i setningen: Dels ses, at da

der er uendelig mange rationale tal (de rationale tal indeholder bl.a. de hele tal), er der uendeligt

mange irrationale tal, og dels ses, at for ethvert rationalt tal q findes der et irrationalt tal q + V2
Hermed er s@tningen bevist. ¥
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Ovelse A.3.3.
. _ V2 . 213
Opskriv de 15 irrationale tal ¢ + — , der fremkommer, nidr q =5, q =-265,89 hhv. q = ECa og
n

n=-3,n=2,n=18, n =54 hhv. n = - 2000.
Udregn en tilnermet vaerdi pa regnemaskinen og kommentér resultatet.

Vi n@vner uden bevis, at for ethvert primtal p galder, at \/E e I, samt at der findes mange andre

irrationale tal end kvadratroden af visse hele tal. Et af de bergmteste er tallet T (som er fastlagt ved
forholdet mellem omkredsen og diameteren 1 en cirkel).

Vi vil nu ga over til at se pa andre serlige egenskaber ved de rationale og de irrationale tal.

Der gelder nemlig om dem begge, at de ligger tet i R, hvilket betyder, at uanset hvilke to reelle tal

man tager (og underforstaet: uanset hvor tet de to valgte reelle tal ligger pa hinanden), sa findes der
bade et rationalt og et irrationalt tal imellem disse to tal. Der geelder altsa fglgende satning:

Satning A.3.4.
1) De rationale tal Q ligger tet i de reelle tal R, dvs. uanset hvor tet to forskellige reelle tal ligger

pa hinanden, sa findes der et rationalt tal imellem dem.

2) De irrationale tal T ligger tet i de reelle tal R, dvs. uanset hvor tet to forskellige reelle tal ligger

pa hinanden, sa findes der et irrationalt tal imellem dem.

Bevis:

Ad 1): Ladr; og r; veere to vilkarligt valgte reelle tal, hvor ri < 2. Vi skal da bevise, at der findes
et rationalt tal q, som ligger imellem r; og r2, dvs. som opfylder: r1 <q<r

Lad n € N vere valgt, sa n > (N er som bekendt mangden af de positive hele tal).

LT
Dette er muligt, da N fortsatter i det uendelige. Lad herefter m vere det mindste hele tal, som op-

fylder, at: m > n-r2. Vi vil nu bevise, at hvis vi s@tter q = m , sa opfylder q det gnskede.

Da q er en brgk mellem to hele tal, er q et rationalt tal. Vi skal derfor undersgge stgrrelsen af q.
Fgrst bevises, at q <r12:
Ifglge definitionen af m har vi, at m — 1 < n-r2, og da n er positiv, kan vi dividere med n uden at

vende ulighedstegnet, hvormed vi far: m=
n

<T12.

<r.

. . o . . m
Dernzast bevises, at r1 < . Vi benytter et indirekte bevis, og antager altsa, q <ry, dvs. at
n

Vi vil sa argumentere for, at dette fgrer til en modstrid, hvormed der ma gelde, at r; < q.

. m o . e
Hvis <1 far vi ved multiplikation med n, at m — 1 <n-r; og dermed, atm <n-i + 1
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Af n >

far vi, idet r> — 1 er et positivt tal, at n-(r2 —r1) > 1 og dermed: n-r2 — n-r; > 1, hvilket
L, =1

giver os: n'r2 > nri + 1. Kombineres dette med m <n-ry + 1, ser vi, at m <n-r2, hvilket er i strid
med, at m er valgt, si m > n-ro. Hermed er setningens 1. del bevist.

Ad 2): Ladr; og 2 vaere to vilkarligt valgte reelle tal, hvor r1 < 2. Vi skal da bevise, at der findes
et irrationalt tal s, som ligger imellem r; og 12, dvs. som opfylder: ri <s<n

Da de rationale tal QQ ifglge 1. del af satningen ligger teeti R, findesettalqe Q,sari<q<n

Lad n vere et positivt helt tal som opfylder, at n > . Da 2 — q er positivt, far vi hermed, at

r,—q

n(r—q)> V2 og dermed, at: > —q> Q . Dette giver os endeligt, at q + Q <n.
n n

2 . 2 L 2 . o
Da —> 0 har vi desuden, at 11 <q<q+ —. Hvis vi s@tter s = q + —, sd ser vi altsa, at
n n n

11 <s <r, ogdas ifglge setning A.3.2 er et irrationalt tal, er s&tningen bevist. ¥

Ovelse A.3.5.
a) Bestem et rationalt og et irrationalt tal imellem 3,123456788 og 3,123456789

b) Bestem et rationalt og et irrationalt tal imellem J5 og 2,236068
¢) Bestem et rationalt og et irrationalt tal imellem — 2000,0000000001 og —2000 %

Satning A.3.4 har mange konsekvenser vedrgrende egenskaber ved de reelle tal. Vi vil her se pa
nogle fa af disse:

e Hoyvis a er venstre endepunkt i et interval J, hvor a ¢ J (dvs. intervallet er abent hen mod a), sa
findes der ikke noget mindste tal 1 intervallet.
Hvis vi f.eks. ser pa intervallet J = 141 ; 200[, sa er 41 ikke med i J, og der findes ikke noget tal i
J, som er det mindste (dvs. som er stgrre end 41 men samtidig mindre end alle de andre tal 1 in-
tervallet). Dette skyldes, at uanset hvor tet pa 41 vi vaelger et tal t, f.eks. t = 41,00000000001, sa
er der ifglge s@tning A.3.4 bade et rationalt og et irrationalt (og dermed reelle) tal imellem a og t.

e Hoyvis b er hgjre endepunkt i et interval J, hvor b ¢ J (dvs. intervallet er abent hen mod b), sa fin-
des der ikke noget stgrste tal i intervallet. (Argumentet overlades til l&seren som en gvelse).

o  For lesere, der kender til begrebet greenseverdi, kan fplgende bemeerkes:
I forbindelse med greenseverdi taler vi om, at en variabel stgrrelse x gar imod et givet fast tal X,
hvilket skrives X — Xo. Vi kan f.eks. have, at x — 5, hvor det faste tal xo = 5.
Dette betyder, at x kan komme lige sa taet pa xo, som det skal vere — uden nogensinde at blive
lig med x, !!
At noget sadant giver mening fremgar bl.a. af, at uanset hvor tet x er pa Xo, sa findes der ifglge
setning A.3.4 stadigvak reelle tal imellem x og X,, bade rationale og irrationale tal.

Steen Bentzen: ”Uendelighed og kardinalitet — meengder og de reelle tal.”



-77 -

I forlengelse af setning A.3.4 anfgrer vi folgende s@tning:

Satning A.3.6.

I ethvert interval (dvs. imellem to vilkarlige reelle tal) findes der uendeligt mange rationale og uen-
deligt mange irrationale tal — og dermed altsa ogsa uendeligt mange reelle tal.

Bevis:

Betragt intervallet fra a til b, og lad ¢ vere dette intervals midtpunkt. Da a < ¢, findes der et rationalt
tal 1 imellem a og ¢, dvs. a < q1 < ¢, og tilsvarende ses, at der findes et rationalt tal g2 imellem ¢ og
b, dvs. ¢ < q2 <b. Vi har dermed to rationale tal q; og q2 imellem a og b, hvor qi < q2. (Tegn en
skitse af situationen !)

For ethvert m € N galder (overvej !), at a< q, + 279 < q2<b, ogdatallet q, + 2791 g
m m

rationalt tal (overvej !), er der uendeligt mange rationale tal mellem a og b.

Det er muligt at vaelge et positivt helt tal p, sa a < q +£ < b. Vi skal blot vaelge p >
p

a2

(overvej dette !). Hvis n € N er stgrre end p, saer a< q, +T <q,+— <b.

b—q;

Da der er uendeligt mange hele tal n stgrre end p, er der ifglge s@tning A.3.3 uendeligt mange irra-
tionale tal mellem a og b.
Hermed er s@tningen bevist. ¥

De reelle tal har mange flere interessante egenskaber. En af de vigtigste egenskaber — som vi ikke
kan bevise her, men dog nok fornemme pa baggrund af bl.a. de ovenfor omtalte egenskaber — er, at
de reelle tal er et kontinuum (dvs. en sammenhaengende talmaengde uden huller). Dette bergres
yderligere i tekstens kapitel 2.

Der er altsa ingen steder pa tallinjen, hvor der ”mangler”” noget tal.

Intervalruser.

Definition A.3.7.

Ved en intervalruse forstas en uendelig reekke af ikke-tomme, lukkede, begraensede intervaller

L, Is, ....... I P , hvorom der galder, at

e cthvert interval i rusen er en delmangde af det foregaende interval, dvs.:
L[oLohLo... oI, 2.

e lengden af et vilkarligt interval i rusen er hgjst halvdelen af det foregdende intervals l&ngde
dvs. forallene N: /(I )< % -((1,), hvor /(I) betyder lengden af intervallet 1.

Vi bemearker, at det i en intervalruse galder, at /(1) < %-K(II) for allen € N (Overvej !).
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(e}

Hvis vi ser pa faellesmangden ﬂ I,, af alle intervallerne i en intervalruse, sa er det klart, at denne

n=I
fellesma@ngde hgjst kan indeholde ét tal. Hvis vi nemlig har to forskellige tal p og q, hvorp<q,
£dy) _ (I)
sa findes der et naturligt tal n, sa Y , hvormed der galder, at: q—p = 2n—11 = ((1,).
q-p

Da q—p er afstanden mellem p og q ser vi derfor, at p og q ikke begge kan ligge i intervallet I, .

Omvendt ma det vere oplagt (bl.a. nar vi tenker pa de egenskaber ved de reelle tal, der er beskrevet
i det foregaende), at der findes et tal, som ligger i alle intervaller i rusen.

Dette er en af de fundamentale egenskaber ved de reelle tal, som vi ikke kan bevise, men som ma
anfgres som et sakaldt aksiom byggende pa de reelle tals opbygning og egenskaber.

Aksiom A.3.8. (Intervalsammensngvringsaksiomet).

[ee]

Enhver intervalruse fastlegger netop ét reelt tal, dvs. fellesmangden ﬂ I, bestar af netop ét tal.

n=1

Eksempel A.3.9.
Betragt intervallet I; = [ 0;1 ] . Ud fra I; kan laves en intervalruse ved som det naste interval i rusen

at tage skiftevis den venstre og den hgjre halvdel af det foregaende interval.
Man kan bevise, at denne intervalruse bestemmer tallet % , men beviset udelades her.

Ovelse A.3.10.
Opskriv de fgrste otte intervaller 1 den intervalruse, der omtales i1 eksempel A.3.9 — og argumentér

for, at % er indeholdt i dem alle sammen.
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