Pythagoras

matematikhistorie og dynamisk geometri
med TI-Nspire
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Det er malet at eleverne som resultat af forlgbet skal kunne handtere formler, kunne overssetter mellem
symbolholdig og naturligt sprog, opstille geometriske modeller, redegore for matematiske reesonnementer og
beviser, demonstrere viden om matematikkens udvikling i samspil med den historiske og kulturelle udvikling
samt anvende it-veerktgjer.

Materialet knytter sig til det supplerende stof som et sammenhsengende matematik-historisk emne. Det er
ambitionen at eleverne som resultat af forlgbet skal opnd en viden om Euclids rekonstruktion af
matematikken pa et geometrisk grundlag samt den aksiomatisk deduktive bevisfaring.

Som overfagligt mal skal eleverne leere notatteknik idet eleverne lebende med egne ord skal dokumentere
deres svar og lgsninger til gvelserne i materialet.

Eleverne vil arbejde eksperimentelt og leere at lave dynamiske geometriske konstruktioner. Det er ambitionen
at eleverne gennem forskellige repreesentationsformer opnar sterre forstaelse for emnet. Materialet giver
desuden mulighed for undervisningsdifferentiering og vil kunne anvendes til alle niveauer C-A.

Nogle af gvelserne forudseetter udarbejdelse af tns-filer, der skal stilles til radighed for eleverne.
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Ovelse 1: Hvem var Pythagoras?
Du skal pa Internettet finde ud af hvem Pythagoras var. Du skal i din
undersoggelse komme ind pa felgende:

e Hvor og hvornar

e Det Pythagoreeiske religiose broderskab og livsfilosofi

e Pythagoras leereseetning

Skriv dine svar her idet du ogsa skal angive hjemmesidens webadresse:

Pythagoras leeresaetning
Allerede i folkeskolen stifter vi bekendtskab med Pythagoras laereszetning:

I en retvinklet trekant er summen af kvadratet pad
kateterne lig kvadratet pa hypotenusen:

b2

Den moderne notation kan vi udtrykke Pythagoras leeresesetning ved ligningen
a? 4+ b? = c?. Denne ligning kender vi allerede fra folkeskolen!?

Det er dog helt bevidst her at skrive sesetningen “geometrisk” uden brug af
bogstaver. Vi skal helt frem til Leonhard Euler (1707-1783) for det blev
almindeligt at udtrykke ligninger med bogstaver. Seetningen siger altsa at hvis vi
har givet en retvinklet trekant vil summen af arealerne "pd” kateterne svare til
arealet "pd” hypotenusen.

Fagligt mal:

Eleverne skal kunne redegere for
den graeske matematiks udvikling i
samspil med den historiske og
kulturelle udvikling.

Udbytte:

Eleverne leerer at angive kilder
samt at veere kildekritiske i forhold
til anvendelse af Internetsider.

Eleverne bidrager til en feelles
forstaelse af den  historiske
kontekst.

Taksonomisk beveeger eleverne sig
mellem det redegerende og
analytiske niveau (BLOOM).

Didaktiske

overvejelser:
Ved en opsamling pa klassen vil
eleverne givet vis komme med
forskellige bud pa hvornar
Pythagoras levede.

Dette kan bruges til en diskussion
af hvilke hjemmesider der er mest
troveerdige samt en diskussion af
hvorledes man historisk
tidsbestemmer hvornar bestemte
personer levede.

Personer kan i kilder veere neevnt
sammen med andre personer som
man har kendskab til hvornar
levede. F.eks. refererer Archimedes
til Euclids elementer hvorfor man
ved at Archimedes ma have levet
efter eller samtidigt med Euclid.

Astronomiske feenomener anvendes
ligeledes til at tidsbestemme
perioder. En bestemt
solformerkelse naevnt i en kilde gor
det muligt at tidsbestemme
begivenheden hvis stedet er kendt.
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Geometrisk konstruktion af Pythagoraeisk tripel
Tallene 3, 4 og 5 udger sammen et af triplerne, der var seerlig interessante for
Pythagoreeerne idet de som heltal tilfredsstillede Pythagoras leeressetning. Det er
let at vise at (3,4,5) triplen tilfredsstiller ligningen: a? + b? = ¢? idet:

32+ 4*=9+16=25= 52

Men lad os skrue tiden tilbage til Pythagoras tid og lave en geometrisk
konstruktion der beskriver relationen af triplerne 3, 4 og 5 i en retvinklet
trekant. Bemeerk at dette ikke er en konstruktion som Pythagorseerne ville
benytte sig af til at bestemme tripler!

Aben en geometriapplikation i TI-Nspire idet du velger Plangeometrisk
Visning. Kontroller under dokumentindstillinger i Filer-menuen at vikler
males i grader.

o Ml et 11 S
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Vi vil nu gerne konstruere en kvadrat som er et de fem reguleere polygoner. Veelg
menupunktet Reg. Polygon i Former-menuen. Klik en gang i tegnefladen for at
markere centrum for kvadratet, klik et nyt sted for at markere et hjerne for
kvadratet, for musen i negativ omlgbsretning (med uret) omkring centrumet for
at bestemme typen af polygon og klik nar der star { 4 } for at konstruere et
“enheds”-kvadrat:

NESEINEES39 O
g .
(5] restangst . !

Grib i fat centrum for kvadratet for at sendre storrelse og rotation i tegnefladen.
Veelg menupunktet Refleksion fra Transformations menuen, klik to gange pa
en af kanterne af enhedskvadratet for at spejle det oprindelige enhedskvadrat en
gang idet kanten udger spejlingsaksen:

MBHEAHEAAEE
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Lav nedenstéende konstrution ved hjeelp af Refleksion-veerktgjet:

lcm

+

Konstruér herefter trekant ABC som vist herunder med Trekant-veerktgjet og
kontrolér at vinkel ACB er ret. Du kan hgjre-klikke pa trekanten for at aendre
udseendet af trekanten idet du veelger Attributter.

Brug piletasterne pa computerens tastatur for at "farvelaegge” trekanten og
eendre at tykkelsen af trekantens rand:

T
g |

Udmal vinkel CAB med Vinkel-veerktgjet. Veelg Rotation-veerktojet, klik pa den

Fagligt mal:

Gennem  ovelsen demonstreres
opstilling af en geometrisk model til
beskrivelse af Pythagoreaeiske
tripler.

Forudszetning:

Ovelsen kreever ikke nogen seerlige
forudseetninger idet ovelsen er
instruktiv. Eleverne skal konstruere
de viste figurer.

Udbytte:
Som resultat af ovelsen skal
eleverne opnad en geometrisk

begrebsafklaring i forhold til
udtrykket "kvadratet pa”.

Den simple geometriske
konstruktion som eleverne laver i
denne ovelse danner grundlag for
elevernes egne konstruktioner i de
folgende ovelser.

Taksonomisk opererer eleverne i
denne ovelse pa det enkelt-
strukturelle niveau (SOLO).

Didaktiske

overvejelser:

Det kan veere hensigtsmeessigt at
lave en opsamling af gvelsen pa
klassen for at sammenfatte
resultatet af konstruktionen.
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udmalte vinkel (53.1°), det forste konstruerede kvadrat ved punkt A og til sidst
punkt A:

Brug herefter Refleksion-veerktgjet til at konstruere enhedskvadraterne langs
trekantens hypotenuse. Skjul nu de to enhedskvadrater, der nedenfor i midten
er markeret med sort ved at hgjreklikke pa kvadraterne og vaelge Vis/Skjul:

Vores retvinklede trekant ABC er nu omsluttet af enhedkvadrater langs randen.
Vi ser at kateten b “maler” 3 enheder udmalt ved hjeelp af antallet af
enhedskvadrater langs kateten. Tilsvarende er a = 4 og ¢ = 5.

Vi feerdigger nu vores konstruktion ved at bestemme arealet af kvadraterne pa
kateterne og hypotenusen idet vi bruger Refleksion-veerktgjet til at spejle
enhedskvadraterne:

Vi ser at arealet af kvadratet pa kateten b udger 9 enhedskvadrater, arealet pa
kateten a udger 16 enhedskvadrater og kvadratet pad hypotenusen c udger 25
enhedskvadrater. Vi har nu lavet en konstruktion der (tilsyneladende!) viser en
en-til-en korrespondance mellem enhedskvadrater pa hypotenusen og
enhedskvadraterne pa begge kateter. Altsd svarer arealet af kvadratet pa
hypotenusen til summen af arealerne af kvadraterne pa kateterne da 25=9+
16:

Besog http:/ /home.hia.no/~cornelib/animasjon /matematikk /digivitalis /geometri.htm og
prov animationen der er vist herunder:
S I Pythagoras N Puzzle

HHHE Klikk og dra



http://home.hia.no/%7Ecornelib/animasjon/matematikk/digivitalis/geometri.htm
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Ovelse 2: En familie af Pythagoraeiske tripler
Vi har ovenfor set at (3,4,5) er en Pythagoreeisk tripel.
Det er let at udvide antallet af Pythagoraeiske tripler ved at gange triplerne op
med et vilkarligt naturligt tal. Altsa vil (2-3,2-4,2-5) =(6,8,10) ogsa veere en
Pythagoreeisk tripel!
e Vis geometrisk ved hjelp af ligedannethed at (6,8,10) er en
Pythagoreeisk tripel nar du ved at (3,4,5) er det?
e Vis ovenstdende med moderne notation (algebraisk) ved hjeaelp af
ligningen a? + b? = ¢2? Vink: Gang igennem med 4 i ligningen.
e Kan du argumenter for at der ma er uendeligt mange Pythagoreseiske
tripler?

Skriv dine svar her:

Ovenfor sa du hvorledes triplen (3,4,5) affedte uendelig mange tripler. I overfort
betydning blev (3,4,5) ”foraeldre” til (6,8,10), (9,12,15) osv. Foreeldrene (3,4,5)
har ikke selv nogen foreeldre da de ikke er "fadt” af nogen tripler. Vi kalder
tallene primiske da der ikke findes noget feelles tal der gar op i alle tallene ud
over 1. Derimod er (6,8,10) et barn af (3,4,5) da 2 gar op i alle tallene (2-3,2-
4 2-5=6, 8, 10.

Fagligt mal:

Eleverne skal demonstrere
matematiske resesonnement ved
lesning af evelsen.
Forudseetning:

Eleverne skal have kendskab til
egenskaber for ligedannede figurer
for at lose forste opgave i ovelsen.

Udbytte:

Det andet speorgsmal appellerer til
en formel lgsning af opgaven der
leegger op til
undervisningsdifferentiering.

Taksonomisk opererer eleverne i
denne ovelse mellem det muliti-
strukturelle niveau og det
relationelle niveau (SOLO).

Didaktiske

overvejelser:

Som indledning til evelsen kan det
veere hensigtsmeessigt at sikre en
feelles forstaelse for hvad ”foreeldre”
og "familier” deekker over.
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Ovelse 3: Dine forste familier af Pythagoraeiske tripler

Du skal i denne ovelse arbejde eksperimentelt for at finde andre tripel der som
(3,4,5) er uforkortlig og som kan veere “foreeldre” til en ny “familie” af tripler.
Altsa skal du finde Pythagoreeisk tripler, som ikke har en feelles divisor der gar
op i de tre tal.

Du far lidt hjeelp til at finde nogle tripler ved at lave nedenstaende konstruktion.
Aben en Graf-applikation i TI-Nspire og traek begyndelsespunktet (0,0) for x og y
aksen til nederste venstre hjerne. Hgjreklik i grafrummet, veelg

Vinduesindstillinger under Zoom og veelg nedenstdende indstillinger:

Vi kan nu anvende skala markeringerne pa x og y aksen til at lave retvinklede
trekanter hvor leengden af kateterne er hele positive tal. Afsaet punkt A pa y-
aksen i punkt (0,1), punkt B pa x-aksen i punkt (1,0) og punkt C i origo med
koordinatseettet (0,0). Konstruer herefter trekant ABC med Trekant-veerktgjet.
Afmal leengden af kateterne og hypotenusen som afstand mellem punkter ved
hjeelp af Leengde-veerktojet.

" {11{1

Den konstruerede trekant herer tydeligvis ikke blandt Pythagoras tripler idet
hypotenusen er et decimaltal. Treek i hhv. punkt A og B for at konstruere den
Pythagoreeiske triple (3,4,5):

so T

Det oplyses at der i det angivne
x og y akseinterval befinder sig
fire familier.

Traek i punkterne A og B for at
finde de tre nye foreeldre til
Pythagoreeiske familier ud over
(3,4,5).

4 su Angiv dine tre nye foraeldre
z : tripler her:

Fagligt mal:

Gennem  ovelsen demonstreres
opstilling af en geometrisk model og
losning af et geometrisk problem

samt analytisk beskrivelse af
Pythagoreeiske tripler som
geometrisk figur i et
koordinatsystem.
Forudseetning:

Ovelsen kreever ikke nogen seerlige
forudseetninger idet ovelsen er

instruktiv. Eleverne skal konstruere
de viste figurer.

Taksonomisk opererer eleverne i
denne ovelse pa det enkelt-
strukturelle niveau (SOLO).

Udbytte:

Gennem elevernes eksperimentelle
arbejde vil eleverne kunne leere
princippet der knytter sig til
variabelkontrol — at holde den ene

variabel fast mens den anden
gendres. Dermed sikres en
udtemmende metode til

bestemmelse af sogte tripler.
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Ovelse 4: Uendelig mange Pythagoraiske familier

I denne gvelse skal vi vise at der ma veere uendelig mange Pythagorzeiske
familier. Lad os starte med at tage udgangspunktet felgende figur som vi
konstruerede tidligere:

Figuren illustrerer den Pythagoreeiske triple (3, 4, 5). Vi bemeerker at leengden af
den leengste katete er “nabotal” til laeengden af hypotenusen. Altsa at forskellen
er lig 5—4 = 1. Vi bemarker desuden at forskellen i antal af enhedskvadrater
mellem kvadratet pa hypotenusen og kvadratet pa kateten med leengde 4 er 9
enhedskvadrater, svarende til antallet af de hvide enhedskvadrater i kvadratet
pa hypotenusen. Men forskellen er netop et kvadrattal da c¢? —a? =52 —42 =
9 = 32 = b2, Dette giver den Pythagorziske triple.

Vi fokuserer altsa udelukkende pa de retvinklede trekanter hvor den ene katete
er en enhed kortere end hypotenusen. Disse trekanter kan illustreres ved at
betragte kvadraterne pa hypotenusen:

Hypotenuse: ¢ = 2

Hypotenuse: ¢ = 3

Hypotenuse: ¢ = 4

Hypotenuse: ¢ =5

Katete: a =1 Katete: a =2 Katete: a =3 Katete: a = 4
Forskellen i antallet af | Forskellen i antallet af Fo;sl((iellltevn dl E:ntallet a7f Forskellen i antallet af
enhedskvadrater er 3 | enhedskvadrater er 5 som :rgme S ikakera erer er et enhedskvadrater er 9 som er
som ikke er et kvadrattal. ikke er et kvadrattal. kvadrattal et kvadrattal.

Altsa giver dette ikke en

Altsa giver dette ikke en

Altsa giver dette ikke en

Dette giver os vores kendte

Pythagoreeisk triple da | Pythagoreeisk triple da . . Pythagoreeiske triple (3, 4, 5)
kvadratroden af 3 er et | kvadratroden af 5 er et ythagoreeisk triple da da kvadratroden af 9 er et
N . | kvadratroden af 7 er et
decimaltal: decimaltal: decimaltal: helt tal:
b2=c?—-a?=22-1*=3 b?=c?—a?=32-22=5 b2=c2—a'2=42—32=7 b2=c?—-a?=52-4*=9
b=vV3~173 b=v5~ 224 b=\ ~ 265 b=vV9=3

Argumenter for som ovenfor at naeste Pythagoraeiske familie ma veere (5, 12, 13).

Tegn skitse figur her:

Hypotenuse: ¢ = 13
Katete: a =12

Fagligt mal:

Eleverne skal demonstrere
matematiske reesonnement ved
lesning af egvelsen.
Forudseetning:

Eleverne skal kende til

ligningslesning og kvadratet pa en
toleddet storrelse.

Udbytte:

Anden del af egvelsen er en formel
tilgang der leegger op  til
undervisningsdifferentiering.

Taksonomisk opererer eleverne i
denne ovelse mellem det enkelt-
strukturelle niveau og det udvidede
abstrakte niveau (SOLO).

Didaktiske

overvejelser:

Som indledning til evelsen kan det
veere hensigtsmeessigt at sikre en
feelles forstaelse for hvad ”nabotal”
deekker over samt en forklaring af
illustrationerne.
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Vi har nu bestemt de to familier med foraeldrene (3,4,5) og (5,12,13). Betragter vi
de to foreeldre ser vi at de forste tal der indgar i familierne er de ulige tal 3 og 5.
De folgende tal i triplerne er naboer: hhv. 4 og 5 samt 12 og 13.

Vi kan ud fra kvadratfigurerne argumentere for at vi kan finde den neeste familie
ved at tage udgangspunkt i kateten b =7 som giver en forskel i antallet af
kvadrater pa b? = 72 = 49. Vi kan ud fra denne bestemme nabotallene a = n og
¢ =n+ 1 ved at opstille folgende ligning, der lgses trinvis:

Forklar den trinvise lesning af ligningen til
venstre:
c?—q?=p?
(n+1)2 - (n)? =72
n*+2n+1-—n?=49
2n+1=49

n =24

Forklar ud fra ovenstaende at vi har bestemt foraldreparret (7,24,25):

Bestem naeste foreeldrepar og argumenter for at der findes uendelig mange
Pythagoreeiske familier.

Skriv dine svar her:




malx 2009-10 ved Brian Olesen

Midtsjeellands Gymnasieskoler — Ringsted Gymnasium

Ovelse 5: En "rummelig” Pythagoraeisk familie

Tallene (1, 2, 2, 3) udger det man pa engelsk kalder ”Pythagorean quadruple”.
Undersog ved hjeelp af Internettet (Wikipedia) hvad begrebet deekker over. Giv en
geometrisk forklaring med udgangspunkt i nedenstdende 3-dimensionelle
illustration (lavet med matematikprogrammet Cabri 3D):

Skriv dine svar her:

Formulér Pythagoras leereseetning i rummet med moderne notation:

Skriv dit bud her:

Kan du bruge analogien fra 2 til 3 dimensioner til at sige noget om Pythagoras
leereseetning i 4 dimensioner? Hvad med 5 dimensioner... og n dimensioner?

Skriv her:

Fagligt mal:

Opstilling af en geometrisk model til
losning af et algebraisk/geometrisk
problem.

Udbytte:
@velsen kan passende bruges som
perspektivering til

eksamenssporgsmal om Pythagoras
leererseetning.

Taksonomisk opererer eleverne i
denne ovelse mellem det muliti-
strukturelle niveau og det udvidede
abstrakte niveau (SOLO).

Didaktiske

overvejelser:

Som indledning til evelsen kan det
vaere hensigtsmeessigt at vise og
forklare den 3-dimensionelle figur
og sammenheeng med tallene (1, 2,
2, 3).

Figuren konstrueres let i Cabri 3D
hvor figuren kan roteres og placeres
saledes at de to retvinklede
trekanter kan ”isoleres” hver for sig
set hhv. oppefra og vinkelret pa
opretstaende trekant.

Problemstillingen kan ogsa
forklares ved foldning af 2
dimensional figur.
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Ovelse 6: Pythagoras i vilkarlige retvinklede trekanter

Vi har indtil nu kun set pa nogle seerlige retvinklede trekanter nemlig dem hvor
kateterne og hypotenusen er naturlige tal. Vi vil nu lave en geometrisk
konstruktion der i vilkarlige retvinklede trekanter illustrerer at arealerne pa
kateterne svarer til arealet pa hypotenusen. Dele af konstruktionen er vist
herunder idet gvelsen er at faerdiggere konstruktionen.

I en geometriapplikation starter du med at konstruere en linje [ med Linje-
veerktojet. Konstruer herefter en vinkelret linje n til [ i punkt C. Afseet et
vilkarligt punkt A pa [ og B pa n. Konstruer trekant ABC:

Trekant ABC repraesenterer nu en vilkarlig retvinklet trekant. Vi vil nu
konstruere de kvadrater "der ligger pa” kateterne og hypotenusen. Dette gor vi
ved hjeelp af Parallel-veerktojet for at lave sider, Cirkel-veerktgjet der sikrer os at
siderne i kvadratet er lige lange og Polygon-veerktgjet til at lave kvadratet.

Her vises hvorledes vi konstruerer kvadratet pa kateten a. Konstruér den
parallelle linje til [ gennem B ved at veelge Parallel-veerktgjet klikke pa [ og
klikke pa punkt B hvilket giver linje m. Veelg herefter Cirkel-veerktgjet og
konstruer cirklen med centrum i B og radius BC ved at klikke pa punkt B
efterfulgt af punkt C. Konstruer skeeringen mellem cirklen og linje m hvilket
giver punkt D. Konstruer den parallelle linje til n gennem D hvilket giver linje o.
Konstruer skaeringen mellem linje o og linje [ hvilket giver punkt E:

Du kan nu eendre udseendet at de hjeelpelinjer som vi har anvendt til at
konstruere kvadratet BCDE ved at hgjre-klikke pa dem og veelge Attributter.
Herunder er hjeelpelinjer gjort stiplede. Veelg Polygon-veerktgjet og klik pa
punkterne B, C, D, E og B for at konstruere kvadratet. Veelg Areal-veerktojet for
at male arealet af kvadratet:

Mal desuden afstanden mellem punkterne B og C for at bestemme leengden af
kateten a. Hajre-klik et sted i tegnefladen, veelg Tekst og skriv a? idet du kan
bruge tastaturtasten A for at oplefte a i anden potens. Hgjre-klik nu pa teksten
a?, veelg Beregn og udpeg malingen af a. Trzek i punktet B — der skulle gerne
veere overensstemmelse mellem udmalingen af arealet af kvadratet og
udregningen af a?:
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Fagligt mal:

Gennem ovelsen demonstreres
opstilling af en geometrisk model til
beskrivelse af Pythagoras
leeresaetning.

Forudseetning:

@velsen kreever ikke nogen seerlige
forudseetninger idet ovelsen er

instruktiv. Eleverne skal konstruere
de viste figur.

Udbytte:
Eleverne opnar kendskab til
”Euklidisk” konstruktion af

geometriske af kvadrater med passer
og lineal.

Som resultat af gvelsen skal eleverne
opna en geometrisk forstaelse af
Pythagoras leeresaetning.

Konstruktion er dynamisk hvilket
forsteerker den geometriske forstaelse.

Taksonomisk opererer eleverne i
denne ovelse pa det muliti-
strukturelle niveau (SOLO).

Didaktiske overvejelser:
Det kan veere hensigtsmeessigt at lave
en opsamling af evelsen pa klassen
for at sammenligne resultatet af
konstruktionen med konstruktionen i
ovelse 2.
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Du skal nu selv feerdiggere konstruktionen idet du skal konstruere kvadraterne
pa katete b og hypotenusen c idet du for brug for at anvende Vinkelret-
veerktojet undervejs. Vis ved udregning at summen af arealerne af kvadraterne
pa kateterne er lig arealet af kvadratet pa hypotenusen:

11
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Ovelse 7: Beviser for Pythagoras leeresaetning

Du skulle nu gerne vaere overbevist om at Pythagoras leereseetning er sand. Men
du har lov til at veere i tvivl og stille spergsmal — for eksempler er ikke nok idet
enhver matematisk pastand forudseetter et bevis for at vi accepterer den for at
veere geeldende.

Vi vil i denne gvelse se pa forskellige beviser for Pythagoras leeresaetning. Der er
bade geometriske og algebraiske beviser idet vi starter med det mest simple
bevis.

Geometrisk bevis for Pythagoras laeressetning

Aben den udleverede fil med det geometriske bevis for Pythagoras. Treek i
skyderne t1, t2, t3 og t4. Beskriv med egne ord hvad der sker nar man traekker i
skyderne og forklar det geometriske bevis for Pythagoras:

Forklar med dine egne ord:

2 =0
0.
4 -0
0
Forklar med dine egne ord:
=1 2 -1
P YV )
0 1 0. 1
3 -1 4 -1
7 0
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Fagligt mal:

Eleverne skal demonstrere
matematiske reesonnement ved det
geometriske bevis for Pythagoras
leeresaetning.

Forudseetning:

@velsen forudseetter en af leereren
udarbejdet dynamisk figur til stette
for det geometriske bevis. Figuren

konstrueres ved hjeelp af
forskydning af trekanter langs
vektorer ~samt anvendelse af
skydere.

Udbytte:

Den dynamiske konstruktion
forsteerker forstaelsen af
sammenheengen mellem de to

figurer og udledning af beviset for
Pythagoras.

Taksonomisk opererer eleverne i
denne ovelse mellem det muliti-
strukturelle niveau og det udvidede
abstrakte niveau (SOLO).

Didaktiske

overvejelser:

Som indledning til gvelsen kan det
veere relevant at diskutere behovet
for at bevise Pythagoras
leereseetning.

Flere elev vil givet vis mene at man
allerede har “godt styr” pa
seetningen. Dette kan give
anledning til diskussion af det
induktive og deduktive princip.



malx 2009-10 ved Brian Olesen

Midtsjeellands Gymnasieskoler — Ringsted Gymnasium

Algebraisk bevis for Pythagoras laeresaetning

Konstruér et kvadrat med Reg.polygon veerktgjet i en Geometriapplikation i TI-
Nspire. Konstruér herefter et indskrevet kvadrat i det forste kvadrat ved at
klikke pa centrum for det forste kvadrat, pa randen af det ydre kvadrat i P og i
Q. Konstruer herefter de fire retvinklede trekanter med den rette vinkel i
hjornerne af det ydre kvadrat. Navngiv siderne i de fire retvinklede trekanter.
Treek i punktet P for at tjekke din konstruktion.

Vi har som udgangspunkt givet et ydre kvadrat der har sideléengdeﬁ a+b. Hvad
er definitionen pa et kvadrat?

Treek i punktet P langs det vandrette linjestykke pa kvadratets "top". Bemeerk at
arealet af det store kvadrat ikke sendres nar vi treekker i P.
Bestem arealet af kvadratet med sideleengden a + b:

Al =

Bemeerk at det store kvadrat er sammensat af fire retvinklede trekanter og et
mindre kvadrat.

Bestem arealet af det store kvadrat som summen af arealet af de fire retvinklede
trekanter og arealet af det lille kvadrat.
A2 =

Seet Al = A2 og reducér ligningen:

Skriv her:

Nu er det algebraiske bevis sadan set feerdigt. Men der er et problem! Vi har
under udregning af A2 gjort en antagelse som vi ikke har sagt noget om -
hvilken? Argumenter for at vores antagelse var korrekt:

Skriv her:

Pa hjemmesiden http://frividen.dk/ kan du i mappen "MATEMATIK > Geometri”
se en videooptagelse af ovenstédende beviset.

13

Fagligt mal:

Eleverne skal demonstrere
matematiske reesonnement ved det
algebraiske bevis for Pythagoras
leeresaetning.

Forudseetning:

@velsen kreaever ikke nogen seerlige
forudseetninger idet ovelsen er
instruktiv. Eleverne skal konstruere
den viste figur og felge anvisningen.

Udbytte:

Den dynamiske konstruktion
forsteerker forstaelsen af
sammenhegengen mellem de to

figurer og udledning af beviset for
Pythagoras.

Taksonomisk opererer eleverne i
denne gvelse mellem det muliti-
strukturelle niveau og det udvidede
abstrakte niveau (SOLO).


http://frividen.dk/

malx 2009-10 ved Brian Olesen

Midtsjeellands Gymnasieskoler — Ringsted Gymnasium

Euclids bevis for Pythagoras leeresatning

Aben den udleverede fil med Euclids bevis for Pythagoras. Traek forst i skyderne
k6, k7 og k8. Beskriv med egne ord hvad der sker nar man treekker i skyderne.
Traek herefter i skyderne ki1, k4 og k5 og beskriv hvad der sker:

Forklar med dine egne ord:

Forklar med dine egne ord:

Forklar med dine egne ord:

S
|

Forklar med dine egne ord:

Forklar med dine egne ord:

Forklar med dine egne ord:

Euclids bevis for Pythagoras leeressetning std som seetning 47 i 1. bog at
Elementerne. Undervejs i beviset treekker Euclid pa seetninger der er bevist
tidligere og bruger aksiomer som bogen indleder med.

Underspg hvem Euclid er og hvad Elementerne bestar af. Hvorledes er
Pythagoras laeresazetning formuleret? Prov om du kan finde bestemme hvilke
aksiomer og seetninger Euclid benytter sig af i beviset for Pythagoras
leereseetning.
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Fagligt mal:

Eleverne skal demonstrere
matematiske reesonnement ved
Euclids bevis for Pythagoras
leeresaetning.

Forudseetning:
@velsen forudseetter en af leereren
udarbejdet dynamisk figur til stette

for Euclids bevis. Figuren
konstrueres ved hjeelp af
forskydning af figurer langs

vektorer, rotation samt anvendelse
af skydere.

Udbytte:
Den dynamiske konstruktion
forsteerker forstaelsen for

udledningen af Euclids bevis for
Pythagoras leereseetning.

Taksonomisk opererer eleverne i
denne ovelse mellem det muliti-
strukturelle niveau og det udvidede
abstrakte niveau (SOLO).

Didaktiske

overvejelser:

Som opsamling pa ovelsen kan
beviset passende kobles med en
gennemgang af  Tyra Eibes
overseettelse af Euclids bevis for
Pythagoras leereseetning.

Dette kan passende give anledning
til en diskussion af aksiomatisk
deduktion og bevisforelse.
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Ovelse 8: Klip et algebraisk bevis for Pythagoras leeresaetning
Aben en Geometri applikation og skriv folgende tekstlinjer i tegnefladen:

AREALT=side-side
"De to mader at beregne arealet pi skal fere til samme resultat.”
a?+p? = o2
"Anbring fire ens retvinklede trekanter, spids mod spids, sa den ydre figur bliver et kvadrat."
AREAL1={a+b)la+b)
"Derfor er" AREALT = AREALZ.

AREAL2=4%-G-5+¢-C = 2a-b+c

" Arealet af det store kvadrat kan beregnes pa to mader "

AREALI=a>+b2+a-b+b-a

"Trzk 2ab fra pa begge sider”

ARFALZ2="fire ens trekanter + et kvadrat i midten"
a+b2+a-bib-a = 2-a-b+c?
AREALI=a*+b%+2-a'b

Du har sikkert bemeerket tilfeeldigheden i reekkefolgen af linjerne. Der er nu din
opgave at placere linjerne i den korrekte reekkefolge saledes at de udger et
algebraisk bevis for Pythagoras leereseetning. Du kan traekke i linjerne
uafheengigt at hinanden.

Figuren til hgjre fungerer som hjeelp til beviset.

Pa hjemmesiden http:/ /frividen.dk/ kan du i mappen "MATEMATIK > Geometri”
se en videooptagelse af beviset
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Fagligt mal:

Eleverne skal demonstrere
matematiske reesonnement ved det
algebraiske bevis for Pythagoras
leeresaetning.

Forudseetning:

@velsen kreaever ikke nogen seerlige
forudseetninger idet ovelsen er
instruktiv. Eleverne skal konstruere
den viste figur og felge anvisningen.

Udbytte:

Eleverne sammenseaetter det
algebraiske bevis for Pythagoras
leereseetning af fragmenter. Beviset
kan afslutningsvis gemmes.

@velsen kan passende fungere som
repetition og  fastholdelse af
forstaelsen af det algebraiske bevis
for Pythagoras leereseetning
gennemgaet tidligere.

Taksonomisk opererer eleverne i
denne ovelse mellem det muliti-
strukturelle niveau og det udvidede
abstrakte niveau (SOLO).
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Ovelse 9: Inkommensurable storrelser
Lav en tidslinje hvor du indplacerer folgende beremte oldgreeske filosoffer og
matematikere: Pythagoras, Sokrates, Platon, Aristoteles, Euclid og Archimedes.

Skriv her:

Vi skal i denne ovelse vise at V2 er en inkommensurabel stgrrelse. Da disse
inkommensurable storrelser blev opdaget opstod der et behov for at
rekonstruere matematikken pa et geometrisk grundlag.

Undersog via Internettet hvad der ligger i begrebet inkommensurable storrelser.
Brug eventuelt sogeordene: Euclids Elementer og inkommensurable storrelser.
Maske falder du over en lille anekdote om en uheldig greeker, der beviste at v2
ikke er et rationel tal (altsa at v2 ikke kan skrives som en brok).

Skriv her og husk at angive webadresse:

Vi vil her med et moderne algebraisk modstridsbevis der viser at der findes
inkommensurable storrelser (u-sammen-malelige).

Vi betragter et kvadrat, specielt siden og diagonalen i kvadratet. Vi antager at
der findes et feelles mal, der gar op i begge sider. Diagonalen giver vi leengden p
enheder og siden har leengden g enheder. Altsa er p og g hele tal. Vi antager at p
og q er indbyrdes primiske saledes at forholdet p/q ikke kan forkortes. Hvis p og
g havde en feelles divisor k, kunne vi veelge en enhed der var k gange storre...
altsa er antagelsen ikke urimelig.

Fra Pythagoras leereszetning (1.47) ved vi at p? = 2- 2. Altsa er p? et lige tal og
derfor ma p ogsa veere et lige tal (p kan ikke veere ulige da kvadratet pa et ulige
tal er ulige). Da p og g er indbyrdes primiske, ma g veere et ulige tal.

Da p var et lige tal saetter vi p lig 2-r. Ved udregning far vi at 2-q¢2 =p?2 =412,
Vi forkorter med 2 og ser at g mé veere et lige tal: g2 = 2 -r2. Men g kan umuligt
veere bade lig og ulige hvorfor vores antagelse om at der findes et feelles mal er
forkert.

Vi har dermed bevist at der findes linjestykker der ikke kan males med samme
enhed. Det er af samme grund at Euclid ikke tilleegger sine linjestykker leengde
(et tal) men arbejder med dem som det er: geometriske storrelser. Senere tiders
matematikere omgik det samme problem ved at udvide talbegrebet med de
“reelle” tal.

Hvorledes er v2 koblet til ovenstaende bevis som inkommensurabel storrelse?

Skriv dit svar her:
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Fagligt mal:

Eleverne skal kunne redegere for
den graeske matematiks udvikling i
samspil med den historiske og
kulturelle udvikling.

Udbytte:

Taksonomisk beveeger eleverne sig
mellem  det redegerende  og
analytiske niveau (BLOOM).

Modstrid til bevisteknik.

Forstaelse for behovet for
rekonstruktion af matematikken pa
geometrisk grundlag med Euclids
Elementer.

Didaktiske

overvejelser:
Gennemgangen pa klassen kan
passende centreres omkring
behovet for rekonstruktion af
matematikken pa geometrisk
grundlag.
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Ovelse 10: Den omvendte Pythagoraiske saetning

Hvis summen af kvadratet pad de korte sider i en trekant
er lig kvadratet pa den leengste side sd er trekanten
retvinklet.

Dermed svarer de korte sider til kateter og den lange
side til hypotenusen.

Forklar hvad der menes med ”omvendte”:

Ovelse 11: Pythagoras hjalp til temrerne
Tag et stykke snor og lav en markering ved 3/12-dele og 7/12-dele af snorens
leengde. Bind snorens ender sammen saledes at forholdene bevares.

besiddelse

af et
vinkelmalingsinstrument til at sikre rette vinkler. Hvorfor og hvordan?

Du er nu i "veerktgj” der let kan bruges som

Skriv dit svar her:

17

Fagligt mal:

Eleverne skal demonstrere
matematiske reesonnement og
forstaelse for matematisk pastand.

Udbytte:

Perspektivering
leereseetning.

af  Pythagoras

Fagligt mal:

Eleverne skal demonstrere
matematiske reesonnement og
forstaelse for konsekvens og
anvendelse af matematisk pastand.

Udbytte:

Diskussion af smart metode til
inddeling af snor i angivne
storrelser.

Foldes snoren i fire dele fas Y4 del af
snoren leengde fra den ene ende og
foldes snoren i tre dele fas 1/3 del
af snoren fra den anden ende. Dette
giver den rette inddeling idet der
skal tages hgjde for knuden.
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