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Svar pa opgave 399
(April 2023)

Opgaverne:

a. Skriv talletk = som en sum af tal af formen 29, hvor q er rational.

1
J2-32
b. Bestem alle irrationale tal x, s& béde x® - 6x og x* - 8x? er rationale.

c. Vis, at 3/2 ikke kan skrives pa formen 2= p+q\/F, hvor p, g og r er rationale tal.

d. Bestem det reelle tal a, ndr a + +/3 og a? + 53 begge er rationale.

Besvarelser:

a.
1. metode.
Vi har, at
(V2-2)(42+32)=2-44 ,
sa
(o1 24302
V-2 2-3Ya

Nu bruger vi den algebraiske identitet
(a-b)@+ab+b?)=2a-b®.
Hvis vi settera=20gb = 34, er
(2-¥4)(a+28/a+232) =2 4" =4 .
Dermed er

V232 _(N2+32)(4+2¥a42%2) 45 a3 0¥a B a2 N2 2Ya

k= =

T2 Wa (2-a)(a2¥a42%2) ‘

3 3 3
=«/§+%/§+‘/Zé*/5+1+*/§é*/§+@:2%+2%+25-2%-2-1+2°+2%-25-2-1+25-2-1

111 1 1
=22428 426420428, 2°3
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2. metode.
Vi benytter, at

(a-b)@° +a*b +ah? +a’h® +ab* +b%) =a®-bd.
Vi satter a=~/2 09 bzﬁ/iog forleenger braken k med tallet
a® +a’b + a’h? + a?h3 + ab* + b°
N2 N2 22 Y2 N2 Y2 22 2
=42+432+2J2 Y4 +2.2+2J2-32+ 234 .

Vi benytter desuden at

bS= 2 —32 =8-4=4
(= N2+a3242\2-Ya+4+2J2 Y2+234
4

og far

111 1 1
=22423426420428,2°3

3. metode (Asger Olesen, Tgnder).
Fora=loga=0er

a®—1 5, .4, 3, A2
=a’+a +a +a"+a+l
a-1
og dermed
a’ -1 3, 42 1 2
5 =a +a’+a+l+a +a"
a’-a

For a:§/§=2% fas
\[ 9/1_2 822 212 2

1 S N |
P =22 423426 42° 426423

NP

b.
1. metode.
Antag, at x er et tal med den gnskede egenskab. Vi sa&tter
— 2
a=x‘-4,

o

sa
a?=x*-8x*+16
er rational. Vi satter

b=x3-6x=x(x*-6)=x(a-2) ,
som ogsa efter forudseetningen er rational. Vi far, at
b?=x%(a-2)?=(a+4)(a-2)?=a%-12a+ 16 =a(a’- 12) + 16.
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Da b? er rational (fordi b er det), er a(a? - 12) rational.
Hvis a?- 12 # 0, er a - 12 rational (fordi a® er det). Dette giver, at a er rational. Hvis

a®-12=0,era= +2./3.S3er
X’=a+4=4 i2\/§:(li\/§)2 ,
hvoraf x:i(li\@).
Hvis a2 - 12 # 0 er som navnt a rational, s& b = x(a - 2) er rational. Da x er irrational (og x # 0),
masaa=2. Saer
¥=a+4=6 < x=26.

Ved indsettelse fas, at alle seks vardier for x gar x3 - 6x og x* - 8x? rationale.

2. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).

Lad g1 0g g2 veere givne rationale tal og u en falles irrational rod for de to polynomier x° - 6x - qu

og x* - 8x? - g. En a&kvivalent formulering af den stillede opgave er: Find de mulige vardier for u.
At u er felles rod for de to polynomier er ifglge Euklids algoritme for bestemmelse af stgrste

feelles divisor ensbetydende med, at u er rod i starste felles divisor for polynomierne. De naste to

linjer falger Euklids algoritme:

x* - 8X2 - 2 = X(x3 - 6X - q1) + (-2X% + q1X - O2)
2
-ocea= (g2 vae-a) (S -o)oafied)

Da -2x2 + 01X - G2 ikke er nulpolynomiet, har sterste falles divisor hgjst grad 2. Om- vendt gelder,
at da starste feelles divisor har det irrationale tal u som rod, har sterste feelles divisor mindst grad 2.
Derfor er

(%—%—G)X—ql<l+%)

nulpolynomiet. Altsa geelder

Heraf fas

(91,92) : (0,-12) , (£4,-4).
Desuden er x —% x+%2 den starste feelles divisor med hgjestegradskoefficient 1 for de to
polynomier. Vi far, at

(q1,02) = (0,-12) giver starste felles divisor x* —% x+% = x2 - 6 med rgdder ++/6
> X+

4 _

(01,02) = (£ 4,-4) giver starste felles divisor x° —%x+7 x® F2x—2 med rgdder

+(1£43) .

Svaret pa opgaven er altsa falgende seks tal:

6,6, -1-43 ,1-43 , -1+3 , 1+43.
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C.
1. metode.
Antag, at der findes rationale tal p, g og r, sa
Y2=p+air .
Saer
2=(p+qﬁ)3 = p*+3p*qr +3pg’r+°rr
hvoraf

2=p(p*+39°r) +q(3p* + g’ T . (1)
Hvisq =0, er 3/5 = p rational, hvilket er umuligt. Altsa er q= 0.
Vi deler op i tilfeelde.

. 3p? +¢r = 0.
Af (1) fas

2-p(p® +39°r)
r =
v q(3p” +4°r)

2-p(p® +39°r)
32: .
V2=p+a q@3p®+q’r)

hvilket medfarer, at 3/2 er rational, hvilket er umuligt.

11. 3p? + g’r = 0.

Saer
3p?+0r=0 < g’r=-3p?,
og af (1) fas

2=p(p*+3¢’r) < 2=p(P*+3-(-3p?)) < 2=-8° < 2=-2p,

som igen er i strid med, at 32 er irrational.
I begge tilfelde er en fremstilling af den gnskede type umulig.

2.metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).
Hvis der findes rationale tal p, g og r, sa

2=p+air,

ville 3/2 vare konstruerbart med passer og lineal, s det deliske problem (terningens fordobling)
ville veere lgsbhart. Dette er ikke tilfeldet, sa det gnskede resultat fremgar.

Bemaerkning. Vi viser for en ordens skyld, at 3/2 er irrational.
Hvis ¥/2 kunne skrives som en uforkortelig brgk T, er ’:]“—33 =2 eller m®=2n. S er m lige (og

dermed er m lige), sa m® er delelig med 8.
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Vi far, at n®= im?®, hvor 1m® er lige. Heraf folger, at n3er lige, s& n er lige. At bade m og n er lige
er i strid med, at & er uforkortelig.

d.
1. metode.
Vi kan skrive fglgende slutningskade:

a++3 €eQ = <a+J§)ZeQ o a’+2a3+3eQ = a’+2a3eQ.
Daa? +5+/3 € Q farvi
a2+5J§—(a2+2aJ§)eQ o —(2a-543€Q.
Derfor findes et rationalt tal g, sa
2a-5=0\3 < a:@.
Videre slutter vi sadan:

a+y3eQ < @Jr\/geQ

= %+(%+1j\/§ cQ = (%H}/ée Q.
Dette er kun muligt, hvis %+1: 0, dvs. hvisq=-2. Saer

a= q€+5:5‘§\/§:g_ﬁ,

Vi far, at

a+V3=3-3+{3=3¢Q,
a? +53=1(5-2V3) +5V3=4(25+12-203)+53= Q..

2. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg)

Vi seetter r=a++/3 .
Sder

a +5v3 = (r—v3) +53= (1 +3)+(5-2)\3.

Kravet om, at bade r =a++/3 og a® + 5/3 er rationale, er derfor ensbetydende med, at 5 - 2r = 0.
Altsderr=5 oga=5-+/3.

Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen

Roger Bengtsson

Walther Janous

Asger Olesen

Hans Mortensen

Jan Erik Pedersen.
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