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1. Oprindelsen

Grakerne er et indoeuropaisk folk, der kom nordfra i flere belger, og som omkring ar 1000 f.Kr.
havde gjort sig til herrer over det greeske fastland, de omliggende ger, og Lilleasiens vestkyst.

De organiserede sig i sma uafhangige bystater, bdde hjemme i »moderlandet«, og hvor de slog
sig ned. De udgjorde saledes en kulturel, men kun sjeldent en politisk enhed, i modsatning til de
meget centralistiske flodriger 1 £gypten og Mesopotamien.

Vi kender ikke meget til den tidligste historie for og omkring 1000-tallet, den der danner bag-
grund for de store fortellinger lliaden og Odysséen, som Homer skrev ned ca. ar 800 f.Kr.

Der har veret et teet samkvem med andre folkeslag i regionen, og fra fonikerne og de semitiske
folk overtog de skriften og skabte det graeske alfabet, som resten af Europa siden eftergjorde. Gree-
kerne brugte ogsa bogstaverne som talsymboler. De skrev utroligt meget; men vi har kun meget lidt
originalt skriftligt materiale fra denne tidlige periode. Og selv fra hgjdepunkterne i den graeske kul-
tur er det beskedent, hvad der er bevaret af originaltekster.

I antikkens Grakenland kender vi sdledes en masse personer; men kun lidt af, hvad de skrev, er
bevaret i en form, sa vi kan vere 100% sikre pa, at det, vi har foran os, er lig med det oprindelige.
Fra oldtidens Agypten og ikke mindst fra Mesopotamien har vi derimod et vaeld af skriftlige over-
leveringer; men vi aner ikke hvem, der skrev det ned, eller hvem, der teenkte tankerne.

a. Pavirkninger fra flodkulturerne
Omkring ar 600 f.Kr. bliver presset fra perserne mod Ionien — kolonierne pa Lilleasiens vestkyst og

eerne ud for — s truende, at stadigt flere drog op. De fleste rejste vestpa, hvor de slog sig ned langs
middelhavskysten og specielt grundlagde en raekke kolonier i Syditalien.

/

Pythagoras’ rejser.

Ionien havde samtidig veret det omrade, hvor pavirkningen fra de kulturelt hgjerestdende folkeslag
var mest umiddelbar. Derfor er de forste store filosoffer og matematikere, vi herer om, nesten alle
fra disse joniske kolonier:

Thales (ca. 625 — ca. 547) kom fra Milet og Pythagoras (ca. 560 — ca. 450) fra gen Samos. Beg-
ge drog op fra deres hjemstavn og besggte pa lange rejser de to store flodriger. Om Thales fortalles,
at »han var den forste, der beviste ting«, og at han under et besog 1 ZAgypten for kongen der
udregnede hejden af pyramiderne ved at méle l&engden af den skygge, de kastede.
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OVELSE
Prov selv at overveje, hvordan Thales kunne have gjort.

Om Pythagoras fortalles s& mange historier, at det meste nok er lagn. Men tager vi det med nogle
gran salt, kan hans historie méske alligevel illustrere, hvordan den greeske matematik blev til.

Under rejser til Mesopotamien har han faet indtryk af matematikkens heaje
stade der; men det er snarere en stor samling regler og tabeller, opsamlet pr.
erfaring gennem tusind &r og nedskrevet pa sma lertavler, end det er egentlig

T

videnskab eller grundlag for filosofisk overvejelse. &
Blandt tavlerne sd han maske en, der indeholdt en tabel over forholdet mel- 17 <X -
lem siderne i retvinklede trekanter. Sddan nogle tavler er faktisk fundet i vore % =<1

tiden har kaldt Pythagoras’ scetning. Men kendt den gennem taleksempler.
Og sadan havde de tabeller over de utroligste ting og ofte med en forbleffen-
de nojagtighed — f.eks. en slags sinustabeller, der i nejagtighed kan kon-  Ni-tabellen

kurrere med moderne lommeregnere. med kileskrifi

dage, og de er dateret til omkring 1800 f.Kr.; den tidsmassige afstand til S
Pythagoras er lige sa stor som vores tidsmassige afstand til Gorm den Gam- 2({
le! Vi ved altsd i dag, at babylonerne gennem tusind ar har kendt det, efter- D} R
< Jif
!l

b. Pythagoraerne

Med Thales og Pythagoras traeder den egentlige matematik ind pa scenen: de regler, der skulle hjel-
pe pa regneferdighedernene hos skolebern 1 Babylon formuleres nu i den graeske matematik som
setninger, der ud fra visse forudsatninger gelder generelt, og at dette er tilfeldet bevises.

Da Pythagoras kommer til Syditalien, samler han en kreds om sig, og de organiserer sig i et luk-
ket, religiost preeget broderskab. Et medlem af inderkredsen i det pythagoraiske broderskab blev
kaldt en matematiker, ud fra ordet matematik, der i sin graske version beted »det, der kan leres el-
ler vides«. Matematik var altsa betegnelsen for det pensum, som Pythagoras underviste sine elever i.

Opdagelsen af det smukke talforhold for retvinklede trekanter samt af, at tonehgjden 1 musik
kunne karakteriseres ud fra leengden af en svingende streng, bestyrkede Pythagoras i den opfattelse,
at »alt er tal«.

Imidlertid opdagede de hurtigt, at netop Pythagoras’ setning
producerede »umulige« tal eller, som vi siger i dag: irrationale tal
som f.eks.y/2. Da de kun kendte til rationale tal (breker) og samti-
dig kunne indse, at /2 ikke er rational, stod de i et dilemma. Et lin-
jestykke / — se figuren — mé have en lengde, og denne leengde kan
kun vaere 2. Men 2 er ikke et tal! l

OVELSE

Find beviset for at 2 ikke er rational og gennemga det igen. |
Dette udleste, hvad man siden har kaldt »den forste grundlagskrise« i matematikken, dvs. krise i
selve det grundlag, matematikken bygger pa, pa det pageldende tidspunkt. Graekerne overvandt den
aldrig. Pythagoraerne, der mente at have afsleret en brist i gudernes konstruktion, svor, at de aldrig
ville afslore deres hemmelige opdagelse; men sddan noget slipper jo ud.

Og Proklos, der skrev i det 5. arhundrede e.Kr., forteller, at »de, der bragte disse sterrelser frem
1 det dbne, omkom ved skibbrud alle som én. For det uudsigelige og formlese mé nedvendigvis
hemmeligholdes«.

Proklos er en af vore vigtigste kilder, pa trods af at han forst levede og skrev omkring 1000 &r
efter begivenhederne. Proklos havde nemlig adgang til en mangde af de skrifter, der siden er géet
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tabt, bl.a. en matematikhistorie af Eudemos, der levede i 200-tallet f.Kr. Og Proklos har veret sé be-
tenksom over for eftertiden at bringe lange citater fra sine kildeskrifter.

Denne grundlagskrise blev en af arsagerne til, at den graeske matematik i modsatning til den
babyloniske vendte sig fra talbehandling til geometri. Dog blev de ved med at kredse om dette
mysterium med de »umulige« tal.

Demokrit (ca. 460 — 370) og Theaitetos (410 — 368) har begge skrevet athandlinger om irratio-
nale tal; men ingen er bevaret. Og allerede pythagoraerne nermede sig sd smat et moderne syn,
nemlig at anskue irrationale tal som greenseverdi for rationale.

En af pythagoreerne opstillede en metode til at bestemme /2 : Lav to talreekker, som folger:

a,: 1,2,512,29,... a,=a, +b ,
b :13,7,17,41,... b =a,+a,,
Sa galder:

b
2 52 for n—> o
a

n

OVELSE

b
1. Lav et lommeregnerprogram, der udregner a, , b, og —-, og se konvergensen.
a

n

2. Indse, hvorfor det sker, ved at udregne 2a,* —b,”, og find dette er lig med _(2%_12 -b, )

Fortsat nedad til vi ender med n = 1, og indse deraf:
2a b} =+l1, for alle n.

For store n gaelder derfor:
2a°~b’

eller:
2
(EJ ~ 2, dvs. Eb—”j ~ \/5
a}’l a}’l
2. Den graske matematiks saertrak

Grakerne var ikke de forste, der havde studeret geometri. Som navnt havde babylonerne, hvad vi 1
dag kalder trigonometriske tabeller med stor nejagtighed. I Agypten var geometrien udviklet som
praktisk redskab til opmaling af jordstykker. Historikeren Herodot (484 — 425), der is@r skrev om
perserkrigene, fortaeller:

»En konge udstykkede den frugtbare jord langs Nilen og tildelte hver @&gypter en firkantet lod,
som han palagde dem at svare en éarlig afgift af. Hvis floden tog noget fra en mands jordlod, hen-
vendte han sig til kongen og meddelte, hvad der var sket. Denne sendte s synsmend ud, de skulle
male op, hvor meget mindre stykket var blevet, for at besidderen i fremtiden kunne svare afgift i
forhold dertil. Jeg mener dette var anledningen til, at landmélerkunsten blev opfundet, som siden er
kommet til Hellas« (Herodot, s. 136).

Der findes en raekke originaltekster, der illustrerer den @gyptiske beregningskunst. De vigtigste
er dels en papyrus fra ca. 1800 f.Kr., som er en slags matematiklerebog, der i evrigt henviser til
endnu @ldre skrifter, og dels en papyrus fra ca. 1600 f.Kr., der tilsyneladende er en elevs »regne-
hafte«.
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Hos greekerne udvikles den praktiske beregning til en abstrakt matematik, der har almen gyldig-
hed. Det sker i1 perioden fra ca. 500 til ca. 300, hvor Euklid sammenfatter stort set hele den davee-
rende greeske matematik i sit store vaerk Elementerne.
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Det blev lerebogen, der afleste alle andre lerebeger. Og som vi kender det i dag — hvem gemmer
gamle lerebager, der er blevet foreldede? Grakerne gjorde ikke, s& vi kender kun lidt til alt det,
Euklid kunne heste af og sammenfatte. Vi ved f.eks., at en stor matematiker Hippokrates (levede
omkring &r 430 f.Kr.) ogsa havde skrevet et vaerk med titlen »Elementerne«; men det er géet tabt.

Selve den grundleggende id¢é hos Euklid, nemlig forst at klargere pracis hvilke forudsetninger
(= aksiomer) og definitioner, vi bygger pa, og derefter logisk udlede (= deducere) setninger herud-
fra, udvikles 1 400-tallet af en raekke store filosoffer og matematikere (de fleste var begge dele den-
gang).

Metoden kaldes den aksiomatisk-deduktive metode, og den har lige siden varet den helt domine-
rende indenfor al matematik; der er andre synspunkter, ikke mindst hvad angér formidling af mate-
matik; men skal man lave ordentlig matematik, m4 man i hvert fald ogsa beherske den aksiomatisk-
deduktive metode.

Metoden vandt tilsyneladende sé sterkt frem, som tilfaeldet var, pd grund af et meget frugtbart
samspil mellem filosofi, matematik og udviklingen af demokratiet.

a. Athens storhedstid

Rammen var Athen, der med sin autoritet og sterke skonomi efter sejren 1 Perserkrigene (omkring
480) fremstod som den absolut ferende blandt de graske bystater. Fra alle hjorner af det store, men
noget diffuse graeske rige strommede kunstnere og filosoffer, forfattere og naturvidenskabsmaend til
byen, og skabte grundlag for den enestdende kulturelle blomstring, der fandt sted isaer i 400-tallet.

Det var en historisk set kort periode. Allerede efter den peloponnesiske krig og nederlaget til
Sparta (ar 404) gir det kunstneriske liv i Athen ind 1 sit efterar. Naturvidenskaberne fortsaetter dog
flugten mod tinderne et par hundrede ar endnu.
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Midt i 400-tallet var »kunsten at teenke deduktivt nylig blevet opfundet, og den bidrog til opstil-
ling af spaendende nye teorier, bdde sande og falske, over hele videnskabens omride«, skriver den
store engelske filosof og matematiker Bertrand Russel (1872 — 1970) i sin bog om Vestens Filosofi,
og han tilfejer: »Det var dengang som sjeldent for eller siden pa een gang muligt at vere intelligent
og lykkelig, og lykkelig pé grund af intelligens«; ak ja.

Den ledende politiker i Athen var Perikles (500 — 429). Han kom selv fra en af de store adels-
sleegter; men 1 striden mellem de forskellige fraktioner og slaegter i Athen om, hvilken politik der
skulle fores efter perserkrigene, stillede han sig pa den hérde og uforsonlige linje, bdde over for per-
serne og siden over for Sparta. Det bragte ham 1 modsetning til de gamle adelsslagter, og i denne
situation lykkedes det nu for Perikles at befaste sin position ved at tvinge de forste elementer af
demokrati igennem. I stedet for at de rige adelsslagter stort set suverent udpegede bystyret, som de
havde gjort hidtil, skulle nu i ferste omgang én af disse ti (der blev kaldt strateger) valges af en
folkeforsamling.

Det blev Perikles selv, der dr efter ar blev valgt, og dermed kunne optreede pa en sterkere bag-
grund. For at vinde folk for deres synspunkter, i store som sma forsamlinger, studerede politikerne
retorik og veltalenhed hos filosofferne. Og Perikles knyttede specielt filosoffen og matematikeren
Anaxagoras til sig.

Anaxagoras kom som s& mange andre fra de joniske kolonier — han fra Klazomenae, hvorfra han
var blevet hentet af Perikles. P4 samme méde var historikeren Herodot blevet hentet fra Halikarnas-
sos med sigte pa at fa nedskrevet historien om perserkrigene; sikkert ud fra samme filosofi, som da
Saxo i Valdemartiden blev sat til at skrive Danmarks historie — historien skulle ogsé bruges til mo-
ralsk oprustning og til at fremme bestemte politiske synspunkter. Perikles knyttede ligeledes kunst-
nere som billedhuggeren Feidias og skuespilforfatteren Sofokles til sig.

I et af sine stykker (Faidias) beskriver Platon Anaxagoras og skriver bl.a.: »Perikles var nemlig
truffet sammen med Anaxagoras og fik utvivisomt derved sans for »hejtflyvende spekulation« — og
herfra overforte Perikles s4 til sin talekunst det, der lod sig anvende pa den«.

Herfra gar der en lige linje frem til opfattelsen af forst geometri og siden matematisk treening
som et grundleggende middel til almendannelse.

Hos Platon selv er matematik det afgerende middel til at trene tanken. Platon levede 429 — 348
og tilherte som ung kredsen omkring Sokrates. Men da vilkdrene for demokratiet blev trangere un-
der den peloponnesiske krig (431 — 404), specielt efter kuppet i 411, og da Sokrates blev henrettet i
399 — med anklager om, at han forferte ungdommen — drog Platon 1 frivilligt eksil. Derved kunne
han nemt vere gledet ud af historien, idet han bade blev feengslet og solgt som slave; men han blev
dog laskebt og vendte tilbage til Athen, hvor han 1 387 grundlagde Akademiet.

Det var en skole for unge (velhavende) intellektuelle, en slags universitet, og det bestod faktisk
frem til 529 e.Kr., hvor kejser Justinian endelig lukkede det, dvs. det havde en lengere levetid, end
noget nuvaerende europaisk universitet har haft.

I begyndelsen foregik undervisningen i en park, der hed
Akademiet. Da de fik tag over hovedet, beholdt Platon navnet
og satte sd over indgangsderen en inskription, hvorpa der stod:

»Lad ingen komme under mit tag, som ikke er vidende om
geometri«.

Det har naturligvis gleedet matematikere siden, og i vor tid
har den amerikanske matematiske forening ladet inskriptionen
indgé i deres bomaerke.

Platon var ikke selv matematiker, men et neermere studium af
hans filosofi vil vise, at han var ganske pdvirket af den mate-
matiske tankegang. I mange af skrifterne behandles matema- hiae

tiske emner, og i et af dem, der har fiet navn efter en af pytha- Det gamle logo for

goraerne, Timaeus, siger han, at »geometrien er viden om det, American Mathematical Society
som altid er«.
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OVELSE

Side 8 af 45

Ogsa 1 vor tid er matematik blevet opfattet som et grundleggende almendannende fag, fordi faget
optraner evnen til at tenke logisk og til at bevege sig fra konkrete eksempler til en abstrakt og me-
re almen forstéelse. Dette var f.eks. baggrunden for, at matematik, bortset fra nogle fa ar, altid har
varet et obligatorisk fag 1 sprogligt gymnasium. Giv en kritisk vurdering af denne opfattelse. Er det
rigtigt, at den tankegang, matematik udvikler, kan anvendes i andre fag, méaske endda helt generelt?

b. Matematikkens centre i antikken

1. Rom 9. Stageira

2. Syrakus 10. Abdera

3. Kroton 11. Byzans

4. Elea 12. Pergamon
5. Tarent 13. Klazomenae
6. Delfi 14. Khios

7. Elis 15. Delos

8. Athen 16. Samos

Abdera: Demokritos, 450 f.Kr.

Alexandria: Euklid, 300 fKr.; Aristarchos,
280 f.Kr.; Konon, 275 f Kr.; Eratosthenes,
230 f.Kr.; Apollonios, 225 fKr.; Hyp-
sikles, 180 f.Kr.; Heron, 50; Menelaos,
100; Ptolemaeus, 150; Diofantus, 50(?);
Pappus, 300; Theon, 390; Hypatia, 410.

Athen: Sokrates, 425 f.Kr.; Platon, 380 fKr.;
Theaeteus, 375 fKr.; Aristoteles, 367
fKr.; Theodoros, 350 fKr.; Ptolemeus,
150.

Byzans: Proklos, 430.

Delfi: Det deliske problem.

Delos: Det deliske problem.

Elea: Parmenides, 460 f.Kr.; Zenon, 450 f.Kr.

Elis: Hippias, 425 f.Kr.

Khios: Hippokrates, 460 f.Kr.

Knidos: Eudoxus, 370 f.Kr.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

. SORTE HAVET

Milet

Knidos

Rhodos

Perga
Alexandria 22
Syene

Kyrene

Klazomenae: Anaxagoras, 450 f.Kr.

Kroton: Pythagoras, 540 f.Kr.; Filolaos, 425
f.Kr.

Kyrene: Theodoros, 400 f.Kr.; Eratosthenes,
230 f.Kr.

Milet: Thales, 600 f.Kr.

Perga: Apollonios, 250 f.Kr.

Pergamon: Museion, Apollonios, 210 f.Kr.

Rhodos: Eudemos, 335 f.Kr.; Hipparchos, 140
f.Kr.

Rom: Menalaos, 100.

Samos: Pythagoras, 540 f.Kr.; Konon, 300
f.Kr.; Aristarchos, 280 f.Kr.

Stageira: Aristoteles, 384 f.Kr.

Syene: Eratosthenes, 230 f.Kr.

Syrakus: Arkimedes, 225 f.Kr.

Tarent: Pythagoras, 540 f.Kr.; Archytas, 400
f.Kr.
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¢. Alexandria bliver centrum

Athen er 1 Platons levetid stadigveek centret for graesk andsliv. Men kort efter hans ded erobrer Phi-
lip af Makedonien Grakenland i ar 338, og hans sen Alexander (den Store) fortsatter hastigt feltto-
get ud over det meste af den verden, de kendte dengang. I Agypten grundlaegger han 1 332 en ny by,
der ubeskedent kaldes Alexandria, og i byen oprettes en slags universitet — der kaldes Museet — med
udgangspunkt i det enestaende bibliotek, der her bygges op.

Dermed overtager Alexandria i lobet af ganske fa ar fuldsteendigt Athens forerstilling.

To af de tre storste matematikere 1 Oldtidens Grakenland, Euklid (omkring 300 f.Kr.) og Appo-
lonius (262 — 190) — der skrev et imponerende vaerk om keglesnit, dvs. ellipser, parabler og hyperb-
ler — underviste her. Den tredje og maske storste af alle, Arkimedes (287 — 212), boede i Syrakus i
Syditalien, indtil byen blev erobret af romerne, og han selv drabt af en romersk legionzr.

Biblioteket rummede jo ikke beger i vores forstand, men ruller af papyrus, pergament, leder el-
ler andet materiale. Da Rom erobrede Agypten i ar 47 f.Kr., var samlingen oppe pd 7-900.000 bind,
alle 1 sagens natur uerstattelige originaler. Ved erobringen blev museet teendt 1 brand, og en stor del
af skrifterne gik tabt. Siden pabegyndtes en ny opbygning af biblioteket; men da kristendommen
vandt frem, gennemtvang tilhaengerne af denne nye religion en afbreending af de gamle »hedenske«
skrifter.

Det lykkedes at fi bragt en del i sikkerhed og disse ruller blev spredt ud over hele Orienten.
Men det meste gik tabt, og det er en af forklaringerne p4, at vi pa trods af den omfattende skriftlige
produktion har sa forholdsvis lidt originalt materiale.

Senere fandt munke ud af, at i stedet for at breende skrifterne kunne de vaske pergamentet af og
derved genbruge det kostbare pergament. Saledes blev de naturvidenskabelige skrifter systematisk
forvandlet til bonnebeger og lignende.

I nyere tid er det nu lykkedes at identificere nogle enkelte af disse overskrivninger. Den danske
matematiker og sprogforsker J.L. Heiberg har varet en hovedkraft i dette arbejde. Han sammen-
stykkede 1 1883 den i dag anerkendte udgave af Euklids Elementerne og udgav ligeledes de af Ar-
kimedes’ verker, der ikke var gaet tabt. Under dette arbejde fandt han ved et tilfelde 1 et klo-
sterbibliotek i Konstantinopel en gammel pergamentrulle med benner og ritualer fra det 13. &rhund-
rede, hvor han kunne se, at der under salmeversene var en anden og @ldre tekst. Afvaskningen af
pergamentet havde veret ufuldstendig, og det lykkedes faktisk Heiberg at dechifrere originaltek-
sten. Til hans glede og forbleffelse dukkede nu et af Arkimedes’ skrifter frem. Dette vaerk med tit-
len Om Metoden havde ligget gemt bag bennerne i over 600 ar og var regnet for tabt.

Gleden var sarlig stor, fordi dette er det eneste bevarede skrift fra en af de store matematikere,
hvori der forteelles om hvilke overvejelser og metoder, der har fort frem til alle de resultater, som sé
smukt og logisk prasenteres for os hos Arkimedes selv og f.eks. i Elementerne.

Det er indlysende, at der forud for den aksiomatisk-deduktive metode ma have gaet en analyse,
en undersggelse og en proven sig frem. Men hvorledes — det har vi ikke vidst, for det dukkede frem
fra sit skjul bag benner og salmevers.

3. Euklid

Om Euklid som person ved vi stort set intet. Og ingen af Euklids arbejder er bevaret i deres origi-
naludgave! Han skrev mange andre beger, hvoraf de fleste er géet tabt. En af disse ville det vere
overmade interessant at finde — den hedder Fejlslutninger og blevet anvendt som paedagogisk op-
treening af elevernes evne til at afslare fejl i noget, der tilsyneladende ser logisk ud.

Men vi har hans hovedveark Elementerne og det 1 en udgave, som, vi er ret sikre pa, ligger teet
op ad originalen. Det er overleveret til os ad krogede veje.

Da Platons Akademi blev lukket 1 529 e.Kr., da romerriget smuldrede, og kristendommens
fremmarch knagtede megen fri videnskab, segte mange lerde ostover til den arabiske verden. Her
fandtes en relativ stor andsfrihed og samtidig en voksende interesse for naturvidenskab.
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Det @ldste kendte eksemplar af Elementerne er saledes en arabisk oversattelse fra ca. 800 e.Kr.
Den blev bevaret, fordi det var en gave til den beromte Harun al Raschid (kendt fra 1001 nat og di-
verse tegneserier). Det er 1100 ar efter, at Euklid har skrevet originalen. Det svarer nogenlunde til
vores tidsmaessige afstand til Jellingestenene!

Den forste latinske oversettelse dukker op 1 Europa i 1120, og den ferste engelske oversattelse

er fra 1570 (den europaiske bogtrykkerkunst stammer fra 1438, for den tid kopieres bogerne ved
afskrift).
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En side fra en af de tidligste trykte latinske udgaver af Euklids Elementerne.
Bogen beerer steerkt preeg af handskrifitraditionen.

Det betyder imidlertid ikke, at Euklid var glemt i alle de mellemliggende ar. Der blev fortsat under-
vist 1 hans geometri; men efter forskellige noter, kompendier osv. Men da de mere autoritative ud-
gaver nu dukker op og spredes ved hjelp af den nye bogtrykkerkunst, fik den hurtigt en kolossal
indflydelse, bade pd naturvidenskab, filosofi og mange andre felter. Og det er netop den aksioma-
tisk-deduktive metode, man begejstres for, og som vinder frem.

a. Pavirkninger fra Euklids metode

I 1687 udgiver Newton sit skelsettende vaerk Principia (fuld titel: Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica), hvor han sammenfatter sin beskrivelse af, hvorledes naturlovene og tyngdekraften
virker. Grundlaget er studiet af den virkelige verden. Alligevel kalder han sine love for » Aksiomer
eller bevaegelseslove«, og hele verkets opbygning er euklidisk.

Nogenlunde samtidig udgiver filosoffen Spinoza (1677) sit vaerk om Etik, med undertitlen:
»iremstillet efter den geometriske metode«. Og han seger faktisk at gere Euklid kunsten efter — der
anfores definitioner, s@tninger og beviser, sa det nesten virker som en parodi.

Er Spinozas rolle i filosofihistorien beskeden, sa har til gengaeld den tyske filosof Immanuel
Kant (1724 — 1804) ovet kolossal indflydelse pa stort set alle senere filosoffer og store taenkere. 1
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sin kritik af de filosoffer, is@r den engelske David Hume, der havdede at menneskene ikke kunne
vide noget med sikkerhed, fremhavede Kant netop geometrien som et omrade, hvor vi i alt fald var
sikre; f.eks. sikre pd, at vinkelsummen i en trekant er 180°.

OVELSE

Hvad mener du om de to argumenter: Humes at vi intet kan vide med sikkerhed, f.eks. heller ikke at
Solen 1 morgen stér op 1 ost? Og Kants at der findes sikker viden, f.eks. s@tningerne fra geometrien?

Inden for den ekonomiske videnskab udgiver Adam Smith (den
forende liberale skonom) 1 1776 sit hovedvark Wealth of Nati- — ornsenves tzis

ons, og i 1867 begynder Karl Marx (den forende socialistiske —ztrs e
okonom) udgivelse af sit hovedvaerk Kapitalen. Begge vaerker —“mipr—fie—r i -
er bygget op med forudsatninger, definitioner og stringente lo-

giske raesonnementer, der forer frem til at fastsla visse kends-

gerninger (»s&tninger«) osv.

I 1776 udsendes den amerikanske Uafheengighedserkicering,
hvis hovedforfatter var Thomas Jefferson, der selv var en habil
matematiker. Erklaringen er tydeligt praeget af en aksiomatisk-
deduktiv tankegang — fra formuleringen i begyndelsen: »Vi an-
ser disse sandheder for selvindlysende...« (aksiom betyder sel-
vindlysende sandheder), frem til hvor de erklerer, at de vil »be-
vise, at den engelske kong Georges regering ikke lever op til«
de krav, man kan stille.

Flere omrader og flere eksempler fra hvert kunne gives.

b. Elementerne

Hvad er det sa for et vaerk, der har haft en sddan indflydelse pa vores kultur, at den ifelge mange
udsagn kun er overgdet af Bibelen?

Elementerne bestar af 13 bager, der 1 al korthed har felgende indhold:

Bog I: Elementare konstruktioner (»Trekantens geometri«)

Bog II: Geometrisk Algebra (»Firkantens geometri«)

Bog III: Cirklens Geometri

Bog IV: Regulare Polygoner (»Femkantens geometri«)

Bog V: Storrelseslaeren (»Antikkens differential- og integralregning«)
Bog VI: Ligedannethed

Bog VII-IX: Talteori

Bog X: Irrationale tal (Bygger pa Theaitetos’ athandling)

Bog XI: Rumgeometri

Bog XII: Areal og Volumen
Bog XIII: Konstruktion af de 5 regulaere polyedre

Indholdsfortegnelsen giver et vist indtryk af, hvor omfattende et vaerk det er. Men det, som kom til
at praege andslivet siden, er strukturen i begerne. Euklid gar frem pa felgende made:

Forrest er alle de definitioner (23 1 alt), han far brug for i bog I. Den forste definition i bogen er
simpelthen: » 1. Et punkt er det, som ikke kan deles.« Bang — hverken forord eller anden snak, men
lige pa.

Dernest folger de postulater (aksiomer) (5 i alt), han mener, er nedvendige for denne geometri.
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Og endelig satter han nogle almene aksiomer op (5 1 alt), som danner grundlag bade for geome-
trien og for al anden matematik.
Den sidste gruppe giver en slags regler for, hvordan vi logisk argumenterer os frem.

Herefter klor han pa med s&tning efter setning, hvor han skelner mellem konstruktioner — der af-
sluttes med »hvilket skulle gores«, forkortet hsg — og beviser — der afsluttes med »hvilket skulle be-
vises«, forkortet hsb; den mere beremte latinske forkortelse qed, der star for »quod erat demonstran-
dum« anvendes stadig i mange matematikboger.

OVELSE

Prov at overveje, hvor der er ligheder, og hvor der er forskelle mellem Euklids matematikbog og
opbygningen af moderne matematikbgger.

En forudsatning nevnes ikke, selv om den nasten er vigtigere end alle andre: Ved samtlige kon-
struktioner mé der kun anvendes passer og lineal!

Det kan méske forekomme lidt vilkérligt — hvorfor lige de to instrumenter? Men forklaringen er
igen, at grackerne sogte at satte sa fa og beskedne forudsatninger op som muligt; og uanset hvilke
midler, der skulle tillades, matte man under alle omstaendigheder vare helt enige om, hvad der mé
bruges. Det er nok betydeligt svaerere at blive enige om at anvende et eller andet sindrigt apparat,
end de simple passer og lineal. Det fortelles, at det var astronomen Oinopides fra Chios (levede ca.
450 f.Kr.), som var den forste, der fastslog, at eneste tilladte hjelpemiddel er passer og lineal, og pé
Euklids tid var dette dbenbart sd alment anerkendt, at det end ikke navnes.

OVELSE

Forestil dig du er en graeker pa Euklids tid. Hvordan vil du skaffe dig en lineal og en passer? Hvad
er efter din opfattelse det mest oprindelige eller mest grundleeggende af de to instrumenter? Hvis du
begynder med kun at have to punkter og afstanden mellem dem, hvor langt kan du s& komme 1 dine
konstruktioner ved brug af lineal alene? Hvor langt kan du komme ved brug af passer og lineal ale-
ne?
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EUKLIDS ELEMENTER* 21. Af tresidede figurer kaldes endvidere den, der har en ret
vinkel, en retvinklet, den, der har en stump vinkel, en stump-
BOG 1 vinklet, den, der har alle tre vinkler spidse, en spidsvinklet
trekant.
Definitioner 22. Af firesidede figurer kaldes den, der bade er ligesidet og ret-
vinklet, et kvadrat, den, der er retvinklet, men ikke ligesidet,
1. Et punkt er det, der ikke kan deles. et rektangel, den, der er ligesidet, men ikke retvinklet, en
2. En linie er en l&ngde uden bredde. rhombe, den, der bade ar modstdende sider og vinkler lige
3. En linies begransninger er punkter. store, men hverken er ligesidet eller retvinklet, en rhomboi-
4. En ret linie er en linie, som ligger /ige mellem punkterne pa de, de gvrige firesider kunne kaldes trapezer.
den. 23. Parallelle linier er rette linier, der ligger i samme plan, og
5. En flade er det, der kun har en langde og en bredde. som, nér de forlaenges ubegrenset til begge sider, ikke me-
6. En flades begraensninger er linier. des til nogen af siderne.
7. En plan flade er en flade, som ligger /ige mellem de rette li-
nier i den.
8. En plan vinkel er haldningen mellem to linier, der ligger i
samme plan, har et punkt felles og ikke ligger pa en ret li-
nie. Forudscetninger
9. Nar de linier, der indeslutter vinkler, er rette, kaldes vinklen
retliniet. Lad det vaere forudsat:
10. Nar en ret linie er oprejst pa en anden, sé at de ved siden af 1. At man kan treekke en ret linie fra et hvilket som helst punkt
hinanden liggende vinkler bliver lige store, er enhver af de til et hvilket som helst andet punkt.
lige store vinkler ret; og denne rette linie, der er oprejst pA 2. At man kan forleenge en begraenset linie i ret linie ud i eet.
den anden, kaldes vinkelret pa denne. 3. At man kan tegne en cirkel med et hvilket som helst centrum
11. Em stump vinkel er en vinkel, som er sterre end en ret. og en hvilken som helst radius.
12. En spids vinkel er en vinkel, som er mindre end en ret. 4. Atalle rette vinkler er lige store.
13. En omkreds er begraensningen af noget. 5. At nér en ret linie skerer to rette linier og de indvendige
14. En figur er det, der indesluttes af en eller flere omkredse. vinkler pa samme side er mindre end to rette, sa mades de to
15. En cirkel er en plan figur, indesluttet af en sddan linie (som linier, nar de forleenges ubegraenset, pd den side, hvor de to
kaldes periferien), at alle de rette linier, der kan treekkes ud vinkler, der er mindre end de to rette, ligger.
til den fra et inden for figuren liggende punkt, er indbyrdes
lige store.
16. Dette punkt kaldes centrum i cirklen.
17. En diameter i cirklen er en ret linie, trykket gennem centrum
og begranset til begge sider af cirkelperiferien, og den hal- Almindelige begreber
verer ogsa cirklen.
18. En halvcirkel er en figur, som indesluttes af en diameter og 1. Sterrelser, der er lige store med samme storrelse, er indbyr-
den af diameteren afskérne periferi. Halvcirklens centrum er des lige store.
det samme som cirklens. 2. Nar lige store sterrelser legges til lige store sterrelser, er
19. Retliniede figurer er sddanne, som indesluttes af rette linier: summerne lige store.
tresidede, som indesluttes af tre, firesidede af fire, flersidede 3. Nar lige store storrelser traekkes fra lige store sterrelser, er
af flere end fire rette linier. resterne lige store.
20. Aftresidede figurer kaldes den, der har alle tre sider lige sto- 4. Sterrelser, der kan deekke hverandre, er indbyrdes lige store.
re, en ligesidet, den som kun har to sider lige store, en lige- 5. Det hele er storre end en del deraf.

benet, og den, som har alle tre sider ulige store, en skav tre-
kant.

De forste to sider af Elementerne, Bog I, i dansk overscettelse.

Det, som har imponeret verden siden, er dels Euklids evne til at opstille og fastholde sit aksiomsy-
stem og dels den uhyre precision og ngjagtighed i alle detaljer, der praeger hans argumentation. I
det vaesentlige lever hans system endog op til kravene til et moderne aksiomsystem. Disse krav er
folgende tre:

Aksiomsystemet skal veere fuldstendigt, dvs. der mé ikke vere uudtalte forudsetninger.
Aksiomsystemet skal vare konsistent, dvs. man mé ikke kunne udlede to s@tninger, der er i
modstrid med hinanden.

3. Aksiomerne skal vare uafhengige, dvs. man har brug for alle aksiomer og kan ikke udlede no-
gen af disse ud fra andre af aksiomerne.

N —

Efter totusind ars forseg pa at vise, at parallelpostulatet (nr. 5) ikke er vathaengig af de andre, lyk-
kedes det midt 1 1800-tallet nogenlunde samtidig for ungareren Wolfgang Bolyai og russeren Niko-
laj Lobatjevskij at vise, at postulatet var nedvendigt for at fa udviklet plangeometrien. Euklid havde
haft ret over for de tusinder, der havde forsegt at vise det modsatte.
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Med andre udgaver af parallelpostulatet kunne man nemlig fa andre udgaver af geometrien; dis-
se andre geometrier blev i begyndelsen anset som den reneste og mest abstrakte matematik, uden re-
lation til virkelighedens verden, indtil Einstein faktisk anvendte den ikke-euklidiske geometri i sin
relativitetsteori.

OVELSE

Overvej det forste krav om fuldstendighed. Kan du finde andre mangler hos Euklid end de nevnte
med passer og lineal, dvs. andre ting, vi bruger, uden det er naevnt i forudsetningerne.

4. De uleste konstruktionsopgaver

Hgojdepunktet 1 Euklids Geometri er konstruktionen af de fem regulare polyedre og beviset for, at
der ikke findes andre end disse fem. Dette er emnet for Bog XIII.

Euklid omtaler imidlertid ikke de tre store uleste problemer: Kan man ved hjelp af passer og li-
neal konstruere en lgsning pé felgende:

1. »Terningens fordobling«: Givet en terning. Konstruér en ny terning med dobbelt sé stort et rum-
fang.

2. »Vinklens tredeling«: Givet en vinkel. Del den i tre lige store dele.

3. »Cirklens kvadratur«: Givet en cirkel. Konstruér et kvadrat, der har samme areal som cirklen.

Problemerne var kendt af alle og enhver. De blev omtalt af filosoffer og forfattere og voldte hoved-
brud for mangen en matematiker og endnu flere glade amatorer. Anstrengelserne for at lose dem var
langtfra spildte, for de forte til mange andre interessante resultater. Men de tre problemer forblev
uloste.

At sd enkle problemer er sd svere at lgse, er for mange mennesker 1 sig selv vanskelig at forsta.
Men det er faktisk langt fra enestdende i matematikhistorien, nasten tvaertimod. Tenk pa firfar-
veproblemetl, eller Fermats store satning”.

Lad os formulere de tre klassiske problemer lidt mere pracist:

1. Givet en terning med rumfang 1, dvs. sidelengde 1. Kan vi konstruere en terning med rumfang
2, dvs. Kan vi konstruere et linjestykke med laengde /2 ?

2. Nogle vinkler, som 90° eller 180°, kan vi let tredele. Problemet er, om alle kan tredeles. Eller
omvendt: Findes der vinkler, som ikke kan? Kan eksempelvis ogsd vinklen pd 60° eller pa 30°
tredeles?

3. Arealet af en cirkel er 7 - . Arealet af enhedscirklen er siledes 7. Et kvadrat med areal 7 ma
have kantlengde ./;. Hvis vi kan konstruere 7, kan vi imidlertid ogsa konstruere /z, og om-
vendt — det behandler vi pé side 26 — sd problemet er: Kan vi konstruere et linjestykke med
leengde 7?

a. Myter om de tre problemer

Problemerne fascinerede samtiden i en sddan grad, at der blev skabt en raekke myter om dem, hvor-
af den kendteste forteller folgende:

1 Firfarveproblemet rejser spergsmalet, om man kan ngjes med at bruge 4 farver, hvis et atlas skal farvelegges, sa lan-
dene adskilles ved hjalp af farverne. Det haevdes i dag bevist med et gigantisk computerbevis.

Fermats store satning, som han formulerede i margenen pa en gammel matematikbog, lyder: »Der findes ingen hele tal
X, y 0g z, som opfylder ligningen x" + " = 2", hvor n > 2. Efter 350 ar blev den endelig vist, men ved hjelp af den mest
avancerede matematisk teori hentet fra mange forskellige omrader af matematikken.
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@en Delos midt i det eegaiske hav blev ramt af pest, og i deres nad henvendte befolkningen sig
til oraklet 1 Delfi for at sperge om rad. Her fik de som altid et tget svar, nemlig at de skulle drage
hjem og mildne gudernes vrede ved at gere det terningformede alter, de havde i deres Apollon-
tempel pa een, dobbelt sé stort.

De drog hjem og tenkte lenge over svaret. Hvordan fordobles en terning? Da de havde taenkt
leenge, og ingen kunne finde svaret, henvendte de sig til Akademiet 1 Athen, hvor de klogeste hove-
der var samlet. Platon mente nok, de havde taget svaret for bogstaveligt — oraklet havde snarere
ment, at indbyggerne pa Delos skulle legge sig mere efter matematik.

Alligevel gik de i gang med problemet; men det viste sig umuligt for dem at lgse det, nér de kun
métte bruge passer og lineal. I deres sogen efter en losning konstruerede de dog et apparat, der kun-
ne klare opgaven, som vi skal se lidt senere.

Og apparatet var, hvad de kunne give videre til indbyggerne pa Delos. Det forlyder ikke, om
gudernes vrede blev mildnet.

Efter denne fortaelling kaldes problemet om terningens fordobling for »det deliske problem«.

Historien er jo god nok; men den er nu nok legn. For problemet var kendt laenge for Platons tid.
Andre udgaver af historien skubber den nogle artier tilbage og taler om den pest, der ramte Athen
omkring 430, og som rev en fjerdedel af byens 300.000 indbyggere i deden. Men det er nu stadig
ikke langt nok tilbage i tiden.

Euripides, en af datidens store forfattere, gar helt til den anden yderlighed og skubber myten
mere end 1000 &r tilbage, til Kretas storhedstid under kong Minos. Da en af dennes naermeste skulle
begraves, og kong Minos sd den terningformede udgravning, s& befalede han ifelge Euripides, at
graven skulle gares dobbelt sa stor, uden at dens smukke form blev @ndret.

Atter andre taler om opgaver, hvor det drejer sig om at fordoble statuer — og det er principielt
samme problem.

Det fremgar 1 ovrigt af en af Platons dialoger, Republikken, at han faktisk var interesseret i pro-
blemet. I en diskussion mellem Sokrates (Platons talerer) og Glaukon hedder det:

»Glaukon: Men Sokrates, dette emne — forstorrelse af terningen — synes endnu ikke at vare blevet
undersogt.

Sokrates: Der er to grunde dertil; for det forste, eftersom ingen by verdsetter dem, gar disse under-
sogelser meget traegt, pd grund af deres vanskelighed. Og for det andet behover de, der underseger
emnet, en leder.«

Mon ikke Platon her ubeskedent taenkte pa sig selv?
b. Lesning med andre metoder end med passer og lineal

1. Terningens fordobling

Terningens fordobling er et rumgeometrisk problem: En terning med sidelengde a har rumfang a.
Kan vi konstruere sideleengden b i en terning med rumfang 2a*? Med vore dages betegnelser ved vi:
b=a-\2
Problemet ville vare lettere at overskue, mente grekerne, hvis det kunne »oversattes« fra 3 til 2
dimensioner. Og det kan det!
Allerede Hippokrates viste (omkring 430 f.Kr.), at terningens fordobling svarer til problemet om
at konstruere to sammenherende mellemproportionaler:

Vi har givet linjestykkerne a og d. Konstruér to andre linjestykker b og c, s& der gelder:

a_b_c
b ¢ d
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Vi kan (og grakerne kunne) let konstruere én mellemproportional: Givet a og d, konstruér et x, sé:

X
x d
(Har du ikke konstruktionen prasent, sa se under: Geometriske konstruktioner pé side 27).

Derfor er det jo en narliggende tanke, at vi kommer et stort skridt nermere en lesning ved en
sadan »oversettelse«. Lad os derfor lige indse, at det faktisk forholder sig, som Hippokrates viste.
Et argument herfor kan lyde:

Vi begynder med en terning med kantlengde a. Lad os et gjeblik sige, vi kunne konstruere en
dobbelt sé stor terning med kantlengde b. Kan vi gere det én gang, kan vi ogsa gentage det, sa vi
laver nu en terning dobbelt sé stor som b-terningen, nu med kantlengde c. Sé er det klart, at ¢’s for-
storrelse 1 forhold til b, mé veere det samme som b’s forsterrelse 1 forhold til a. Altsa:

b
a

S0

Vi gentager processen, nu med c-terningen, der fordobles til en terning med kantleengde d. Igen mé
derfor gelde:

d_c
c b

Men nu har vi jo fordoblet den oprindelige terning tre gange, s& den er 2° = 8 gange s4 stor som a-
terningen. Derfor ma den have kantleengden 24, idet der jo galder, at (2a)° = 84°. Altsé:

d=2a,
som indsattes i ligningen ovenfor, s vi alt i alt far:

b *)
a

a og 2a kender vi. Kan vi lgse problemet om »konstruktion af sammenherende mellemproportio-
naler«, er opgaven derfor lost: Det b, vi fér 1 en sddan konstruktion, er den enskede kantlengde:

b=+a
OVELSE

Finder du argumentet for lost, s gennemfor det ved at sette a=1, b= J2 og c= Jb og se at (*)
er opfyldt.

Det skulle vise sig, at det heller ikke var muligt at lose denne udgave af problemet alene med brug
af passer og lineal. Men arbejdet var dog langt fra spildt. Dels kom der en r&ekke praktiske losninger
ud af det, som f.eks. folgende, der efter overleveringen skulle vere det apparat, Akademiet kon-
struerede til lasning af det deliske problem:
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S
</
U
AN
/ \
/7
/
V4
V4
, / S
z _ >SN A
M 0 P
U,
R
S

Stykket OM er a, og stykket OR er 2a. | apparatet skydes U-stykket pa plads, s& det kommer til at
ligge som vist pd tegningen. Ved at se pd ensvinklede trekanter finder vi sé:

|OR| _|oP| _|ON]|
loP| |ON| |oMm|

Settes |0P| =c og |ON| = b, star der altsa 2a - b .

c b a
Men vigtigere for matematikkens udvikling var det, at undersogelser over »de sammenherende mel-
lemproportionaler« forte frem til opdagelsen af parabler, ellipser og hyperbler — det, vi samlet kal-
der for keglesnittene (fordi disse figurer kan fremkomme ved at lade en plan snitte igennem en keg-
le).

Det var en anden af de store for Euklid, matematikeren Menaichmos (ca. 350 f.Kr.), der naede
frem til dette. Med moderne ligninger og koordinatsystemer er det let nok at se. Dengang var det
uhyre kompliceret; koordinatsystemet blev forst lanceret som et nyttigt redskab 1 geometrien af den
franske matematiker og filosof Descartes 1 1637.

Lad os se, hvorledes disse keglesnit dukker op fra »de sammenherende mellemproportionaler«.
Vi ser igen pa ligningen med de tre forhold og kalder de segte stykker for x og y (mellemproportio-
nalerne) og dem, vi kender, for a og b. Vi skal altsé finde x og y ud fra felgende:

S =

X
y
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Der stér faktisk tre ligninger her:

a x X a
a_x X2 ) i C)
Xy y b x b

I (2) isolerer vi nu x, og 1 (1) og (3) isolerer vi y; sa far vi:

1 1 1
y=—-x" (1) x=—-y"(2) y=a-b-—(3)
a b X

Disse ligninger fremstiller kurver, vi kender:

e Den forste er en almindelig parabel.
e Den anden er en parabel, der »ligger ned«, dvs. den er symmetrisk om x-aksen.
e Den tredje er en hyperbel.

Men det betyder jo, at vi kan finde x og y som skeringspunkterne mellem to parabler (1 og 2) eller
som skaringspunkt mellem en parabel og en hyperbel (1 og 3 eller 2 og 3):

Vi kan imidlertid ikke tegne parabler og hyperbler alene med brug af passer og lineal. Men et nyt
omrdde af geometrien var under udvikling. Godt 100 ar senere var denne teori allerede drevet sa
vidt, at en af de tre store Appolonius (262 — 190) kunne skrive et vaerk om keglesnittene, der var li-
ge sd imponerende pa sit felt, som Elementerne.

2. Vinklens tredeling

Det er let at tredele et linjestykke. Eller for den sags skyld dele det op 1 n lige store dele, hvor
ne N: Afset en vilkdrlig vinkel, hvor linjen / = 4B ligger ud af det ene ben. Afset n lige lange
stykker ned af det andet ben, s& vi her far punkterne Py, P, ..., P,. Forbind nu det sidste P, med B
og tegn gennem Py, P,, ... osv. linjer parallelle med P,B. Deres skaringspunkter med linjen / kalder
vi for Oy, Oa, ..., Oy, 0og disse punkter deler 4B i n lige store dele:
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A Ql Qz Q3 Q4 B= Q5 A Ql QZ B= Q3

Tilfledet n =5 Tilfeldet n =3

Naér dette er tilfzeldet, er det jo ikke en fjern tanke at rejse problemet om tredeling af en vinkel. Men
det kunne meerkvardigvis ikke loses sa let — ja det viste sig at vaere uleseligt. Men med flere hj-
elpemidler gik det fint. Arkimedes lavede den nok enkleste konstruktion, hvor han brugte en »in-
dskydningslineal«, dvs. en lineal med méleenheder. Han gjorde som folger:

I enhedscirklen afsettes
den vinkel, vi vil tredele, 1 2. 4
kvadrant (se figuren). Vi kal- 2
der vinklen 3v, og ensker alt-
sa at finde en vinkel af stor- B
relse v.

Vi tager nu linealen, laeg- 3y

ger den, sd den rorer punktet E
A, saledes at vi far afsat et
stykke BC, der har l&ngden 1. Det kan vi gere ved at prove os frem. Nar BC er afsat, er trekanterne
OAB og OBC begge ligebenede, og ved at se pa vinkelsummen finder vi vinklerne som vist pa teg-
ningen og specielt:

XC=v,
altsa netop en tredjedel af den, vi begyndte med.

o F C

OVELSE
Gennemfor beviset for at XC =v.

I deres jagt pd en losning fandt de graeske matematikere frem til en raekke nye, komplicerede kurver,
som Kvadratricen, Konkoiden, Arkimedes’ spiral og andre, som man i dag studerer under vektor-
funktioner. Men ingen af dem kunne konstrueres med passer og lineal.

Gennem arhundrederne fortsattes forsggene, og mange troede, de havde fundet en lgsning, som
de sé sendte til matematikere og videnskabelige akademier 1 hdb om beremmelse og belenning. Det
gik sd vidt, at det franske Videnskabernes Akademi 1 1775 udsendte en erklering om, at det frem-
over hverken ville bedemme vinkeltredelinger, cirkelkvadraturer eller evighedsmaskiner.

I deres begrundelse skrev de, at der gik rygter om, at regeringer havde udlovet store duserer til
dem, som lgste problemerne, og at det var blevet til en sand galskab hos mange, som opgav deres
arbejde og blev ganske forstyrrede 1 hovederne og 1 evrigt ikke ville tage imod fornuft og acceptere,
at de lgsninger, de kom med, var fejlagtige.

Men det stoppede ikke de glade amaterer, og mange lavede utroligt komplicerede konstruktio-
ner, som var tet ved, men aldrig eksakt laste opgaven. Saledes bragtes 1 arene omkring 1930 i et af
de store tyske matematiktidsskrifter nogle artikler pa grundlag af en skradders ithardige arbejde
med passer og lineal. Den forste hed: »Die Winkeldreiteilung des Schneidermeister Kopf« og den
naste: »Eine neue Winkeldreiteilung des Schneidermeister Kopf«.
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Mere frugtbar var udviklingen blandt de arabiske matematikere omkring ar 1000. De fandt frem til,
at vinkeltredelingen kunne »oversattes« til et spergsmal, om en bestemt tredjegradsligning havde
en lesning. Dette blev senere fulgt op af Descartes (1596 — 1650), der i sin prasentation af koordi-
natsystemet behandlede kurver af tredje, fjerde og hejere grad, for at vise den nye analytiske geo-
metris overlegenhed. Descartes’ argument var nogenlunde som folger:

Lad os igen kalde den vinkel, vi vil tredele, for 3v, og begynde med at afsette en vinkel pa 6v 1
en enhedscirkel med centrum i O. De to punkter 4 og D forbindes, og vi antager nu, at vi kunne tre-
dele vinklen p& 6v for at analysere problemet ngjere. Tredeling af 6v ville give vinkler pa 2v og
punkterne B og C.

Trekanterne OAB, OBC og OCD er alle ligebenede og har alle topvinklen 2v, dvs. vinklerne ved
grundlinjen er 90° — v, f.eks.

£A=4XB=90°-v
Trekant OAD ogsa ligebenet, med topvinkel 6v og vinkler ved grundlinjen:

KXOAD = £0ODA =90° -3y
Derfor ser vi, at i trekant ABE er £EAB lig med 2v, og da XEBA=90°—-v, mé ogsd XBEA veare
90° — v, sa trekanten er ligebenet og ligedannet med trekant OAB. Altsa:

|4B| _|BE| |48 _
eller |BE|
40| |48] 40l -
da |[40|=1.

Vores mal er at kunne konstruere sin(v) ud fra kendskab til sin(3v), for s kan vi ogséd pa en-
hedscirklen konstruere v ud fra 3v.

Vi vil né frem til dette ved at udnytte, at trekant OAB er ligebenet, s |AB| =2 sin(v) :

sin v sin v
4 B
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samt udnytte, at trekant OAD er ligebenet, s& |AD| =2 sin(3v) :

A sin 3v sin 3v D

3v 3v

Nu mangler vi blot at fa AD udtrykt ved AB.

Derfor traekker vi en linje / parallel med OC, og som skarer AD i1 G. Nu er |BC| = |GF , 0g Vi ved,
at |DF|=|DC|=|AB|. Heraf ser vi, at |AD| =|DF|+|GF|-|GE| < |AD| = 3-|4B| - |GE| .

Se nu pé trekant BGE. Den er konstrueret, s& £G = £F =90°—v.
XFE erogsd ligmed 90°—v. Men sa er trekant BGE ligebenet og ligedannet med trekant ABE, dvs.

|GE| |BE| |BE|
= |GE|=1—
|BE| | 4B| | 4B
Indseet nu |BE| =|AB|2:
(ZZR
|GE| = =|4B[, dvs.
|4B|

|AD|=3-|4B| - |GE]|

|AD| =3-|4B| - |4B|
2-sin(3v)=3-2-sin(v)- (2 : sin(v))3
2-sin(3v)=6-sin(v)—8-sin’(v)
sin(3v)=3-sin(v)—4-sin’(v)

0 ¢ ¢ 0

Hermed er tredelingen oversat til losning af en tredjegradsligning: Givet tallet sin(3v). Find det x,
der opfylder:

—4x> +3x =sin(3v)

Dette x er sé sin(v), og kan pa enhedscirklen give os v.

EKSEMPEL

Tredeling af en vinkel pa 30°. Vi ved, at sin(30°) = 1. Altsé findes sin(10°) ud af ligningen:

—4x3+3x=% eller 8x° —6x+1=0
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Det medferte ikke, at man nu kunne lgse problemet med passer og lineal. Men oversattelsen fra et
geometrisk til et algebraisk problem skulle vise sig at vare et afgerende redskab til at bevise umu-
ligheden af at lgse opgaven.
3. Cirklens kvadratur
Dette er langt det sveareste af problemerne. Man laerte tidligt at kvadrere vilkarlige polygoner, dvs.
til en vilkarlig polygon (mangekant) at finde et kvadrat med samme areal.

Det kan man indse gennem et par skridt. Forst er vi tilfredse med at omsette til rektangler.
OVELSE

Se pa figuren og vis, hvorledes man kan finde et rektangel med samme areal som trekant ABC:

B

A C

Naér vi har en polygon, splittes den op 1 trekanter, og hver af disse omsattes til et rektangel:

Naér vi séledes far flere rektangler, skal de stykkes sammen, dvs. gives en falles hgjde. Det sker let-
test pa folgende made: Givet rektanglerne R; og R»:

R,

R, skal omformes til et med hejden 4. Tegn dertil folgende figur:
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I1
IV

II

Har alle rektangler nu fiet samme hojde, stykkes de sammen til ét ved blot at sette dem 1 forlengel-
se af hinanden:

dvs. polygonens areal er lig med rektanglets areal.
Nér vi har fundet ét rektangel med siderne a og b, omformes dette slutteligt til et kvadrat ved
konstruktion af mellemproportionalen x til a og b:

%:ﬁ eller x>’ =a-b
X X

[ 1]
a b

Altsa har det seggte kvadrat siden x, som vi netop har konstrueret (for denne konstruktion se afsnit 5).

En cirkel kan tilneermes med polygoner — laves flere og flere kanter, kan vi komme teettere og tatte-
re pa cirkelbuen. Sa skulle man méske tro, at ogsa cirklen kan kvadreres.

Det lykkedes tidligt for matematikeren Hippokrates (ca. 430 f.Kr.) at kvadrere visse halvmaner,
dvs. figurer afgrenset af to cirkelbuer. Det gores som folger. Vi tegner en halvmane afgrenset
yderst af en halvcirkel med radius » og centrum M og inderst af en bue fra en cirkel med radius

r=+2 og centrum O:
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Siderne 1 trekant AOC opfylder Pythagoras’ leresatning, derfor er £O =90°.

I halvcirklen tegnes en ligebenet, retvinklet trekant ABC. Cirkelafsnittene over AB og BC (de skra-
verede) svarer begge til 90°. Det samme geor cirkelafsnittet over AC, s cirkelafsnittene er ligedan-

2
nede. Nar radius ganges op med V2 (frartil »- V2 ), s& ganges arealet op med (\/5 ) =2.

Dvs. arealet af afsnittet over AC er 2 gange arealet af afsnittet over 4B, dvs. lig med summen af
de to afsnit over AB og over BC.

Da sdledes det / / / / skraverede er lig med det \ \ \ \ skraverede, er halvménens areal lig med are-
alet af trekant ABC.

Og en trekant kan kvadreres! Altsa kan halvménen kvadreres. Det métte naturligt nok bestyrke
troen pa, at cirkler kan kvadreres.

Men ak nej — ogsa her méatte man ty til de komplicerede kurver som f.eks. Arkimedes’ spiral for
at lose problemet.

En af de store skuespilforfattere Aristofanes lod sig i evrigt inspirere af dette problem til at beri-
ge sproget med et nyt udtryk til at karakterisere tdbelige mennesker: sidan nogle »cirkelkvadrate-
rer« (fra Fuglene).

5. Vigtige geometriske konstruktioner

Grazkerne forlod ikke aritmetikken og den abstrakte bogstavregning (algebra), da de vendte sig til
geometrien. Men geometrien rejste tilsyneladende ikke uforstaelige paradokser.

Uanset at punkter og linjer er abstraktioner (hvem kan tegne en linje uden bredde!), sé folte de
nok som vi, at papiret, sandet pa stranden eller en tavle med vore linjer og cirkler er en sa god re-
prasentation af den abstrakte geometriske model, at vi ikke sa let patvinges ubehagelige sporgsmél
som: »Findes der nu virkelig et punkt, hvor de to cirkelbuer ser ud til at skeere hinanden?« Vi tegner
jo cirkelbuen uden at haeve blyanten, sd de ma skare hinanden.

Samtidig var de bedre i stand til at gennemfore en stringent opbygning af geometrien end inden
for talbehandling eller algebra. Det kender alle — et omrade, man l&nge har beskaftiget sig med, har
afsat sa mange indlysende regler og metoder, at det er svert at komme til bunds 1, hvad der er for-
udsetninger, og hvad vi slutter os til ud fra forudsatningerne.

I geometrien opstillede Euklid definitioner og aksiomer, og samtidig blev det »kanoniseret«, at
folge det krav, som Oinopides fra Chios havde rejst — nemlig at det kun var tilladt at bruge passer
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og lineal. I opbygningen af en matematisk teori ma det naturligvis fastleegges, hvad der er tilladt, og
hvad der ikke er.

Nér de valgte at ngjes med sa beskedne hjelpemidler, var det givetvis med henblik pa at reduce-
re til sd {4 forudsatninger som muligt. Dette er i god overensstemmelse med moderne krav til aksi-
omsystemer.

a. Andre aksiomsystemer

Man kunne naturligvis have valgt andre aksiomer og andre hjelpemidler. Som tidligere omtalt vil vi
fa forskellige former for ikke-euklidisk geometri, hvis parallel-postulatet erstattes med et andet.

Et helt andet projekt blev i begyndelsen af dette arhundrede udviklet af en af vore store danske
matematikere Hjelmslev: Den sakaldte virkelighedsgeometri. Denne byggede pa sddanne synspunk-
ter som: »I virkeligheden« skarer to linjer ikke hinanden 1 et punkt, men 1 et lille linjestykke! — se
selv efter nar du tegner.

Hjelmslev udviklede et helt aksiomsystem som grundlag for sin teori, og som den vigtigste me-
tode satte han: At prove sig frem!

I Hjelmslevs geometri er det uhyre simpelt at tredele en vinkel. Det er faktisk den ferste kon-
struktion 1 hans lerebog om det, han kalder »Geometriske eksperimenter«: Tag en mélepasser (en
med nél 1 begge ender), og prov at ansla, hvor stor en tredjedel af en given vinkel er. Mél efter — og
juster ind, hvis den var lidt for stor osv. Metoden er overlegen, fordi den giver et langt mere nejag-
tigt resultat »i virkeligheden«, end alle andre beregningsmetoder giver, fastslog Hjelmslev. Og sa er
den oven 1 kebet selvkontrollerende! For man ger netop preve, ved at bruge passeren som omtalt.
At have metoder, der er selvkontrollerende, ville ikke vare si darligt.

Nar Hjelmslevs geometri ikke slog an, skyldes det is@r, at matematikken er interesseret i mere
end gode beregninger. I matematik er vi grundleeggende interesseret i at forstd hvorfor, eller hvorfor
ikke noget gaelder.

b. Konstruktioner med passer og lineal

Da grekerne havde fastlagt forudsatningerne i geometrien, loste de derefter algebraiske problemer
ved at oversatte til geometri og lose dem der. Denne sarlige disciplin er med et udtryk af den dan-
ske matematiker Zeuthen blevet kaldt geometrisk algebra, og Euklids bog II handler stort set om
dette. Eksempelvis loste de andengradsligninger ved geometriske konstruktioner.

I dag er det snarere omvendt — der er rimeligt styr pd det algebraiske, og vi oversatter geome-
triske problemer til algebraiske, hvor de sa lgses, som vi skal se senere.

Indenfor geometrisk algebra bygger man pd en raekke vigtige konstruktioner, som vi far brug
for; men som det ogsé 1 sig selv er af interesse at kunne beherske. Vi begynder med folgende vedta-
gelser:

e Tal oversettes til linjestykkers lengde.

e Med a betegnes bade tallet a og et linjestykke af lengde a. a er sdledes positiv. Et negativ tal
angives —a, hvor a er positiv.

e Med a - b betegnes hos Euklid ofte rektanglet med siderne a og b og areal a - b. Denne oversat-
telse af tal til geometri er i ovrigt sprogligt bevaret i udtrykket »kvadratet pa a« for a*. Vi vil
imidlertid sege at fa alle tal, ogsa a - b repraesenteret ved linjestykker.

e Vi bruger i det folgende bade kongruenss@tningerne og den vigtige s@tning om ensvinklede tre-
kanter, som vi allerede har brugt en del gange:

e »l ensvinklede trekanter er forholdet mellem lengderne af ensliggende sider det samme tal.«
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OVELSE

Find kongruenssetningerne og den citerede setning om ensvinklede trekanter i din matematikbog,
tegn figurer og overbevis dig om, at du forstar s@tningerne.

Vi skal nu se, hvorledes vi 1 geometrisk algebra opererer bdde med de fire regningsarter +, —, - og /
ogmed .

Lad veaere givet to positive tal a og b, b # 0, der begge reprasenteres af linjestykker med laengderne
a og b. Og lad endvidere vere givet et linjestykke af lengden 1.

Konstruktion af a + b og af a — b (hvis a > b)

Forlaeng linjestykket a i en ret linje og tegn med centrum i et af a’s endepunkter en cirkel med radi-
us b. Herved afskaeres henholdsvis a + b og a — b pa linjen:

A 4B| = a b b

Konstruktion af a - b (konstruktion af »fijerdeproportionalen«)

Konstruktionen bygger pé felgende forhold: aT-b = %

Sat a - b =x. Opgaven er en speciel udgave af den generelle konstruktion af fjerdeproportionalen x
til tre kendte stykker c, d og e:

X
C

d
e

Det gores som folger:
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Afsazt i en vilkérlig vinkel stykket d ud af det ene ben og e ud af det andet. Forbind DE. Afset ¢ ud
ad samme ben som e, og tegn igennem punktet C en linje parallel med DE.

OVELSE
Gor det! — dvs. flyt vinklen £4ED ned i C (ved brug af passer og lineal).

Nu er de to trekanter AED og ACP ensvinklede, og derfor gelder det onskede:

X
C

d
e

OVELSE

Udfor nu selv konstruktionen af a - b.

Konstruktion af =

Konstruktionen bygger pé folgende forhold: % =

— |

og udnytter metoden til konstruktion af fjerdeproportionalen, hvor x = % :

Trekant ABC er ensvinklet med trekant PQC, deraf det enskede.

Konstruktion af Ja (konstruktion af mellemproportionalen)

Ja 1

Konstruktionen bygger pa folgende forhold: — =—

a a’

som let indses ved at gange med Ja pa begge sider.

Konstruktionen er en speciel variant af den generelle konstruktion af mellemproportionaler:

X
C

d
x b
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der forlgber som folger (se figuren):

Afsat c og d 1 forlengelse af hinanden ud ad en ret linje, find midtpunktet M af dette linjestykke, og
tegn med M som centrum og afstanden MC som radius i en halvcirkel over CB. Oprejs i D den vin-
kelrette pa linjen, og kald skaeringspunktet med halvcirklen for 4:

Stykket DA bliver nu lig med det sogte x:
£ A er90°, og trekanterne ABD og CAD er ensvinklede. Derfor er:

x_d eller x> =c-d
C X

OVELSE

Indse at trekant ABC er retvinklet, f.eks. ved at trekke linjen MA og se pé de to ligebenede trekanter
MCA og MAB.

OVELSE

Konstruér efter ovenstiende metode \/§ .

Konklusion:
Nér vi begynder med blot ét linjestykke af leengde 1, kan vi konstruere:
1. linjestykker af leengde n, n e N

2. linjestykker af leengde r = f, hvor p,geN,dvs. reQ,

3. linjestykker af leengde Jr ,hvor re Q.
4. linjestykker af leengden /, hvor / er en vilkarlig kombination af +, —, -, / og v , f.eks.:

\/7+\/3+\/§ —\/\/2-\/3—@ og endnu mere tossede.

Vi bemerker imidlertid allerede nu, at uanset hvordan et sddant udtryk vrides, ser det ud til, at vi
ikke kan fa 32 frem — mens 42 let kan konstrueres, nemlig ved at tage kvadratroden to gange efter
hinanden.

Hvis vi indferer en orientering pa en talakse, kan vi naturligvis ogsa fa afsat de negative tal. Sa
hele Q og de mange rodkombinationer kan vi konstruere i geometrisk algebra.
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 Brentet § Aanfterdartt af Tacob ban Welfen,
- §ov Authore, Aav 1672, -

1 1672 udgav den danske matematiker Georg Mohr i Amsterdam et skrift med titlen Euclides Dani-
cus. Heri viser han som den forste i verden, at det er muligt at gennemfore alle Euklids konstruktio-
ner med brug af passer alene, altsda uden lineal. Skriftet var updagtet af samtiden og blev forst gen-
opdaget i dette arhundrede og genudgivet af Hjelmslev. Herefter er Georg Mohrs navn blevet inter-
nationalt kendt, og han har i dag ceren for dette resultat. Siden viste han i ovrigt, at de samme kon-
struktioner var mulige alene med brug af en lineal og en rusten passer!
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6. Pa vej til en losning

De tre klassiske konstruktionsproblemer, som havde udfordret amaterer og professionelle gennem
totusind &r, fandt deres losning midt i 1800-tallet — og lesningen kom fra en hejst overraskende vin-
kel.

Problemerne er af geometrisk karakter, og alle forseg pa at lese dem havde udspillet sig inden-
for den klassiske geometris rammer; de mest sindrige konstruktioner var udtenkt; men ingen loste
problemerne. De fleste matematikere havde nok den opfattelse, at problemerne var uleselige; maske
var det endog ogsa graekernes opfattelse. Men hvordan vise, at det er utenkeligt, at et eller andet
geni en eller anden dag fér den idé, der skal til?

Vanskeligheden bestod bl.a. 1 at kunne bevare overblikket over, hvad der sker, nar vi griber pas-
ser og lineal og begynder at konstruere nye punkter. For at fa et sdidant overblik viste det sig meget
hensigtsmaessig at »oversatte« de geometriske problemer til algebraiske.

Og de tre klassiske problemer blev efter en sddan oversettelse blot til specialtilfelde af en ny
teori for lgsning af ligninger. En teori, der udtaler sig om, hvornar ligninger af hgjere grad har »pee-
ne« lgsninger.

¢. Om Galois’ korte liv og bratte ded

Selv om en del store matematikere (iser Lagrange, 1736 — 1813) havde arbejdet med at udvikle en
saddan ny algebra, tilkommer @ren den geniale franske matematiker Evariste Galois. Efter ham kal-
des denne del af algebraen, der viste sig at have de mest forskelligartede og overraskende an-
vendelser, for Galois’ teori.

Galois’ liv var som en klassisk graesk tragedie. Han blev fodt i 1811, hvor hele Europa var revet
op af Napoleonskrigene, og Frankrig selv splittet pa kryds og tvaers af modsatningerne mellem de-
mokraterne, der ville forsvare idealerne fra den store revolution i 1789, og monarkister af mange af-
skygninger.

Den meget temperamentsfulde Evariste Galois tog allerede fra gymnasietiden aktivt del i agita-
tionen for at fi genetableret republikken, og med sine indleg 1 gymnasieblade og taler pa meder og
vartshuse bragte han sig i1 konflikt med myndighederne.

I juli 1830 forsegte kongen, der var blevet indsat efter Napoleons fald, at bremse den demokra-
tiske bevaegelse med censur og beslagleggelse af trykkerierne; men det blev i stedet signal til oprer.
Det var 1 ovrigt pd samme tid, at nationale konflikter og frihedskrige forte til, at Belgien rev sig las
fra Holland og kom pa Europakortet, Serbien blev selvstendig, og Grakenland endelig fik smidt
tyrkerne ud og efter naesten 2000 &r igen blev herrer 1 deres eget hus.

I Paris lykkedes det godt nok at fa valtet kongen, som flygtede til England; men i stedet for den
demokratiske republik blev der indsat en ny, men dog mere liberal konge. Republikanerne — og
blandt dem Evariste Galois og de andre studenter, som var hejlydt utilfredse — fortsatte deres agita-
tion, men matte nu opleve at myndighederne skred hardt ind.

Efter at have skrevet et leeserbrev vendt mod sin rektor, blev Galois smidt ud af skolen i1 decem-
ber 1830. Han slutter sig til republikanergarden, der er de mest oprerske, og som kort efter forbydes.
Da Galois selv offentligt udtaler sig imod kongen, feengsles han i maj 1831.

Han leslades for en kort bemarkning 1 juni, men ryger ind igen i juli 1831, efter at han har del-
taget i en demonstration pd Bastilledagen (14. juli — drsdagen for den store revolution i1 1789). 29.
april 1832 slipper han endelig ud.

Ude af fengslet opdager han, at der er en medbejler til den pige, han er forelsket i. Straks udfor-
drer den temperamentsfulde Galois den anden til duel, men er tilsyneladende klar over sine ringe
chancer, for om natten til den 30. maj, hvor duellen skal finde sted, samler han febrilsk sine mate-
matiske artikler og udkast sammen og skriver en lengere redegerelse for, at han her har udviklet en
helt ny algebraisk teori, der vil have vide anvendelsesmuligheder (og bl.a. demonstrere umulighe-
den af at lose de tre klassiske problemer).
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Redegorelsen var iser beregnet for den store tyske matematiker Gauss (1772 — 1855). Galois
skriver:

»[...] jeg har gjort nogle nye opdagelser i analysen. [...] Bed Jacobi eller Gauss om offentligt at
udtale deres mening, ikke om sandheden, men om betydningen af disse s@tninger. Senere vil der,
héber jeg, findes matematikere, som vil have fordel af at dechifrere at dette rod [...]«

Og 1 papirerne kradsede han flere steder ned: »jeg har ikke tid, jeg har ikke tid.«

Den 30. maj 1832 om morgenen blev Evariste Galois, som han havde forudanet, dedeligt séret i
duellen; han blev efterladt med sine skudsédr og ferst fundet en del timer senere af en bonde, der
bragte ham til et naerliggende hospital, men for sent. Han overlevede ikke.

Og hans papirer naede tilsyneladende aldrig frem til Gauss. Uheldet syntes at forfolge stakkels
Galois efter hans ded, som det var sket, mens han levede.

Artiklerne var 1 forskellige versioner sendt frem til tidsskrifter og bedemmelse hos kendte ma-
tematikere. En af disse, Cauchy (1789 — 1857) havde med interesse last noget af det, men blev
uheldigvis syg, da han skulle prasentere Galois’ ideer for Akademiet 1 1829. Samme &r dumper Ga-
lois selv ved optagelsesproven til Polyteknisk laereanstalt, da han er staerkt nedbrudt over, at hans
far efter en smedekampagne havde begaet selvmord fa dage for proven.

I 1830 vender Cauchy sé tilbage til Galois og beder ham om at omskrive materialet til en pris-
opgave, som akademiet netop havde udskrevet. Men da Galois ger det og indsender sin nye version,
bliver hans bidrag vaek! Sandsynligvis fordi komitéformanden Fourier (1768 — 1830, kendt fra teo-
rien om Fourier-rekker, der anvendes i studiet af sammensatte harmoniske svingninger) havde taget
artiklen med hjem, og pludselig der.

Et af de andre komitemedlemmer er Poisson (1781 — 1840, kendt fra Poisson-fordelingen, der
anvendes i sandsynlighedsregning og statistik) anmoder nu Galois om at igen at lave en ny version,
denne gang med eksempler péd de rige anvendelsesmuligheder, hans teori har. Artiklen indleveres
forst pa aret 1831; men i juli 1831 afviser Poisson den med bemerkningen »uforstaelig«.

Ad mearkelige omveje lander Galois’ artikler og sidste breve i1 1843 hos endnu en af Frankrigs
mange store matematikere, Liouville (1809 — 1882, iser kendt fra differentialligningsteorien), og
endelig er der en, som forstér teoriens betydning og genialitet. Han bearbejder det, og 1 1846 offent-
liggores materialet.

Sidelgbende hermed havde Gauss og andre udviklet elementer af den nye algebraiske teori, som
smeltede sammen med Galois’ bidrag til det, vi i dag blot kalder for Algebra, og hvor teorien om
grupper, om legemer (som vi skal here om) og Galois’ teori er specielle omrédder.

7. Konstruerbare tal

Vi rekapitulerer:

1. Spergsmalet, om man kan fordoble en terning, svarer til spergsmalet: Kan man konstruere sig
frem til tallet 32 ?

2. Spergsmaélet, om man kan tredele en vinkel pa 60°, svarer til spergsmélet: Kan man konstruere
sig frem til en losning til ligningen 82° — 6z + 1 = 0 (jf. side 21)?

3. Spergsmalet, om man kan lgse cirklens kvadratur, svarer til spergsmalet: Kan man konstruere
sig frem til tallet z?

Undersogelsen heraf tager nu form af en algebraisk undersogelse af spergsmalet:
Hvilke tal kan man i det hele taget konstruere, ud fra en given enhed?
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a. De konstruerbare punkter

I afsnit 5 sé& vi, at vi kunne konstruere hele Q, samt en masse forskellige rod-udtryk. Men pracis
hvilke? Det skal vi nu fa styr pa. Forst:

Forudsatninger

Vi har givet et koordinatsystem med punkterne F,(0,0) og P2 (0,1).

Tilladte konstruktioner med passer og lineal

1. Givet to punkter, md vi tegne linjen gennem dem.
Givet et punkt og en afstand (mellem to punkter), ma vi tegne en cirkel med punktet som cen-
trum og afstanden som radius.
3. Ved hjelp af punkt 1 og 2 far vi konstrueret nye punkter ud fra givne punkter, nemlig:
a. skearingspunkter mellem linjer,
b. skaringspunkter mellem cirkler,
c. skearingspunkter mellem en cirkel og en linje.

Definition 1

Maengden af alle de punkter i planen, der fremkommer ved at g ud fra P, og P, og anvende de til-
ladte konstruktioner et endeligt antal gange, kalder vi for meengden af konstruerbare punkter.

Mangden af konstruerbare punkter kan vi forestille os fremkomme ved skridt for skridt at kere
punkt 1-3 igennem, ud fra de punkter, vi i det foregdende skridt har skaffet os:

Forudsatninger F,(0,0) og P,(0,1).

1. skridt:




Fra graesk geometri til moderne algebra Side 33 af 45

2. skridt:

Vi stoppede midt i1 tegneriet, da det viste sig, at geometrien allerede her 1 2. trin blev uoverskuelig.

Men skridt for skridt far vi fat 1 alle konstruerbare punkter. Et punkt repraesenteres af koordinater
(x,y). x og y findes ved at nedfelde en linje vinkelret pa henholdsvis ferste- og andenaksen. Har vi
et y pd andenaksen, kan vi fa det samme tal pa forsteaksen ved at bruge passeren:

Definition 2

Koordinaterne til de konstruerbare punkter kaldes konstruerbare tal. M@ngden af alle konstruerbare
tal betegnes K. Af vores undersogelse 1 afsnittet om Elementeare konstruktioner kan vi nu drage fol-
gende slutninger:

Satning 3

1. QekK
2. Alle tal, der fremkommer ved at kombinere rationale tal ved hjelp af +, —, -,/ og v , er med i K.
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b. Tallegemer

Vi vil nu na frem til en mere overskuelig beskrivelse af K. Ovenstdende tegning skulle veare en ri-
melig begrundelse herfor. Setningen ovenfor antyder det, vi vil nd frem til — nemlig at beskrive K
som fremkommet ved at udvide Q, forst med almindelige kvadratredder, s& med kvadratredder af
kvadratredder osv. osv.

For at holde styr pd dette indferes forst en definition af talmangder med sarligt pene egenska-
ber:

Definition 4

En talmengde L kaldes et Legeme, hvis der gelder folgende:

a,bel = a+bel
ael = —ael
a,bel = a-bel

a,bel, b0 = %EL

lelL

Kort og godt: Et legeme er en mangde L, hvori vi kan udfere de 4 regningsarter og stadig blive in-
den for L.

Satning 5

1. Q eretlegeme.
2. Q er det mindste legeme, dvs. ethvert tallegeme L ma indeholde Q.

Bevis

Vis selv punkt 1.
Forpunkt2: Da le L, farvi,at 2=1+1€ L, tilsvarende 3€ L, 4 € L osv. Altsé:
NclL
Endvidere: 1€ L = —1€ L, og derfor videre: —2 € L, —3 € L osv., sa alle negative hele tal er med i
L.1,-1e L=1+(-1)eL,dvs. 0 L. Hermed har vi:

Zc L

Divisionsreglen giver nu endelig, at for alle hele tal p og g, hvor ¢ # 0, gelder: p,ge L = Pep.
q

Forhold mellem hele tal giver netop brekerne, sa:
QclL
OVELSE

Hvilke af folgende talm@ngder er legemer:
N, Z, R, Q,, mengden af irrationale tal 1?
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Satning 6

K er et legeme.
Bevis

Folger umiddelbart af vore konstruktioner i afsnit 5: Elementaere konstruktioner. Prov selv at ga det
efter.

Bemerkning
Normalt kan vi ikke uddrage redder inden for et tallegeme. J2 er feks. ikke et rationalt tal. Vi kan
uddrage radder indenfor R, og vi kan ogsd indenfor K (overvej selv dette — sla evt. tilbage under

konstruktion af mellemproportional).

Definition og s&tning 7

Hvis g € Q er et positivt rationalt tal, hvor det gelder, at \/E ¢ Q, sa betegnes med @(\/E ) :
Q(\/g)z{a+b\/g|a,b e@}

@(\/5 ) er et tallegeme, der indeholder Q.

Bemarkning

@(\/5 ) er altsd alle tal, der kan skrives pa formen a + b\/a , hvor a og b er rationale. Q(\/E ) er sd-
ledes alle tal pa formen a + b+/2 , f.eks. 31— 242 og -+ %x/i :

Forst vises en lille hjelpesatning:

Hjzlpesxtning 8

Hvis /g ¢ Q, er opskrivningen af tal i Q(\/g ) pa formen a + b\/a entydig.

Bevis

Péstanden er, at det samme tal ikke kan skrives pa to forskellige méder:
x:a+b\/5:c+d qg,a#c,b=#d.

For lad os antage, at a + b\/g =c+ d\/g.

Hvis nu b = d, far vi straks, at a = ¢, og s star der jo samme tal.
Hvis i stedet b # d , sa omskriver vi:

a+b\/a:c+d\/a =
a—c=(b—d)\/a =

\/a:a—ce@

b—-d
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Men vi havde jo forudsat, at \/5 ¢ Q, sa det gar ikke; altsa kan ikke gelde, at b= d .

Nar b = d gaelder saledes ogsa, at a = ¢. Og dermed har vi, at x ikke kan skrives pa denne form pa to
forskellige mader.

Bemearkning

Specielt gelder:
a+b\Jg=0=a=0Ab=0

Bevis for setning 7

Qc @(\/5 ) er trivielt, da vi blot kan satte b = 0.

Vi skal nu vise, at vi »kan regne indenfor Q(\/E ) « (I algebra bruger man ogsa det udtryk, at

@(\/5) er lukket over for +, —, - og /).

Lad os sige, at vi har to tal 1 @(\/5) :

x=a+b\/qg og y:c—i-d\/g

Sa regner vi:

x+y=(a+b@) (c+dg)=(a+c)+(b+d)q
=—(a+bq)=-a+(-b)Jqg
x y:(a+b\/g)-(c+d\/5):ac+bd(\/_) +ad\Jq +beyq = (ac +bdg) +(ad + be) g
v a+bfg (a+0Va)(c=d\a) (ac—bdg)+(be-ad)Jq ac—bdq be-ad

y¢0,;=c+d\/5 (c+d\/_)(c—d\/_) (c _(d\/g)z) zcz_qdﬁcz__qdz-\/a

Alle fire udregninger ender péd formen

”1+rz\/g> n.r, €Q,
netop fordi Q selv er et tallegeme.
De tre forste er simple omskrivninger.
I den sidste forlengede vi med ¢ +d \/5 for at udnytte reglen

(a+b)(a—b) =a’ -b
og dermed fa \@ vaek 1 n@vneren.
Vi ved, at ¢ —d+/q # 0, for hvis der gjaldt, at c+d\/a:0, sd var ¢ = 0 og d = 0, og dermed ville
ogsa y=c+d+/q vare 0. Men det, har vi jo forudsat, ikke er tilfeldet — altsd at y # 0.

Ovenstaende definitioner og satninger er ikke specielle for Q. Vi har kun brugt, at QQ er et talle-
geme. Derfor kan vi formulere resultaterne mere generelt:
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Definition 9

Hvis L er et tallegeme, og g er et tal 1 L, sdledes at \/5 ¢ L, defineres L(\/g) som

L(\g)={a+bJqlabeL]

Setning 10.

1. Opskrivningen af tal i L(\/g) pa formen x =a+ b\/g , a,b e L, er entydig.

2. Lc L(\/g), og L(\/g) er selv et tallegeme.

Bemearkning

L(\/E ) kaldes derfor et udvidelseslegeme til L. Indenfor algebra siger man ogsa, at L(\/g ) er
fremkommet ved adjunktion af \/E til L.

¢. Beskrivelse af de konstruerbare tal
Vi er nu i stand til at beskrive K — de konstruerbare tal — ved hjelp af udvidelseslegemer til Q.

1. Forst vender vi lige tilbage til konstruktionen af alle de konstruerbare punkter. Uanset hvor
uoverskuelig en tegning kunne veare, er det alligevel klart, at der i hvert skridt kun bliver
konstrueret et bestemt, endeligt antal punkter.

Derfor kan vi fortsette den nummerering af dem, som begyndte med Py, P, ..., P, sé vi far
en folge af punkter:

P, P, ..., P,
Det er ligegyldigt, hvilken rekkefolge vi veelger inden for hvert skridt.
Ud fra punkterne far vi sa de konstruerbare tal, som tilsvarende kan skrives op i rekkefolge:

X, Xy, X, (*)
Det er ligegyldigt, hvilken raekkefolge vi veelger inden for hvert skridt. Det eneste af betydning
er, at alle er med, samt at vi forst tager alle fra forste skridt, dernest alle fra andet skridt osv.

2. Derneest gar vi i gang med at konstruere en folge af udvidelseslegemer til Q efter folgende re-
cept:
Vi bevager os frem i reekke af x’er, til vi forste gang meder et x;, hvor x, ¢ Q. Efter en op-

skrift, der folger nedenfor i punkt 3, finder vi sd et tal /, € Q og danner L, = Q(\/Z ) .
Nu har vi begyndelsen pa felgen, som vi leder efter, idet L, er et legeme, og Qc L, .

Vi fortseetter frem 1 raekken af x’er, til vi forste gang meder et x;, hvor x, ¢ ,, finder et

l, € L, efter opskriften nedenfor og danner som for L, = L, (\/Z ) .

Nu geelder derfor:
QcLcl,

og processen fortsetter, sa vi far konstrueret en folge af udvidelseslegemer:
QcLcLl,cLc..clL,
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3. Det enest,e vi mangler at angive, er, hvorledes vi finder de /,/,1,,L;,...,/,, som anvendes ved
hver udvidelse:
Ly =L(Ji) hvor 4 e L,
Lad os sige, vi er ndet til konstruktionen af L; og skal videre. Vi gér som beskrevet frem 1 raek-
ken og nér frem til et x,. Lad os nu lige overveje, hvorledes et sddant x, i rekken af kon-
struerbare tal fremkommer. Der er tre mulige mader — som skaringspunkt:
I. mellem to linjer,
II. mellem en linje og en cirkel,
III. mellem to cirkler,
hvor disse linjer og cirkler alle er fastlagt ud fra nogle af de foregaende punkter, dvs. ud fra nog-
le af x,x,,...,x, ;.

En linje fastlagt af punkterne (x,,y,) og (x Y j) har ligningen:

i J

og skrives dette pa formen

ax+by+c=0,
er det let at se, at a, b og c er fremkommet af de foregdende tal ved brug af regningsarterne +, —,
-og /. Altsé:

a, b og c ligger i L;.

En cirkel med centrum i (xk , yk) og radius 7 (som er et tal fastlagt ud fra de foregaende punkter),
har ligningen:
(x=x) +(r=n) =r,
og skrives denne pd formen:
X’ +y +detey+ =0,
ses let, at d, e og falle er fremkommet af de foregdende punkter ved brug af +, —, - og /. Altsa:
d, e og fligger ogsd i Ly.

Vi ser nu pé de tre naevnte tilfelde:

I. x, stammer fra et skeeringspunkt mellem to linjer:
ax+by+c =0
ax+by+c,=0
x, findes altsé ved at lose disse to ligninger og ma derfor fremkomme af a’erne, b’erne og

c’erne ved brug af +, —, - og /. Men sa ligger x, jo selv i L;. Med andre ord bidrager x, ikke
med noget nyt i dette tilfaelde: L; bliver ikke udvidet.

II. x, stammer fra et skeringspunkt mellem
linjen: ax+by+c=0
og cirklen: x> + > +dx+ey+ f =0
a og b kan ikke begge vere lig nul. Lad os sige b # 0. Sé findes y af den forste ligning:
ax+c

d
som dernast indsattes i den anden ligning:

2
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2
x2+[—ax;6j +dx+e-(—axd+cj+f:0

Vi kan se, at denne ligning kan reduceres til en ligning af formen:
AX* +Bx+C=0, A,B,CelL,

Vived jo, at x = x, er en losning. Derfor vil vi opskrive lasningsformlen:

—B+D ~B-D
=V =—

X
" 24 ! 24

hvor D=B*>-44Cel,.

Hvis /D € L,, vil ogsd x, € L, og bidrager siledes heller ikke til noget nyt; L, bliver ikke
udvidet. Men hvis VD ¢ L, , s s&tter vi:
L.,=L, (\/5) , dvs. D er det omtalte tal /;.

III. x, stammer fra et skeringspunkt mellem to cirkler:
X +y +dx+ey+ f=0
X +y +dx+ey+ f,=0
Ved at treekke den nederste fra den everste far vi omformet dette ligningssystem til folgende
to ligninger:
(a’1 —a’z)x+(e1 —ez)y+(f1 —fz):O
X +y +dx+ey+ f,=0
Men det er jo pracis samme situation som under punkt II med en linje og en cirkel, s& det
har vi allerede behandlet.

Konklusion: Et nyt tal i reekken af konstruerbare tal vil enten blot vare en kombination af de fore-
géende tal ved brug af +, —, - og /, dvs. ligge indenfor det tallegeme, som de hidtidige tal tilherer.

Eller der vil findes et [, € L, , sd x, ligger1 L, (\/Z ) , som sa bliver det naste i folgen af tallegemer.

Setning 11

Hvis K er meengden af konstruerbare tal, og L, har samme betydning som ovenfor, s gelder:

K=z,
k=1
Bevis

Lighedstegnet mellem de to mangder vises ved en almindelig anvendt teknik, nemlig at vise:
1. KL, 2. K 2 JL, .
k=1 k=1

for s& ma de jo vaere ens.
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1. Li’erne er konstrueret, sd ethvert x, € K bliver fanget og kommer med i et eller andet L;.
Derforer K ULk .
=1

2. Se pa folgen:

QcLcLclLc..cL,

Vived, at Q< K. L; bestdr af tal af formen a +b,/l, , a,b,l, € Q. Fra s&tning 3, side 33, ved

vi, at \/E e K og derfor ogsa, at b\/z € K og endelig, at a +b\/g e K . Altsa:
L ckK
L, bestdr af tal af formen a +b,//, , a,b,/, € L, = K. Som for ved vi derfor ogsa, at \/Z eK og

derfor ogsa, at b\/z € K ogendelig, at a + b\/z € K. Altsa:
L, ckK
Dette kan vi indlysende nok fortsatte og far for ethvert &, at L, < K, altsé:

KoL,
k=1
og s&tningen er Vvist.

d. Terningens fordobling er ikke mulig

Vi er nu endelig parat til at vise umuligheden af at fordoble terningen, dvs, umuligheden af at kon-
struere v/2 med passer og lineal. Forst vises folgende vigtige setning, der ogsd har almen interesse:

Satning 12

Lad L(\/E ) veaere et udvidelseslegeme til et tallegeme L, og lad
P(x)=ax"+..+ax+a,

vere et polynomium med koefficienteri L: a,,...,a,,a, € L . Sa gelder:
Hvis a+b4/q er enrodi P(x), sé er ogsd a —b\/g enrod i P(x).

a-— b\/a kaldes partneren til a + b\/g .

Bemarkning

Prov selv at overveje situationen, hvor P(x) er et andengradspolynomium med rationale koefficien-
ter (teenk pé lesningsformlen).

Bevis

Forst en betegnelse: Hvis x =a + b\/g , betegner vi partneren med x:

x=a- b\/g
Partneren til et tal a € L er tallet selv, for her galder jo, at b = 0:

a=a
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Dernast en iagttagelse: Hvis x =a + b\/g , yv=c+d \/E , har vi tidligere udregnet

X-y :(ac+bdq)+(ad+bc)\/g.
Tilsvarende kan vi udregne

_:(a—b\/g)( \f) ac+bdq (ad+bc)\/a.

Men heraf ser vi, at

X y=x-y
Dette kan vi naturligvis fortsatte, s vi ogsé far

v =(x)-

Det er endvidere let at se, at

X+y=x+y.

Nu kan vi indse satningens rigtighed: Lad nemlig x, = a + b,/q vare enrod 1 P(x):

n—-1

P(x,) =0 eller a,x," +a, x,"" +..+ax,+a,=0

Tag nu partneren pa begge sider:

n n—1 ___
ax),+a, x, +..+ax,+a,=0=0

Anvend de regneregler, vi netop har indset, til omskrivning af venstre side:

n n-1 - _
ax, +a, x, +..+tax,+a,=0 =

— /—\n n—1 _ —
an(xo) +an71(xo) +.o.tax,+a,=0 &

n —_—\n-1 J—
an(xo) +a (xo) +..tax,+a,=0

n-1

Men venstre side er jo nu P (x_o) , sa der str
P(r)=0,

altsé at ogsd x_o er en rod.

Setning 13

Lad L(\/g ) veaere et udvidelseslegeme til L. Sa geelder:
3/5 el (\/5 ) = 3/5 el

Bevis

Vi bruger det, vi ved, nemlig e L(\/E ) , til at opskrive:
J2=a+b q,abel

Side 41 af 45

Dette tal er rod i polynomiet P(x) = x> — 2, som er et polynomium med koefficienteri Q = L.

Derfor gelder ifolge den foregaende satning 11, at ogsa a — b\/g errodix’—2.

Men P(x) er en voksende funktion (overvej dette!), og har sidledes kun én rod. Altsa er de to ens:
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a+b\/5=a—b\/a &
b\q = -b\Jq

b=0
iﬁ:a, elleri/EeL,

()

hvilket skulle vises.

Hovedsatning 1

Terningens fordobling er ikke mulig med passer og lineal.

Bevis

Vi skal vise, at 3/5 ikke er konstruerbar.
Beviset fores indirekte: Antag at /2 kunne konstrueres — s vil vi fere dette til en modstrid.

%EK:%EUL,C
k=1

ifolge s@tning 11.

/2 ma4 sa tilhere én af disse, f.eks. 3/2 e L,men L =L, (Jlk_1 ) , sé af s@tningen, vi lige har vist,

farvid2er, =2, (i ))=2eL, hvor L, =L, ,({,,).

Argumentet kan fortsettes nedad 1 raekken, s vi far:
Q/EGL,{_I =3 2eLk_2:3/§eLk_3:>...:>3/§eLl =32ecQ

Det sidste er imidlertid forkert, hvilket f.eks. kan indses p4 samme made, som man indser, at 2 er
irrational: Hvis +/2 var et rationalt tal, kunne det skrives som en uforkortelig brok:

3
%/5:5 eller 2:%<:,>2q3=p3 ()

Heraf far vi, at 2 gar op i p, sd p er et lige tal, der kan skrives som p = 2r eller p’ =2°-7°, der ind-
settes i (¥): 2¢° = p° ©2¢° =2 - < g’ =271,

Heraf far vi dernaest, at 2 gar op i ¢. Men nér 2 gér op i1 bade p og ¢, s kunne breken jo forkortes,
altsd 1 modstrid med at den var uforkortelig, altsd mé antagelsen om, at /2 er rational vere forkert.

Alt i alt far vi, at 3/2 ikke kan tilhere nogen af L, erne og dermed ikke kan tilhere K, mangden af
konstruerbare tal!

e. Tredeling af en vilkirlig vinkel er ikke mulig

Med samme teknik kan vi nu ogsé vise, at vinklens tredeling med passer og lineal (for en vilkarlig
vinkel) er umulig.
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Farst vises:

Hjzlpesxtning 14

Lad L(\/E ) vare et udvidelseslegeme af L. Sat:
P(x) =x -3x+1
Sa gelder, at P(x) har en rod i L(ﬁ) = P(x) harenrodiL.

Bemearkning

Sl1a tilbage og find hvad det var for et polynomium, der dukkede op, da vi undersegte, om en vinkel
pa 30° kunne tredeles. Det ligner meget P(x), og det er da ogsa begrundelsen for at vise denne ellers
ret uinteressante s@tning.

Bevis

Lad x, =a+by/q, a,b,q € L, vaere enrod i P(x).

Hvis b =0, vil x veere lig med a. Og sa er det jo trivielt, at P(x) har en rod (nemlig xo) i L.

Hvis b # 0, sa er ifolge s@tning 12 partneren x_o =a—b,/q ogsd enrodi P(x), og der gelder:
Xo # x_o

Ved polynomiers division kan vi derfor fa P(x) skrevet saledes:

P(x)=(x=(a+byq))(x=(a-bJa))(x~c),

hvor c er den tredje rod i P(x).
Nar vi ganger parenteserne pa hejre side ud, skal vi fi venstresiden. P4 venstre side er der 0x*, hvil-
ket der derfor ogsd ma veere pa hejre side. Lad os se efter og finde, hvor mange x” der er:

—c-x2—(a+b\/g)-x2—(a—b\/g)-x2 :(—c—(a+b\/g)—(a—b\/g))-x2,

som altsé er lig med 0x”. Men det vil jo sige:
—c—(a+b\/g)—(a—b\/g):0<:>—c—2a=0©c:—2a

Hermed har vi vist, at P(x) har en rod i L, nemlig:
c=—2acl

Dernast vises:

Hjelpesatning 15

P(x) = x’ —3x +1 har ingen rationale redder.

Bevis

Lad os sige, det rationale tal » var en rod 1 P(x), og lad os sige, » var skrevet som en uforkortelig
brok:

,o P
q

Sa gjaldt der:
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3 3
p p p p
[—j -3L41=05-35+1=0<p’ -3pg° +¢° =0
q q q q

I denne ligning isolerer vi forst ¢°, dernaest p° og far de to ligninger:
L. p’=3pq’ -¢’ 2.-p'+3pg’ =¢q’

Af 1. ser vi, at det hele tal g gér op pa hejre side, derfor ogsa pa venstre.

Men £ var jo uforkortelig, sa den eneste mulighed for ¢g er at vaere +1 eller —1.
q

Af 2. ser vi pd samme made, at p ma vare enten +1 eller —1. Derfor er tallet 7 enten +1 eller —1.
Altsa: r = +1 og r = —1 er de eneste mulige rationale radder. Om de nu ogsa virkelig dur, kan vi ef-
terprove ved blot at indsette dem og se efter. Prov at geore det og se, at de faktisk ikke dur. Altsé:
der er ingen rationale redder.

Hovedsatning 2

Det er umuligt at tredele en vilkarlig vinkel med passer og lineal.

Bemarkning

Vi husker, at nogle vinkler naturligvis kan tredeles. Nar vi kan konstruere en vinkel pa 30° ved f.eks.
at halvere en vinkel pa 60° (som vi far fra en ligesidet trekant), ja sa kan vi jo sige, at vi har tredelt
en vinkel pa 90°. Det, setningen siger, er, at vi ikke kan tredele en vilkarlig vinkel. Dette bevises
ved at vise, at en ganske bestemt vinkel, nemlig den pd 30° ikke kan tredeles.

Bevis

Vi viser, at en vinkel pa 10° ikke er konstruerbar, ved at vise, at tallet sin(10°) ikke er et konstruer-
bart tal (det er jo 1. koordinaten til retningspunktet P, pa enhedscirklen).

Der gzlder folgende ligning (se side 21) for enhver vinkel u:’
sin(3u) = —4sin’ (u) + 3sin(u),

og idet vi setter u = 10°, far vi, som vi ogsa sa pa side 21:
sin(30°) = —4sin’(10°) +3sin(10°) <
1 =—4sin’(10°) +3sin(10°) =3
8sin’(10°)—6sin(10°)+1=0

Nu substitueres x = 2sin(10°) , s ligningen bliver til x> —3x+1=0, som vi kender fra satningen

ovenfor. Derfor ser vi nu: Hvis sin(10°) var konstruerbar, var ogsa 2sin(10°) det. Dermed ville po-
lynomiet P(x) = x> —3x +1 have en konstruerbar rod, x,.

Da x, € K, vil der findes et L; s& x, € L, . Hjelpesatning 14 giver derfor:

P(x) harenrodi L, =L, (\/Z:) = P(x) harenrodi L, ,.

3Strengt taget har vi kun vist, at formlen gaelder for vinkler, hvor 6v <180°, dvs. for v <30°. Men det kan vises, at tri-
gonometriske formler, der gaelder i et interval, uanset hvor lille, geelder overalt! Vi benytter imidlertid her kun det, vi
har vist.
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Som vi gjorde tidligere, kan vi ogsa her fortsatte dette nedad og far: P(x) harenrodi L, = P(x)

harenrodi L, , = P(x) harenrodi L,_, =..= P(x) harenrodi Q.

Men det har P(x) ikke, ifolge hjelpesatning 15. Derfor har P(x) overhovedet ikke nogen konstruer-
bare redder, altsé sin(10°) er ikke konstruerbar: Vinklen pa 30° kan ikke tredeles.

f. Cirklens kvadratur er ikke mulig

Som tidligere omtalt er dette problem langt det vanskeligste. Det skyldes, at tallet 7 er et meget me-
re kompliceret tal, end tal der kan udtrykkes som radder. De sidste er radder i polynomier, og selv
om de kan forekomme komplicerede nok, sa er der alligevel rimeligt styr pa dem. Sadanne tal kal-
des for algebraiske tal.

Séledes er bdde 2, e og « irrationale tal; men kun /2 blandt disse er algebraisk. Det er sveert at
angive serlig mange irrationale tal — f.eks. er alle tal i lommeregneren jo rationale; men langt de
fleste af dem, vi trods alt kan hitte pd, er pa en form, sé de er algebraiske (prov!). Alligevel viser det
sig, at der ikke er specielt mange algebraiske tal — de kan faktisk opstilles i raekkefolge og derfor
telles.

Derimod vrimler verden med den anden slags tal, som kaldes transcendente, som altsé er tal, der
ikke er rod 1 noget polynomium. Sddanne tal kan derfor heller ikke konstrueres.

Det var forst 1 1882, det lykkedes for en tysk matematiker Lindemann (1852 — 1939) at bevise,
at tallet 7 var transcendent. Beviset herfor er betydeligt sverere end beviset for, at tallet e er trans-
cendent, og involverer, at man bevager sig ud i de komplekse tal. Sa det lader vi ligge her.

Lindemanns ry led i ovrigt en del skade, fordi han (i overmod over sit resultat med z?) publice-
rede flere beviser for Fermats store setning (jf. side 14), som desvarre alle viste sig at vere forkerte.
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