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1. Kontinuerte og differentiable funktioner

I gymnasiets matematikundervisning indferes differentialkvotienter normalt over to omgange. Forst
gives en grafisk definition: Funktionen f siges at vare differentiabel i et xo, hvis grafen har en tan-
gent 1 punktet (xo, f(x0)). Og er dette tilfeldet, sa kaldes tangentens stigningstal for differentialkvoti-
enten i xo, og tallet betegnes f"'(x).

For funktioner, vi kender, volder denne definition ikke sterre problemer, men det stér i1 starten
ikke klart, hvordan vi afger om grafen har en tangent.

Dernest indferes den analytiske definition. Det sker normalt via en analyse af problemet, hvor
vi betragter sekanter, der vandrer mod en tangent. Hvis f er differentiabel, ma der galde, at sekan-

ternes stigningstal naermer sig tangentens stigningstal. Sekanternes stigningstal beregnes af diffe-
S(x)=1(x%)

X=Xy

renskvotienterne: , s der skal altsd gelde, at disse breker nermer sig tallet f '(xo), nir x

narmer sig xo.

Nu ved vi, hvad der md gaelde, hvis fer differentiabel. Vi har brug for en definition, der giver os
et entydigt svar pa, om f er differentiabel, samt giver os mulighed for en helt pracis beregning af
differentialkvotienter. Definitionen indferes i forleengelse af vor analyse:

DEFINITION

f'siges at veere differentiabel 1 x¢, hvis der gaelder:
F(%)=1 (%)

X—Xo

Er dette tilfeeldet, kaldes graensevardien for differentialkvotienten, og vi skriver:

har en greenseveerdi, nar x — x,,.

T Ly (Y ndrx - xp.

X=X

Denne definition volder normalt betydeligt storre vanskeligheder end den grafiske.

Det gaelder forst og fremmest begrebet greenseverdi. Der appelleres her staerkt til vores intuitive
opfattelse af, hvad det vil sige at »x narmer sig xo«. x kommer aldrig helt ind til xo, men afstanden
ind til x( bliver dog mindre end en hvilken som helst starrelse. Det er ikke sa ligetil at begribe sddan
en proces, der abenbart tenkes fortsat 1 det uendelige, sa forskellen bliver uendeligt lille — men dog
ikke 0.

Definitionen siger, at f er differentiabel 1 xo, ndr denne proces: x — x, bevirker, at brekerne
F(x)=1 (%)

pre rykker stadigt taettere pa et bestemt tal. Og »stadigt taettere« betyder, at vi kan komme sa
teet pa, det enskes, blot x'erne velges tet nok ved xy.

I denne graenseovergang vil bdde brekens teller og nevner nerme sig 0. Den naste vanskelig-
hed vedrerer netop vurderingen af breken. Vi kan ikke springe ud til graensen x, for sé star der 0 i
navneren. | grenseovergangen stir der noget uendelig smat, bade i teller og i nevner. En sddan
brek kan ikke umiddelbart vurderes. Dertil kraeves forst en rackke, af og til regnetekniske, omskriv-

ninger.

OVELSE 1
Breken 2 vil nerme sig 2, nar x —> x,.

X

Find tilsvarende breker, der for x — x, vil nerme sig 0, /2 og .

Sadanne tekniske omskrivninger husker vi fra beviserne for, hvad differentialkvotienterne af X2, Jx
og + er. Eller fra beviserne for regnereglerne for differentiation.
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Overgangen fra den overvejende grafiske vurdering af differentialkvotienten til den analytiske defi-
nition med graensevardibetragtninger tager i matematikundervisningen et par timer. I matematik-
historien tog det 150-200 é&r, for de storste matematikere ndede til bunds i dette og fik skabt et solidt
grundlag for den matematiske analyse. Det er derfor ikke overraskende, at vi indenfor differential-
og integralregning hele tiden mé vende tilbage og repetere: Hvad var det nu, vi forstod ved differen-
tialkvotienten, helt pracist.

Arbejdet med at traenge til bunds tog i matematikhistorien sigte mod at fi bevist nogle af de
fundamentale s@tninger om kontinuerte og differentiable funktioner. Det var sa@tninger, der fore-
kom intuitivt indlysende, som f.eks. (formuleret med vore dages notation):

MONOTONISZATNINGEN

Hvis f er differentiabel i et interval I, s& gaelder:

1. f'(x)>0foralle xe /= fervoksendeil
2. f'(x)<Oforalle xel=> feraftagende i/
3. f‘(x)=0for alle xe I = ferkonstanti/

Ud fra en grafisk betragtning er det klart, at hvis f'(x) er 0 i et helt interval, dvs. hvis grafen har
vandret tangent i alle punkter, s& ma grafen selv vare en vandret linje, og funktionen mé vare kon-
stant. Indlysende!

Men beviset herfor voldte store vanskeligheder. Efterhanden stod det klart for de store matema-
tikere, at et bevis for monotonisatningen mé bygge pé to grundleggende s@tninger om kontinuerte
funktioner, setninger vi her kalder:

1. HOVEDSATNING OM KONTINUERTE FUNKTIONER

Hvis en funktion f'er kontinuert i [a;b] , og f'har modsat fortegn i de to endepunkter, sé findes et tal
ce]a;b[,sﬁ f(c)=0.

/,,B(b,f(b))
A(a.f(a)) '—/ ’

2. HOVEDSATNING OM KONTINUERTE FUNKTIONER

Hvis en funktion f er kontinuert pa det lukkede og begransede interval [a;b] , sé er verdimaengden
ogsa et lukket og begranset interval: Vm( f)=[a;A].

Specielt har f'et maksimum og et minimum i intervallet.



Analysens grundlag Side 5 af 42

Ved en grafisk betragtning forekommer disse satninger indlysende. Og dog. Mens vi »tegner« et
argument for 1. hovedsatning og lader en sammenhangende graf fra et punkt A4 til et punkt B kryd-
se x-aksen, sa opstar der maske en erindring om de problemer, der fik de gamle grackere til at forla-
de aritmetikken og ga over til geometrien: Hvorfra ved vi, at der er et tal pa x-aksen, der hvor vi
krydser den? Kunne det ikke teenkes, der var et hul, hvor vi lige kantede os igennem?

Det vil vi naturligvis afvise: x-aksen er sammenhangende, uden huller. Men hvad er det sé& for
nogle tal, der ligger pa x-aksen? Ved at zoome ind pa et bestemt sted, bliver vi opmarksomme pa,
at der er andre tal end de rationale. De irrationale tal fylder tallinjen ud. Men hvad er s et irrationalt
tal? Det er »uendelige ikke-periodiske decimalbroker«. Igen steder vi pa uendeligheden. Og det er
dybest set ufatteligt: Her er tale om z, ikke med 10, 100 eller 1 milliard decimaler; for det er stadig-
vaek ikke 7. Der skal veere uendeligt mange decimaler med, for det er 7.

Bestrebelsen pd at fa hold pa kontinuitetss@tningerne forte sdledes matematikerne ned til det
helt fundamentale spergsmal: Har vi i det hele taget styr pé, hvad de reelle tal er?

Forst i slutningen af 1900-tallet ndr matematikerne frem til en sa pracis beskrivelse af de reelle
tal, at fundamentet for den matematiske analyse er i orden.

I 3. og 4. afsnit vil vi skridt for skridt arbejde os igennem beviserne for de omtalte setninger og
nd frem til en dybere forstaelse for de reelle tals egenskaber. Men forst en lille historisk udflugt.

2. Differential- og integralregningens udvikling

Matematikken udviklede sig eksplosivt, efter at Newton og Leibniz i slutningen af 1600-tallet havde
abnet portene til differential- og integralregningen. Det var et keempekontinent, der her var opdaget
— det storste indenfor hele matematikkens verden. Og 1 begejstring stormede matematikerne gennem
det naste drhundrede ind over det, mens de udviklede stadigt nye teknikker.

Hidtil var neesten al matematik bygget op over geometriske betragtninger: Matematikken var sa
at sige vokset frem af den klassiske greeske geometri. Indenfor geometriens verden folte man sig pa
sikker grund, med dennes aksiomer og strenge krav til at vare pracis i sine argumenter.

I aritmetikken — talbehandlingen — var man pa mere usikker grund. I 1600-tallet var man stadig
ikke fortrolig med negative tal! Nér en andengradsligning havde en positiv og en negativ lgsning
kaldte man den sidste for en falsk eller en umulig losning, og man si normalt bort fra sddanne. Den-
gang repraesenterede et tal altid noget virkeligt — lengder, vegt, arealer, rumfang osv. Derfor var
det naturligt at oplefte i tredje, svarende til rumfang, men suspekt at oplefte i fjerde, for hvad skulle
det reprasentere? Irrationale tal optradte, idet man uden betenkeligheder skrev kvadratroden eller
den tredje rod af et tal. Allerede 1 1500-tallet, hvor man fandt formlen for at lese en tredjegradslig-
ning, var man imidlertid begyndt at fundere over, om man kunne tillegge kvadratroden af negative
tal nogen mening. Det kunne man nappe, men ligesom med falske redder opskrev man dem allige-
vel. Sddanne tal blev kaldt indbildte tal og reprasenterede de forste skridt ind i de komplekse tals
verden. Og dette sker som sagt, mens man stadig er usikker pd, hvad et negativt tal er. I 4. afsnit
vender vi tilbage til dette.
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Geometriske betragtninger kom ogsa til at praege differential- og integralregningen de forste 150
ar. Differentialkvotienter blev defineret som haldningskoefficienter for tangenter. En tangent er
som bekendt graf for det approksimerende forstegradspolynomium, og man fandt tidligt ud af, at
dette kunne generaliseres til approksimerende andengrads-, tredjegrads-, ..., n’tegradspolynomium.
Jo sterre grad, desto bedre tilnaermelse.

Hvorfor sé ikke fortsatte 1 det uendelige? Det sa ud til, at en funktion kunne skrives som en
uendelig sum af potenser — en slags uendeligtgradspolynomium. Efterhanden lykkedes det at ud-
trykke flere og flere af de kendte funktioner pd denne made, f.eks.:

3t 5t 71 9!
: 2 3 x4
e=l+x+—+—+—+

2 3! 4

Ligesom en tangent ligger i et bestemt punkt, siledes er de approksimerende polynomier ogsa be-
stemt ud fra et bestemt punkt. Det samme gelder de uendelige rackker, hvor ovenstaende raekkeud-
viklinger af cos(x), sin(x) og " er foretaget i xo = 0.

Da det lykkedes at finde sddanne uendelige summer for flere og flere funktioner, nar nogle af de
storste matematikere i 1700-tallet, som Euler og Lagrange, frem til den (fejlagtige) opfattelse, at
dette geelder for alle funktioner. Men er dette tilfaeldet, kan man derved ogsé helt slippe af med det
mystiske graensevardibegreb, resonnerer Lagrange, og han beslutter faktisk at definere differential-
kvotienten som koefficienten til forstegradsleddet i den uendelige raekke herende til funktionen. I
ovenstaende eksempler er saledes ifelge Lagrange: cos'(0) = 0, sin'(0) = 1, exp'(0) = 1.

De uendelige raekker konstrueres normalt ud fra den forste, anden, tredje osv. afledede af funk-
tionen, sa det ser maske ud til, at Lagrange gik i ring. Men det er ikke tilfaldet. For hvis den uende-
lige reekke findes, sé kan vi jo lave definitionen som Lagrange gor. Dernast kommer ganske vist
spergsmélet, om vi 1 praksis kan finde disse koefficienter, men det er et teknisk problem.

Euler er ikke helt sa radikal. Han seger stadig at f4 hold pa et greensevardibegreb og indferer en
slags uendeligt smé storrelser, som han betegner med 0, og som han rask vak regner med; f.eks. la-
der han 0 indgé i1 breker og forkorter det vaek, hvor han kan. Og Euler nar frem til s& mange korrek-
te resultater, at det 1 sig selv var et argument for hans metode.

Omskrivning af funktioner til uendelige summer af potenser havde en rekke indlysende fordele.
Matematikerne havde nemlig tidligt opdaget, at det er let at differentiere — hvad som helst kan vi
klare — men det er svert at integrere. Potenser kan vi let finde stamfunktioner til, men komplicerede
sammensatte udtryk ma vi ofte give op over for. Hvis nu alf er summer af potenser, si kan vi vel ba-
re finde stamfunktionen led for led, og p&d den made integrere vilkarlige funktioner?

Se f.eks. pa raekkerne for sin(x) og cos(x): Vi finder en stamfunktion til cos(x) led for led:

2 4 6 8
Jeos(x) dx:j(l_%+%_%+%_...] demx- DX XX

og det er netop sin(x) + k.

Metoden slog igennem og var i artier den dominerende indenfor differential- og integralregnin-
gen. Den anvendtes ogsd med succes til losning af differentialligninger. Metodens gennemslagskraft
skyldtes naturligvis forst og fremmest, at den var effektiv. Men det talte ogsa til dens fordel, at man
undgik alle de maerkelige og lose ideer om graenseovergange — Eulers nuller f.eks.
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Titlen pa Lagranges verk var meget sigende: »Teorien om analytiske funktioner, indeholdende
differentialregningens principper, renset for betragtninger om uendeligt sma eller forsvindende stor-
relser, og for betragtninger om gransevardier og fluxioner, og indskrenket til algebraisk analyse af
endelige storrelser« .

I begyndelsen af 1800-tallet opstar der imidlertid tvivl om gyldigheden af denne matematiske
metode. Man opdager pa den ene side funktioner, der ikke er specielt indviklede, men som ikke kan
skrives som uendelige summer af potenser. Og pa den anden side begynder man at betragte uende-
lige summer af andre storrelser end potenser, specielt uendelige summer af trigonometriske funkti-
oner. Og her finder man besynderlige resultater: Summen:

cos(u)— %cos(f&u) + %cos(Su) - %cos(7u) + ... giver en funktion med folgende graf:

—0 @, )L/Il-:'t O o—
3‘ > I 02 72 I 2 & > »
-OTl - - T T T

C/ -n/4T O

Den kaldes Fouriers firkantbolge, opkaldet efter den matematiker, Joseph Fourier, der som den for-
ste undersagte disse summer systematisk. Han fandt tilsvarende ud af, at den uendelige sum:

sin (u) - %sin (u) + %sin (u) — %sin (u) + ... giver den sdkaldte »savtakfunktion« med folgende graf:

P N

/41
e L
-37(1%7: - 4 né;/n 37:({}/

En sum af to kontinuerte funktioner giver naturligvis en kontinuert funktion. Tager vi flere og flere
led med i summen gor det ingen forskel: Det er stadig en pan kontinuert funktion. Og det uanset
hvor mange millioner og milliarder led vi tog med. Det forekommer ogsa indlysende, at nér vi adde-
rer grafer, der er ssmmenhangende, mé vi som resultat f4 noget der igen er ssmmenhangende. Men
hvad ser vi sé her: Tager vi alle led med — dvs. uendeligt mange — sé far vi en diskontinuert funkti-
on. Der kommer et spring pd grafen!

Dette var meget maerkelige resultater, og det tvang matematikerne til at revidere mange af deres
hidtidige opfattelser. Fourier publicerede sine undersegelser i 1822. Aret for havde en af 1800-
tallets storste matematikere Augustin Cauchy udgivet et af sine hovedvarker om den matematiske
analyse — et vaerk, der genindferer grensevardibetragtninger, og som er det forste »moderne« vark
om differential- og integralregningen. Men heri »beviser« Cauchy, at en uendelig sum af kontinuer-
te funktioner er kontinuert!

Det bliver dog ikke Fourier selv, der papeger fejlen hos Cauchy. Fourier var forst og fremmest
interesseret 1 matematikkens anvendelser, og hans epokegerende vaerk med de merkelig summer er
slet ikke en matematikbog, men en fysikbog omhandlende varmeteori. Det er derimod den norske

! Fluxioner var Newtons forste tilgang til uendeligt sma storrelser.
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matematiker Niels Henrik Abel®, der fa ar senere gor opmarksom p4 fejlen hos Cauchy — og netop
med »savtakfunktionen« som et modeksempel.
Sa selv de storste matematikere kan miste overblikket og begé fejl.

Cauchys store fortjeneste var genindferelsen af graeensevardibetragtninger. Hans graensevardi-
begreb er stort set det, vi anvender i dag: Hvis en reekke af tal x;, xa, ..., x, ncermer sig et fast tal x,
pa en sddan made, at forskellen til sidst er sd lille, som man har onsket det, sa kaldes x, for grense-
veerdien af de andre. Sédan skrev Cauchy 1 1821.

Ved hjelp af sit nye graensevardibegreb definerede Cauchy kontinuitet og differentiabilitet.
Cauchy er fra matematikkens hovedland Frankrig og derfor den, man lagde merke til. Hans boger
blev anvendt over hele Europa. Men fa ar for definerede en tjekkisk matematiker, Bolzano, faktisk
grenseverdier og kontinuitet pd samme moderne made som Cauchy. Bolzanos mélsatning var at
bevise den forste hovedsatning om kontinuerte funktioner, og han ndede leengere end andre pa hans
tid, men dog ikke til vejs ende. Han stedte panden mod den mur, der hedder de reelle tals opbyg-
ning. Hans vark fik ikke den betydning, det havde fortjent — i Tyskland og Frankrig blev Bolzano
forst kendt, efter han var ded.

Det blev tyskeren Karl Weierstrass, der i 1860’erne fuldferte Cauchys vark og endelig fik skabt
det moderne og pracise grensevardibegreb. Den méde, hvorpa en matematiker 1 dag opskriver de-
finitionen pa kontinuitet, nir han skal vaere helt preecis, er ord til andet taget fra Weierstrass®.

Weierstrass’ arbejde lagde ogsa grunden til, at en af hans elever, Georg Cantor, sammen med
Richard Dedekind i 1880’erne endelig fik hold pé de reelle tals opbygning. Disse to tyske matema-
tikere fordybede sig ikke mindst 1 de matematiske og filosofiske problemer omkring de reelle tal og
uendelighedsbegrebet. De opdagede nemlig, at uendelighed ikke bare er uendelighed:

Allerede Galilei havde faktisk gjort opmerksom pa det paradoks, at der 1 kraft af sammenpar-
ringen: 1-1, 24, 3-9, 4-16, ..., n—n’, tilsyneladende er lige mange naturlige tal og kvadrattal — selv
om mangden af kvadrattal dbenlyst er en beskeden delmengde af de naturlige tal. Der er ogsé i en
vis forstand lige mange hele tal og rationale tal, idet samtlige breker kan stilles op pa rekke og tel-
les. Dette er lidt vanskeligere end Galileis sammenparring, men prov selv, om du kan lgse opgaven
for de positive, rationale tal, ved at folge denne opskrift: Gruppér ferst alle brakerne i1 halve, tredje-
dele, fjerdedele osv., og stil tallene 1 hver af disse grupper op 1 raekkefolge, f.eks. sdledes:

1 2 3 4

32355»- Placer alle disse (uendeligt mange) reekker under hinanden. Og find nu en snedig made

at teelle diagonalt, sa du far alle med. Lykkes det, er alle brekerne stillet op pé raekke, og derved
parret sammen med de naturlige tal.

Men de irrationale tal kan ikke stilles op i1 reekke: Der er langt flere irrationale end rationale tal.
Der er altsé forskellige grader af uendelighed. Det var en af Cantors store opdagelser.

Den moderne matematiske analyse tager sit udgangspunkt i det arbejde, som disse matematikere
lavede for godt 100 ar siden.

3. Hovedsatninger om differentiable funktioner

De s@tninger, vi har vist, og metoder, vi har udviklet indenfor differential- og integralregningen og
teorien for lgsning af differentialligninger, bygger pd monotonis@tningen og pa hovedsatningerne
om kontinuerte funktioner. Og disse bygger igen pa de reelle tals egenskaber.

Vores forste etape vil vare at fa bevist monotonisaetningen. Undervejs vises andre vigtige saet-
ninger fra differentialregningen. Som forudsatning har vi séledes 1 dette afsnit:

? Abel er i matematikhistorien bl.a. kendt som den, der beviste, at der ikke kan findes en formel for losning af femte-
gradsligninger (og heller ikke af nogen hgjere grad), som vi kender det fra andengradsligninger, og som der ogsé findes
for tredje- og fjerdegradsligninger.

? Weierstrass’ teknik er gennemgaet i appendiks 1.
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2. HOVEDSATNING OM KONTINUERTE FUNKTIONER

Hvis en funktion fer kontinuert pa det lukkede og begraensede interval [a;b] , s& er verdimangden
ogsd et lukket og begranset interval: Vm( f)=[a; ]

Specielt har f'et maksimum og et minimum i intervallet.
Forst genopfrisker vi fra differentialregningen:

SATNING OM LOKALE EKSTREMA

Hvis fer differentiabel i et interval, og f har et lokalt ekstremum i et indre punkt c, sé er f'(c) = 0.

| |
I |
‘/ ¢ b
Bevis: Lad os sige, at ¢ er et maksimumspunkt (beviset gar efter samme melodi for et mini-

mumspunkt). At f'har lokalt maksimum i ¢ betyder, at der findes et interval om c, saledes at /i dette
interval har sterstevardi i ¢, se tegningen.

v

fer differentiabel i c, dvs. M — f'(c) ndr x > c.
xX—c
Valg nu en rekke x-vardier til venstre for c, sé x,,x,,x,,... > c.
Se pa fortegnet for sekanthaldningerne (differenskvotienterne) M :
X, —c

n

Da x, ligger til venstre for ¢, er x, —c<0.
Daf{c) er sterst, er f(x,)— f(c)<0.
()£,

Duvs. for alle disse verdier er —————~ >
X, —cC
Valg dernest en raekke tal til hgjre for c, sa: z,z,,z,,... > ¢

/(z,)=/(c)

Zn—C

Se pa fortegnet for sekantheldningerne

f(z,)=1(e)

Zn—c

, 0g argumenter for, at:

For alle disse verdier er <0.

Betragt du tallinjen, og afsat herpa alle disse sekanthaldninger:

f(z2)=fle)  f)=/la)  fx)-fl9)  f(x)=/f(e)

v

Néar x, > ¢, ogndr z, — c, vil brekerne n@rme sig ét bestemt tal, nemlig f '(c) .

Det kommer fra definitionen pa differentialkvotient.



Analysens grundlag Side 10 af 42

/(%)= 1(c)

X —C

n

Men sé kan f '(c) ikke veere negativ, for sa ville brokerne ikke kunne komme vil-

karlig teet pa f"'(c). Tilsvarende kan f'(c) ikke vere positiv.

Konklusion: f'(c) méa vare lig med 0.

Neaste skridt frem mod monotonis@tningen udgeres af to beremte s@tninger fra differential-
regningens historie, Rolles scetning og Middelveerdiscetningen. Middelverdisatningen er et staerkt
redskab 1 teoretisk matematik, hvorimod den mere sjeldent finder anvendelse til lasning af prakti-
ske beregningsopgaver. Det skyldes, at setningen har en anden karakter end vi er vant til: Det er en
sakaldt eksistensscetning, der udtaler sig om, at der findes et tal, hvorom noget bestemt gaelder; men
setningen siger ikke hvilket tal, eller noget som helst om, hvordan vi finder dette tal.

Rolles s@tning, som vi forst viser, er et specialtilfelde af Middelvardisatningen; men vi viser den
forst, fordi den kan anvendes til at give et grafisk set letforstaeligt bevis for middelvardisatningen.

ROLLES SATNING*

Hvis f er differentiabel i intervallet [a;b] , 0g f(a)=f(b)=0 , sa findes et ce]a;b[ , hvor
£'(c)=0.

Den grafiske situation kan vere folgende:

eller

v

Bevis: Vi skelner mellem to tilfelde:
1. fer konstant lig med 0. S er /"'(x) = 0 for alle x, og s&tningen er indlysende sand.

2. fer ikke konstant. Da f'specielt er kontinuert, siger 2. hovedsatning om kontinuerte funktioner,
at Vm( f) er et lukket interval: Vm(f)=[a;f]. @ og B er henholdsvis minimum og maksi-

mum, og mindst ét af dem er forskelligt fra 0; f.eks. f#0.
Maksimum antages i et tal ¢ € Ja;b[ : f(c)= /. Tegn situationen!

Satningen om lokale ekstrema siger da, at f'(c) = 0.
Men det var netop pastanden i Rolles s&tning, som hermed er vist.

Ved hjelp af Rolles s&tning vises nu:

* Seetningen optraeder forste gang i en bog, som den franske matematiker Michel Rolle udgav i 1691. Rolle beviste ikke
setningen, men formulerer den som et hjelpemiddel til at lese visse ligninger. Han er ikke kendt for andet i matematik-
historien.
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MIDDELVARDISATNINGEN

Hyvis f'er differentiabel 1 [a;b] , sd findes et tal c e ]a;b[ , 84 f'(c) =

Den grafiske situation kan vere folgende:

f(b)-f(a)

b—a
ge stigning, nar vi gér fra 4 til B. Deraf navnet Middelverdisetningen.

Bemark at er heldningen pa linjen /. Det er altsa i1 en vis forstand den gennemsnitli-

Bevis: Lad /(x) vere den lineare funktion, hvis grafer /.
Saer [(a)=f(a) og I(b)=f (D), og endvidere I'(x) =

Vi danner nu en ny funktion g: g(x) =f(x)- l(x)
g(x) opfylder betingelserne i Rolles s@tning:

Den er differentiabel, og g(a)= f(a)—1(a)=0,samt g(b)= f(b)—I(b)=0.

Vi anvender Rolles sztning pa g: Der findes et ¢ € Ja;b[, sa:

/(b)~f(a)

g(e)=05 /'(e)=I(e)=05 [(e)=1'(c) & ['(e) = ===

Overvej hvorfra vi fik den sidste identitet!

Denne sidste identitet var netop pastanden 1 Middelvardisatningen, som hermed er vist.

Bemark at konstruktionen af g rent grafisk svarer til at vi drejer systemet med f og / ned, s 4 og B
kommer til at ligge pa x-aksen. Her anvendes Rolles s@tning — der er en vandret tangent — og vi dre-
jer sa tilbage igen, og fér en tangenth&ldning svarende til stigningstallet for /.

OVELSE 1

a) Anvend Middelverdisa@tningen til at bevise Integralregningens middelveerdiscetning:

Hvis fer kontinuert i [a;b] , sd findes et tal ¢, sa:
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f(e)= 1 j-f(x) dx eller skrevet p4 en anden méde: .b[f(x) dx=f(c)-(b—a)

b—a

a

(Hjeelp: Lad F(x) vere en stamfunktion til f{x). Opskriv middelvaerdisetningen for F(x) i intervallet
[a;b], og udnyt definitionen pé det bestemte integral.)

b) Lav en tegning, hvor f{x) > 0 og giv en grafisk begrundelse for Integralregningens
middelvardisatning.

Vi har nu apparatet klar til at bevise:

MONOTONISZATNINGEN

Hvis fer differentiabel i et interval I, s& gaelder:

1. f‘(x)>0for alle xe I = fer voksende i/

2. f'(x)<Oforalle xel= feraftagende i/

3. f'(x)=0foralle xe/= ferkonstanti/

Bevis for 1: Valg x, og x,,sd x, <x,. Viskal vise, at f'er voksende, dvs. vise, at f(x,)> f(x):

A

f(xz) 1 e

f(x) + a

v

Betragt nu f'pa intervallet [xl;xz] , og anvend Middelvardisatningen her:

(c) f(xz)—f(xl)'

Der findes et ¢ mellem x, og x,,sd: f'(c)=
X, —X
2 1

Omskriv til: f(x,)—f(x)=/"(c) (x,—x)
Se nu pa fortegnet for hgjre side:

f"'(¢) >0 ifolge antagelsen i 1.

(x, —x,) >0, idet tallene er valgt sidan.

Derfor er hele hgjre side positiv; men det betyder:
f(x,)— f(x;)>0, eller med andre ord: f(x,) er storre end f(x,).

Konklusion: x, <x, = f(x,)< f(x,), eller: fer voksende.

OVELSE 2

Gennemfor selv beviserne med de @&ndringer, der skal laves i punkt 2 og 3.
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Opgaver til afsnit 3

1. Duer kort 1 bil fra en by 4 til en by B 150 km borte. Turen tog i alt 2 timer. Argumemntér for, at
uanset hvordan du kerte, s var farten mindst én gang under turen preacis 75 km/t.

2. To fly pa ruten Kebenhavn — New York starter samtidig fra hver sin lufthavn. Turen for begge
fly tog 7 timer. Vis, at de pa et tidspunkt under flyveturen flgj med ngjagtig samme fart (bortset
fra start- og sluthastigheden pa 0 km/t).

3. Illustrer middelvardisetningen for f (x) =x" +2x” — x+2 iintervallet [—2;2] :

a)

b)

Vis at pastanden i s&tningen er folgende:
Der findes et tal ¢ i intervallet [—2;2] , 84 f'(c) =3,

Bestem det eller de tal ¢, hvor f '(c) =3, og demonstrer derved, at s@tningen er sand i
dette tilfzelde.

4. Tlustrer middelvaerdisetningen for f(x)=x* i intervallet [a;b]:

a)

b)

d)

b)

Vis at pastanden 1 s@tningen er folgende:
b’ —a’

Der findes et tal ¢ i intervallet [a;b] , 84 f'(c) = 7

Vis at dette svarer til ligningen: f '(c) =a+b.

Bestem det tal ¢, der opfylder denne ligning, og vis at dette ligger i [a;b] .
[lustrer resultatet grafisk.

Vis at safremt f er differentiabel og har 4 forskellige nulpunkter i [a;b] , s har f '(x)

mindst 3 forskellige nulpunkter i samme interval.
Generaliser pdstanden 1 a) til situationen, hvor f har n forskellige nulpunkter 1 [a;b] )

Vis at safremt f'er to gange differentiabel i [a;b] , 0g f har tre forskellige nulpunkter, da

har f"(x) mindst ét nulpunkt i samme interval.

Formuler selv, hvad der tilsvarende galder om den tre gange afledede /), hvis fer tre
gange differentiabel i [a;b], og fhar 4 nulpunkter i dette interval.

Anvend ovenstdende teknik til at argumentere for, at et n'tegradspolynomium hejst har n
forskellige redder.

Vis at sdfremt f og g er differentiable i [a;b], f(a)<g(a), og f'(x)<g'(x) for
a<x<b,sdgelder,at f(x)<g(x) foralle xe[a;b].
(Hjeelp: Lav et indirekte bevis, dvs. antag der findes et xo, hvor f(x,)> g(x,), og udnyt

sd Middelvardisetningen).
Vis tilsvarende: Hvis der yderligere gaelder: f'(x) < g'(x) for alle x e [a;b], s er ogsd

f(x)<g(x) foralle xe[a;b].
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Anvend resultaterne i opgave 7 til at vise folgende uligheder: sin(x) < x < tan(x), for 0 <x <Z%.

Antag fer to gange differentiabel i intervallet [a;b] ,ogat f "(x) >0 for alle x her.
a) Visat f'(x) er voksende.
b) Lad p(x) vaere det approksimerende forstegradspolynomium i a.
Visat p'(x)< f'(x) foralle x € |a;b].
¢) Udnyt resultatet i opgave 7 til at vise: I intervallet ]a;b] ligger grafen for f helt over tan-
genten til grafen i1 punktet (a, f (a)) )

(Hjeelp: Lav en tegning, der illustrerer situationen.)
En funktion med egenskaben f "(x) >0 eller f "(x) <0 kaldes for konveks i det pagcel-

dende interval. Vi skelner mellem de to typer ved at tale om, at grafen for en funktion
med egenskaben f “(x)>0 er opad hul, og grafen for en funktion med egenskaben

f"(x) <0 kaldes nedad hul.

Formuler og vis en tilsvarende satning som i1 opgave 9c gaeldende for funktioner, hvis grafer er
nedad hule, dvs. funktioner, der er to gange differentiable, og hvor der gelder, at f"(x) <0 for

alle x € ]a;b).

Udnyt opgave 9 og 10 til at vise folgende:
Hvis f er to gange differentiabel, og der gaelder f"(a)=0 samt f"(x)>0 nr x>a, og

/"(x) <0 ndr x <a (dvs. fortegnslinjen for f"(x) er: — 0 +), s vil grafen for f ligge under

tangenten 1 (a, f (a)) , nar vi befinder os til venstre for a (nar x < a), og over tangenten, nar vi

befinder os til hgjre for a (nr x > a ).
En sddan tangent kaldes derfor en skrd vendetangent.

Visat f(x)=x"—2x"+1 har en skrd og en vandret vendetangent.

Antag at f'er to gange differentiabel og at f "(x) >0 1 ]a;b[ . Lad / vaere sekanten fra (a, f (a))
til (b, f(b)). Vis at grafen for f ligger helt under [ i hele ]a;b] .
(Hjelp: Lav et indirekte bevis: Antag der findes et x, hvor f (xo) ligger pa eller over /. Anvend

Middelvardisatningen pd henholdsvis [a;xo] og [xo;b] og f4 en modstrid med, hvad du ved

om f'(x).)

Anvend resultatet i opgave 13 til at vise folgende:
Hvis fer to gange differentiable, og f"(x)>0 1 |a;b[, sd er f(x‘ . ) < Lal/a)

2

(Dette er forste udgave af Jensens ulighed — en af de fa beromte scetninger i matematikhistorien
opkaldt efter en dansk matematiker).

Vis Den generaliserede middelveerdiscetning:
Hvis fog g er differentiable i intervallet / = [a;b] , 0g g'(x) #0 117, sé findes et tal c 1/, sa:
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16.

17.

f(b)=f(a) _ ()
g(b)-g(a) g'(c)
(Hjeelp: Argumenter forst ved hjzlp af middelvaerdisetningen for, at g(b)—g(a)+ 0. Betragt
dernzst funktionen h(x)= (f(b) — f(a)) -g(x)- (g(b) - g(a)) - f(x), og vis h(b)—h(a)=0.

Anvend sé endelig middelverdisetningen pa /(x).)

Vis ved hjelp af resultatet 1 opgave 15, Den generaliserede middelvardisetning, folgende vigti-
ge s@tning til vurdering af graenseveardier (setningen kaldes 1’Hopital’s regel, opkaldt efter en
rig fransk adelsmand, der kobte s@tningen af en knap s rig, men meget dygtig matematiker):

Hvis fog g begge har greensevzrdien 0 for x — a, hvis g(x) og g'(x)#0, nér x#a, og hvis

/() /()

'( )—>L,nz°1r X —a,sa gelder ogsd, at ——= —> L, ndr x > a.
g'(x

g(x)

Saetningen gaelder ogsa, hvis vi indskranker os til at se pd graenseveardier fra hojre eller venstre.
(Hjelp: Hvis f og g ikke er kontinuerte 1 a, sa lav en kontinuert udvidelse af dem, dvs. definér
funktioner F(x) og G(x), der er lig med henholdsvis f og g nér x # a, og som begge er 0 1 a.
Vealg dernest et x # a, og vis ud fra Den generaliserede middelverdisatning, at der findes et ¢
mellem a og x, sé:

Foretag nu greenseovergangen x — a og konkludér ud fra ovenstdende ligning.)

Anvend opgave 16 til at finde folgende:

, sin(7)
a) grenseverdien af o fort >0

xt+3x7 = 2x

2

,fort >0
4x° + 5x

b) graensevardien af

ln(x)

2
X -

t—r

c) grenseverdien af ,for x > 1

d) grenseverdien af ,fort >

e) grenseverdien af 1t ,for x >0

x sin(x)

(For e: st pa felles brekstreg, og udnyt reglen to gange.)
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18. Den centrale setning om stamfunktioner siger: Hvis f er kontinuert med stamfunktionen F, s&
kan enhver anden stamfunktion til /' skrives pa formen: F(x) + k, hvor k er en konstant. Find be-
viset for denne s@tning, og ger rede for, hvor pracis det er, vi anvender monotonisatningen.

. . . x—1

19. En opgave indeholder folgende delspergsmal: Bestem monotoniforhold for f (x) =— <

X —x-

Gor rede for, hvor pracis det er, vi anvender monotonis@tningen, og hvor vi anvender den for-

ste hovedsatning om kontinuerte funktioner.

20. Anvend monotonisatningen til at bevise folgende formler:
ln(§)=—ln(x) ln(xr)=r-ln(x)

(Bemark: Du mé ikke anvende regnereglerne for logaritmefunktionerne; det er jo dem, vi er i
feerd med at vise. Du mé derimod anvende, at In'(x)=1, ogat In(1)=0.)

(Hjeelp: Betragt funktionen g(x)=In(+)+In(x).)

21. Anvend monotonisatningen til at vise: e* >1+x, for x #0.
(Hjeelp: Opdel i to tilfelde: x <0 og x>0, og betragt funktionen f(x)=e"—(1+x).
Alternativt bevis: Udnyt resultatet i opgave 7.)

22.

a) Anvend monotonis@tningen og resultatet i opgave 21 til at vise:
2

X,
ex>1+x+?,nar x>0.

b) Anvend monotonise@tningen og resultatet ovenfor til at vise:
2 3

X
e >l+x+—+—,nar x>0.
2 3

¢) Generaliser resultatet ovenfor og vis:
2 3 4
X o
e>l+x+—+—+—+...,nar x>0.
2 31 4]

4. De reelle tal (1. del)

Tallenes historie er nasten lige sa gammel som det moderne menneskes. Vi kan spore vore direkte
forfeedre 30.000 &r tilbage. Da Cro Magnon menneskene blev i Europa, mens isen rykkede ned over
kontinentet, bosatte de sig i store huler i1 det nuvaerende Frankrig, Spanien Tjekkiet og andre steder.
I en hule i Tjekkiet har man fundet en ulveknogle, hvori der tydeligt er ridset en raekke streger i
bundter pd 5 af gangen, ca. 30 i alt. Disse mennesker har haft et talsystem, der er mere avanceret
end »en, to, mange«. Det har &benbart varet et 5-tals- eller et 10-talsystem (eller evt. et 20-
talsystem), og de har méske haft talord op til 30 eller l&ngere. Det sidste kan vi nu ikke konkludere
ud fra teellemearkerne — man kan sagtens telle i bundter pd 5 uden at have egentlige talord.

Disse forste tal, som vi bruger til at teelle med, kalder matematikerne for »de naturlige tal«. De be-
tegnes N :

N={1,2,34,.]}

Tallet 0 er ikke med. Det er sveert at finde en »naturlig« reprasentant for 0. I skriftsproget optraeder
det forst som et fraver, noget der ikke var der, en fom plads. Forst flere hundrede ar e.Kr. dukker i
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Indien et symbol for nul op. Og det tog lang tid, fer det blev accepteret pa lige fod med andre hele
tal — romertallene, der blev brugt til beregninger helt op 1 16-1700 tallet, indeholder som bekendt
ikke et nul.

Heller ikke de negative tal kan findes 1 naturen. Det er meningslest at sige, at man s —7 &nder.
Negative tal fremkommer ved, at menneskene har lavet nogle beregninger — og saledes opstod de da
ogsd sammen med bogholderiet omkring 1200-tallet i Norditalien. Forst som »rode tal«, dvs. tal
skrevet med en anden farve; efter nogle hundrede &r vinder minustegnet efterhdnden frem”.

Matematisk defineres 0 og de negative tal ud fra kravet om at ligningen a + x = b skal have losnin-
ger for ethvert naturligt tal a og b. De hele tal betegnes med 7. :

7= {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...}

Breokerne har derimod en lengere historie, og er da ogsa lette at f oje pa i naturen. Hos de gamle
@gyptere var brakregning en af de vigtigste discipliner at lere for embedsmendene. Og det var be-
stemt ikke let — de havde ikke vores talsystem, og kendte séledes heller ikke vores simple divisi-
onsmetode til at omskrive breker til decimaltal.

Matematisk indfores brokerne (de rationale tal) ud fra kravet om, at ligningen a -x = b skal have en
losning for alle hele tal a og b, hvor a # 0. De rationale tal betegnes Q.

Der var mange vanskeligheder at overvinde, for man kunne tage naste store skridt og indfere de re-
elle tal. For man kan give en pracis definition, ma der ga en periode, hvor man arbejder med disse
tal, veenner sig til dem, og far en fornemmelse for de sarlige egenskaber, der karakteriserer de reelle
tal. Men hvordan venne sig til noget, man ikke kan skrive? De irrationale tal er jo kort fortalt de
uendelige ikke-periodiske decimalbroker.

Vi er sd vant til at bruge decimalbreker, at vi har svaert ved at forestille os et samfund, hvor man
nok har tal, og regner med breker, men ikke kender decimalbreker. Det er imidlertid ikke sa leenge
siden, de blev indfert — vi kan faktisk satte arstal pa: 1 1585 skriver den hollandske matematiker
Simon Stevin den bog, der introducerer decimalbrgkerne i Europa, og viser, hvor enkelt det er at
regne med disse. Det var en lille tynd bog, med undertitlen: »Undervisning 1, hvorledes alle bereg-
ninger, man meder i forretningslivet kan udferes ved hjalp af hele tal, helt uden brug af breker«.
Stevin anvendte endnu ikke kommaet — det er en ret ny opfindelse — men angav i stedet ved sma
marker, hvilken plads »efter kommaet« et ciffer stod pa: 2,34 skrev han som 2 3¢V 4@,

I lobet af fa &r var bogen blevet oversat til fransk, engelsk og andre europziske sprog, og kendt i
det meste af Europa. For skulle man naermest have en universitetsuddannelse for at kunne gange og
dividere. Stevin lerte almindelige mennesker at regne, efter nogenlunde samme metode, som vi 1
dag bruger, nar vi udregner gange- og divisionsstykker i handen.

Med decimalbrekerne tager Stevin selv allerede det naste skridt: Der er ingen objektive grenser
for, hvor ngjagtigt vi kan male, veje osv. Der kan altid fojes et nyt ciffer pa. Da koordinatsystemet
blev indfert midt 1 1600-tallet 14 det ligefor at identificere tal med punkter pé linjen, bestemt ud fra
afstanden til begyndelsespunktet.

Decimalbrekerne var det forste stykke verktej, matematikerne métte have for at kunne begribe,
hvad et irrationalt tal er. Men det er ikke nok, for selv.om man kunne fenke pé en uendelig ikke-
periodisk decimalbrek, s& kan man jo ikke skrive en sédan. Det problem blev lost nasten samtidig
med, at Stevin indferte decimalbrgkerne.

Den franske matematiker Victe far den enkle tanke, at nér vi ikke kan skrive en uendelig deci-

malbrek, som V2 eller 7, sa kan vi 1 stedet give tallet et navn, a, b eller netop som vi skriver 1 dag:

> Descartes, der indforer koordinatsystemet midt i 1600-tallet, er stadig usikker pa de negative tals status. Hvor vi place-
rer koordinatsystemets centrum (kaldet Origo), dvs. punktet med koordinaterne (0,0) midt pa papiret, der placerede
Descartes det i nederste venstre hjorne. Og selv i vore dage findes usikkerheden — gennem folkeskoleundervisningen
leerer mange elever stadig at placere centrum som Descartes gjorde.
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V2 og m. Og derefter lade tallet indgd 1 beregninger med sit navn! Victe er den forste, der begynder
at indfere den moderne notation, hvor vi betegner tal med bogstaver. Viéte foreslog at betegne
ukendte storrelser med vokaler, kendte storrelser med konsonanter. Et halvt &rhundrede senere and-
rer Descartes dette til vort nuvarende system: Bogstaver forst i alfabetet betegner fastlagte storrel-
ser (konstanter), og bogstaver sidst 1 alfabetet betegner »ukendte« storrelser (variable).

Med Viétes og Stevins nye ideer havde matematikerne varktgjet, men man kom til at vente
leenge pa den pracise definition af, hvad et irrationalt tal er.

Dette vil vi i det folgende nerme os gennem en rakke egvelser, hvor vi i starten tillader os at
regne med uendelige decimalbreker, uden at se noget problem 1 det.

EKSEMPEL 1

Omskrevet til decimalbrek fér vi folgende:

=0,25

=0,333...=0,3, hvor stregen over 3 betyder, at 3 gentages »1 det uendelige«.

I det sidste tilfaelde siger vi ogsa, at tallet er periodisk med perioden 1.
Tilsvarende: % =0,181818...= 0,@. Tallet er periodisk med perioden 2.

OVELSE 1

Omskriv tilsvarende:
10_

11

5

S_

Udregnes den sidste pad lommeregner, far vi:0,7142857143.
Hvorfra ved vi, at der er en periode, som fortsatter?

OVELSE 2
4
Omskriv: — =

Lommeregneren kan ikke hjelpe dig her. Du mé i gang med papir og blyant. Overvej ngje folgende:
Hvornar kan vi vere sikre pa, at vi »starter forfra«, dvs. at vi har fundet perioden?

Argumenter herefter selv for folgende:
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SATNING 1

Enhver brek E, hvor p,q € Z, kan skrives som en endelig eller en uendelig og periodisk decimal-

brok.
EKSEMPEL 2
: . : : . 237
Endelige decimalbreker omskrives let til braker. Eksempelvis er: 0,237 = 1000
o . 237
I virkeligheden har vi lavet folgende regnestykke: x =0,237 < 1000x =237 < x = 1000

Samme tankegang kan vi anvende til omskrivning af uendelige, periodiske decimalbreker:

1000x = 573,7373...
- 10x = 5,7373...
990x = 568
. _ses
VS. X = 990
OVELSE 3

Omskriv efter samme 1dé tallene:

a) x=0234234...
b) x = 8,7565656...
) x=52321111...

Argumenter nu for folgende:
SATNING 2

Enhver endelig eller uendelig og periodisk decimalbrek kan omskrives til en almindelig brok, med
hele tal i teeller og naevner.

Da vi nu har set, at de rationale tal (brekerne) praecis er de endelige eller uendelige og periodiske
decimalbroker, sa har vi samtidig analyseret os frem til en karakteristik af de ovrige, irrationale tal:
Dette ma veaere tal, der skrives som uendelige, ikke-periodiske decimalbroker.

Taenker vi lidt dybere over dette, rejser der sig en raekke speorgsmél. Findes der overhovedet irra-
tionale tal? Hvis der gor, findes der sa metoder til at afgere om et tal er irrationalt? Hvad skal vi for-
std ved en uendelig decimalbrek? Og specielt: Er et tal som z irrationalt?

OVELSE 4 (Der findes irrationale tal!)

Selv om vi endnu ikke har forklaret, hvad en uendelig decimalbrok er, vil vi fortsat appellere til in-
tuitionen og regne videre. Et irrationalt tal er en uendelig decimalbrok:
0,q,a,a,a,...,
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hvor der ikke findes nogen periode efter hvilken a’erne gentages. Kan vi da angive et system, efter
hvilket det er indlysende, hvorledes a’erne fortsetter, og samtidig klart at, der ikke kommer nogen
periode? Det kan vi sagtens, for systematik behaver jo ikke vare gentagelse: Det mest systematiske
er vel nasten de naturlige tal: 1,2,3,4,... De fortsetter og fortsetter — men skriv sd denne rakke

uden komma imellem:
0,1234567891011121314...

Det mé vare et irrationalt tal.
Prev nu selv at finde andre irrationale tal, konstrueret efter samme idé om et system, der ikke
rummer gentagelser.

OVELSE 5

Vis at v/2 er irrational.
(Hjelp: Lav et indirekte bevis, hvor vi antager V2 er rational og far en modstrid. Dvs. vi antager

V2= E, hvor p og ¢ er hele tal. Lad os samtidig sige, P ot forkortet si meget som muligt, s& p og
q q

2
q ingen felles faktorer har. Opleft nu i anden og betragt ligningen: 2 = p_2 Omskriv ligningen og
q

prov at vise, at 2 gar op 1 bade p og g — det vil jo vaere en modstrid med, at breken var uforkortelig.)

OVELSE 6

Bevis efter samme 1dé, at \/5 er irrational.

Der findes ikke en generel og faelles metode til at afgere, om et tal er irrationalt. Det mé afgeres i
hvert enkelt tilfelde. Derfor har vi den barokke situation, at der i1 virkeligheden findes uendeligt
mange flere irrationale tal end rationale, men vi »kender« relativt fa irrationale tal.

Tallet 7 vides 1 dag at vere irrationalt. Beviset herfor er meget vanskeligt. Tilsvarende ved vi, at
tallet e er irrationalt (hvilket 1 gvrigt ikke er slet sd svart at vise). Men vi ved f.eks. ikke, om tallet
" er irrationalt.

Pa lommeregneren er alt rationalt. F.eks. er 7 = 3,141592654. Dette er naturligvis ikke 7 Men
dette rationale tal, der er en tilnermelse til z, kan give os en idé om, hvorledes vi kan »fange«, eller
»udpege« det irrationale tal 7 ved hjelp af lutter rationale tal.

 ligger 1 hvert af intervallerne:

1,=[3;4]
1,=[3,1;3,2]

I, =[3,14;3,15]

1, =[3,141;3,142]
I;=[3,1415;3,1416]

Denne keade af intervaller kan tilsyneladende fortsattes 1 det uendelige:

I oL, oL ol,ol,ol .01,
og intervalbredden nermer sig 0, nar » gar mod uendelig. Da x ligger 1 alle, md 7 »ligge pa bunden«
af hele kaeden. Et sddant system kaldes en intervalruse.
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OVELSE 7

Find +/2 pa lommeregneren og lav tilsvarende en start pa en intervalruse, der fanger V2.

OVELSE 8

De foregdende ovelser var snyd i den forstand, at vi kendte, eller bildte os ind at kende V2 ogw
som uendelige decimalbreker. Ellers ville det jo ikke blive en uendelig intervalruse. Men vi kender
netop ikke disse tal som uendelige decimalbroker, vi ved blot de ikke er rationale. Vi kan imidlertid

lave en intervalruse, der fanger V2 vedat bygge pa definitionen pé dette tal:

V2 erden positive losning til x* =2
Da 1° =1 0g 2° = 4, ma tallet x, vi leder, efter ligge imellem 1 og 2: x [1;2]=1,

Da 1,52 = 2,25, ma tallet x ligge mellem 1 og 1,5: x € [1;1,5] =1,
Da 1,25* = 1,5625 ma tallet x ligge mellem 1,25 og 1,5: x € [1,25;1,5] =1,

Fortsat denne proces to skridt endnu. Herved fremkommer en intervalruse:

I oL, oL ol,0l,ol .01,

hvor intervallengden for hvert trin halveres, dvs. den gér mod 0. V2 ligger ifolge konstruktionen i
alle intervallerne. Derfor vil tallet »ligge pa bunden«, og blive fanget af denne ruse, der igen kun
var lavet ud fra rationale tal.

Vi giver nu ovenstdende en mere praecis behandling.

DEFINITION pé grenseveardi 1

En folge af tal x,,x,,x,,...,x, siges at gd mod 0, ndr n — o, hvis det gelder, at uanset hvor lille et

positivt tal a, vi vaelger, sd findes et N, hvorfra alle x’erne er mindre end a: x,,x,,,,X er alle

N+I1>7VN+25°°"

numerisk mindre end a, dvs. de befinder sig alle i intervallet ]—a;a[ .

Tegn selv situationen pé en tallinje!

DEFINITION pé grenseveardi 2

En folge af tal x,x,,x,,...,x, siges at gd mod xo, ndr n — oo, hvis det gelder, at forskellen

x,—x,—>0,ndr n > .

n

DEFINITION pé intervalruser

En intervalruse er en folge af intervaller:
I o, >l,o]l;ol;>..o1,

hvor intervallengden gér mod 0, nar n — o .
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SATNING 3
En intervalruse bestemmer hgjst ét tal.

Bevis: Antag at tallet ¢ er med i alle intervallerne, 7,. Betragt et vilkarligt andet tal s. Kald afstanden
mellem 7 og s for d, og se pé folgende interval J omkring #:

Je—4se+4] J

| |
[ I

|
|
-2 4 t+

ST

Da intervallengden gar mod 0, kan vi ifelge definitionen finde et N hvorfra alle intervallengder er
mindre end <. Da ¢ ligger i alle intervallerne, og specielt i alle 7,,7,,,,/ , ma disse intervaller
ligge indenfor intervallet J, se tegningen. Men sa kan tallet s jo ikke ligge i intervallerne fra og med
Iy. Konklusion: Ingen andre tal end ¢ kan ligge i alle intervallerne, dvs. intervalrusen bestemmer
hojst ét tal.

N+12TN+25*°*

Spergsmalet er sa, om der faktisk altid findes et sddant tal »pa bunden« af intervalrusen. I gvelse 8

konstruerede vi en ruse, hvor +/2 var med i alle intervallerne. Satning 1 siger da, at ingen andre tal
er med. Specielt er ingen rationale tal med. Indenfor mangden af rationale tal findes siledes inter-
valruser, der ikke bestemmer noget rationalt tal. Derfor er det ikke en selvfolgelighed, at der findes
noget pd bunden. Ud fra disse overvejelser indferes nu de reelle tal ved folgende aksiom:

AKSIOM OM DE REELLE TAL.

Enhver intervalruse bestemmer precis ¢t tal. Hvis tallet ikke er rationalt, kaldes det irrationalt.
Mzangden af rationale og irrationale tal kaldes de reelle tal og betegnes R .

Bemearkning

Ved aksiomer har man historisk forstaet: Selvindlysende péstande, vi tager for givet og ikke skal
bevise. Ikke alt kan bevises — vi ma jo starte et sted. Og det er netop ved aksiomerne. I geometrien
startes bl.a. med det aksiom, der siger: Gennem to punkter kan der tegnes pracis én ret linje.

Gennem matematikhistorien har aksiomerne udviklet sig til blot at vaere udgangspunktet, idet
det er svart at give en praecis forklaring pa, hvad det vil sige, at noget er selvindlysende. Vores ak-
siom om de reelle tal kreever egentlig at blive fulgt op af overvejelser om regneregler for reelle tal;
men alt det vil vi springe over.

5. Kontinuerte funktioner (1. del)
Vi erindrer os definitionen pd, hvad det vil sige, at en funktion er kontinuert:
DEFINITION

feer kontinuert i xo, hvis der gaelder: For enhver talfolge x, — x, vil f(x,)— f(x,).

Definitionen rejser umiddelbart et problem: Vi har en betingelse, der skal vere opfyldt for enhver
talfolge, med greensevardi xo. Men det kan vi jo aldrig undersege. Derfor valger vi altid »en vilkar-
lig talfolge«, der sa at sige er »typisk«. Men kunne vi ikke risikere at overse en meget speciel og
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underlig talfolge? Betingelsen er som navnt, at det skal geelde for enhver, dermed ogsé for en sadan
meget speciel sag. Dette problem bliver forst lost med indferelse af den pracise og formelle defini-
tion pa kontinuitet, sddan som Weierstrass gjorde det i 1860’erne. Weierstrass’ metode er praesente-

ret 1 appendiks 1.

Populert sagt »traeekker« x,’erne f(x,)’erne med sig pa en jevn made, s der ikke sker pludselige

spring eller lignende.

Det grafiske billede af en kontinuert funktion er intuitivt: en sammenhangende kurve, der prin-

cipielt kan tegnes i en streg, uden vi behaver at lofte blyanten fra papiret:

EKSEMPEL 1

v
v

fer ikke defineret i xo = 0, og derfor g er ikke kontinuert i xo = 1, /4 er kontinuert i xo = 2.

heller ikke kontinuert. Der findes da g(1) =1, og en folge af tal

slet ikke noget {0). X1, X2, ..., der fra hejre neer-
mer sig 1 ikke vil give en fol-
ge g(x,), der nermer sig g(1).

EKSEMPEL 2

2x-15 for x<3

: kontinuerti x, =37
zx+3,5 for x>3

Er funktionen: f(x)= {

For at besvare dette udregnes ferst /(3)=2-3-1,5=4,5

Velg dernast en folge af tal x,,, der neermer sig 3 fra hojre:
f(x,)=1%x,+3,5

Nar x, >3, vil f(x,)>+-3+3,5=5.

Altsé geelder der ikke, at f(x,)—> f(3). Derfor er fikke kontinuert i x, =3 .

Gennem de folgende ovelser skal du dels gore dig mere fortrolig med det grafiske billede af konti-
nuerte funktioner. Og dels via de sidste svarere gvelser fa hold pa problemstillingen: Vil den afle-

dede af en differentiabel funktion altid vaere kontinuert?
OVELSE 1

Bestem tallet a, sé& fbliver kontinuert i 1:
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x*+1 for x<I

-]

ix+a for x>1

OVELSE 2

Bestem tallet ¢, sa f'bliver kontinuert 1 0:

—x*=2x+c¢ for x<0
f(x)=1
x"=3x+2 for x=20

OVELSE 3

Skitser grafen for kontinuerte funktioner, der hver for sig opfylder folgende:

a) Dm(f)=R vm(f)=]0;5]
b) Dm(f)=R Vm(f)=]0:1]
¢) Dm(f)=[0;5 Vm(f)=[0;5]
d) Dm(f)=]0;5 Vm(f)=[0;5]
OVELSE 4

Skitser grafen for kontinuerte funktioner, der hver for sig opfylder folgende:

a) Dm(f)=]0;5 V(1) =[0;00]
b) Dm(f)=]0;3 vm(f)=R

o Dm(f)=lois[  ¥m(f)=]-5:9]
d) Dm(f)=105[ Vm(f)=[0;5]
OVELSE 5

Skitser grafen for kontinuerte funktioner, der hver for sig opfylder felgende:

a) Dm(f)=[0;5] vm(f)=[02[
b) Dm(f)=[0;3 Vm(f)=]0;2]
¢) Dm(f)=[0;5] Vm(f)=R
d) Dm(f)=[05] vm(f)=[0;2]
e) Dm(f)=[0;5] vm(f)=]02[
OVELSE 6

Er folgende funktioner kontinuerte i 0?

a) _ sin(%) for x#0 b) _ x-sin(%) for x#0
f(x)—{ 0 for x=0 f(x)— 0 for x=0
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c) xz-sin(i) for x#0 d) x3-sin(§) for x#0
f(x)—{ 0 for x=0 f(x)— 0 for x=0

OVELSE 7

Er funktionerne i opgave 6 differentiable 1 0?

(Hjeelp: Se pa tangenthaldningerne til venstre og til hejre for 0; her ma vi jo differentiere, og kan
derfor regne os frem til det. Overvej dernast, om der kan legges en tangent i xo = 0: Hvad skulle
tangenthaeldningen i givet fald vere?)

OVELSE 8

Se pa de funktioner fra 6, der er differentiable. Er deres afledede kontinuert?

Vi har nu vaerktejet til at bevise:

1. HOVEDSATNING OM KONTINUERTE FUNKTIONER®

(Af og til: Scetningen om mellemliggende veerdier)
Hvis en funktion fer kontinuert i [a;b] , og f'har modsat fortegn i de to endepunkter, sa findes et tal

celab],sd f(c)=0.
Bevis:

Lad os sige, at f(a)<0,0g f(b)>0:

e (0
a my .-
1 i i >
/, mZ ml b
‘/
A(a,f(a))

Tallet ¢ vil vi finde ved en intervalruse: /, =|[a

1. trin: [ =[a;b]

2. trin: Lad m; veere midtpunktet mellem a og b.
Hvis f(ml) =0, er vi feerdige.

Hvis f(m,) <0, swttes 1, =[m,;b].
Hvis f(m,)>0, swttes 1, =[a;m,].

3. trin: Lad m, vere midtpunktet i det nye interval /,.

>, ], hvor f(a,)<0,0g f(b,)>0:

Gentag processen fra 2. trin og konstruér herved et nyt interval /.
Herved fér vi konstrueret en folge:
I oL, oL o, >..01,

o Af og til kaldes denne for Bolzanos satning, idet Bolzano var den ferste, der eksplicit formulerede den og forstod, at
der matte gives et bevis for den. Hans eget bevis var ikke i orden og kunne ikke vare det, idet man pa dette tidspunkt,
omkring 1820, ikke havde faet styr pa de reelle tal.
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Konstruktionen indebar, at vi bestandigt halverede intervallaengden.
Derfor vil intervalleengden ga mod 0. Men sa vil denne intervalruse bestemme et tal c.

Da a, - c,vil f(a,)— f(c),ogda b, »>c,vil f(b,)—> f(c).
Men funktionsverdierne i endepunkterne var jo bestandigt henholdsvis negative og positive:

fla,) 0 f(p,)
Derfor mé der geelde: f(c)=0.

»
»

OVELSE 8
Gor det sidste argument i1 beviset helt praecist.
SATNING 2

(Dette er rettelig: Scetningen om mellemliggende veerdier)
Hvis f er kontinuert i intervallet [a;b], og y er et tal mellem f'(a) og f(b), s findes et tal ¢ mel-

lemaogh,sa f(c)=y.

Den grafiske situation kunne vere saledes:

Bevis:

Hvis y=f (a) eller y = f'(b), er pastanden triviel.
Antag derfor at f(a) og f(b) er forskellige, og at eksempelvis f(a) er mindre end f(b). y lig-
ger mellem de to tal:
f(a)<y<f(b)
Vi danner en ny funktion: g(x)=y— f(x)
Om g(x) gelder:
g er kontinuert
g(a):y—f(a)>0
g(b)zy—f(b)<0
Den 1. hovedsatning giver nu, at der findes et ¢ mellem a og b, sé:
g(c):0<:>y—f(c)=0<:>y:f(c)
Men det var jo precis pastanden i setning 2.
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Bemeark

Saetning 2 kan formuleres pé en lidt anden méde: Hvis f er kontinuert, og tallene ¢ og d begge er
med i Vm( ), s& er hele intervallet [c;d]| med i V(). Overvej dette!

Opgaver til afsnit 5

I teksten og 1 de folgende opgaver gér vi ud fra de intuitivt indlysende regneregler for grensevardi
(som vi ikke vil bruge plads pé at bevise, men som alle forholdsvis let bevises ud fra Weierstrass
definition pa graenseverdi, der presenteres 1 appendiks 1): Hvis de funktioner, der indgar 1 et storre
regneudtryk, hver for sig har en graenseverdi, og vi ikke risikerer at dividere med 0, s& udregnes
grenseverdien af sum, differens, produkt og kvotient faktor for faktor, og led for led saledes:

, x* +x-cos(x) _
Gransevaerdien af —— = | for x —> 7 er lig med:

3x —sin(x)

m'+r-cos(n) -z m(r-1) z-1

37r—sin(7z) T 37-0 RY/4 3

1. Bestem graensevardien af:

a) 3(1-x)(2-x) for x =2
t2
b) fort > -4
4t
x> -1
c) for x > 1 og for x —> -1
x+1
2
g L3010 for ¢ - —5
t+5
2
e) x2+2x for x > -2
x -4
3
f) ¥+l for x > —1
x+1
g) % for h—>0 (forleng med V4+h +2)
x> -1
h) — for x > 1 (forleng med Vx+3+2)
Nx+3-2 s
3
1) 3x | for x >
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10.

2 2
X X

3

for x > © (saet pa fzlles brokstreg)
x+1 x-1

Udnyt din grafiske lommeregner til at undersgge graensevardien af:

Xt +x—x for x >

Velg et vindue med 0< y <1 og med 0<x<10", hvor du prever med n = 6, 8, 10, 12, 14.

Hvad sker der? Kan du forklare det?
Prov om du kan finde grenseverdien ved at omskrive pé udtrykket:

Forleng med vx* + x + x.

. Visat f(x)=x"+x—1 har et nulpunkt mellem x = 0 og x = 1.

(Du behover ikke at finde verdien af nulpunktet.)

2
Los ved anvendelse af fortegnslinje uligheden: x2 411 <0
x —

og begrund din anvendelse af fortegnslinjen.

2

' -2

Find fortegn for: f (x) = %
X

. Vis at ligningen: x’ —15x + 1= 0 har tre losninger i intervallet [—4;4] .

(Du behover ikke at finde verdien af losningerne.)

. Vis at funktionen: f(x)=(x- a)2 -(x—b)2 +Xx

. _a+b
antager vaerdien

for et eller andet x € [a;b] .

Vis at séfremt fer kontinuert i [0;1], og der geelder, at: 0< f(x) <1 foralle x €[0;1],
sa findes der et tal ¢ [0;1] , hvor f(c) =c.

¢ kaldes et fikspunkt, og scetningen kaldes en fikspunktscetning.
(Hjeelp: Betragt funktionen g(x) =f (x) — x, og anvend den forste hovedsatning om kontinuer-

te funktioner.)

Antag f er kontinuert i [0;1] , 0g at f(O) = f(l .
Vis at der findes et a € [0;%], sd f(a)= f(a
(Hjelp: Betragt funktionen g(x)= f(x+1)

(Svaer) Antag fer kontinuert i [0;1], og at f(0)=£(1).

Vis at der for ethvert helt tal »>2 findeset a e [O;l —}‘—J .88 f(a)= f(a +ﬁ) .

(Hjzlp: Begynd med at betragte funktionen g(x)=f (x+%)— /(x) med definitionsmangde
|:O;1 —ﬂ, og del dernast op i flere tilfzelde athengig af, hvordan f (1 —%) og f(1) ligger i for-
hold til hinanden.)
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11. (Vigtig) Anvend intervalruseteknikken til at vise Bolzano-Weierstrass scetning:
Hvis x,,x,,x;,...,x, er en folge af reelle tal, der er begranset, dvs. der findes et interval [a;b], s&

alle x;’erne ligger 1 dette, sd har folgen et forteetningspunkt i [a;b] , hvorved forstds et tal xo,
hvorom der galder, at der kan udtages en delfolge z,,z,,z,,... af x;’erne, som gir mod x:
Z, = X, nar k — .

(Hjeelp: Halvér intervallet [a;b] : I mindst én af halvdelene ligger der uendeligt mange af x;’erne.

Vealg dette interval, og udtag et af x;’erne som z;. Gentag denne proces med halvering af inter-
vallerne. Overvej ngje, hvor det er, vi anvender, at [a;b] er et lukket interval).

6. De reelle tal (2. del)

Mens den 1. hovedsatning om kontinuerte funktioner kom forholdsvis smerteftit ud af intervalruse-
betragtninger, sd er 2. hovedsatning betydeligt vanskeligere at bevise. Vi er nadt til at ga en lille
omvej om de reelle tal for at skaffe os det nedvendige veerktej.

Begreberne og argumentationen 1 det folgende er ret abstrakte, og det kraever en del arbejde at
tilegne sig dette. Men det er umagen vard. Dels far vi her et af de sterkeste redskaber overhovedet
indenfor den matematiske analyse, og dels rummer argumentationen stor matematisk skenhed.

I dette afsnit vil M betegne en mangde af reelle tal. M er ikke nedvendigvis et interval, det eneste vi
forudsaetter, er, at M ikke er tom!

DEFINITION

Et tal K kaldes et overtal for M, hvis K er sterre end eller lig med alle tal i M.
Et tal k kaldes et undertal for M, hvis k er mindre end eller lig med alle tal i M.

HOVEDSATNING OM DE REELLE TAL

1. Hvis M er opadtil begranset, s& har M et mindste overtal.
2. Hvis M er nedadtil begraenset, s har M et storste undertal.

Situationen vedrerende punkt 1 kunne vare:

G

v

M ligger inden for dette

M kunne f.eks. vare alle reelle tal, der opfylder x* < 2. Her bliver G = V2.
Men hvad hvis M er alle rationale tal, der opfylder x* <2 ? Der findes ikke et rationalt tal, »lige til

hejre for V2 « — derimod kan vi finde en folge r, af rationale tal, der n&ermer sig V2 . Alle disse er
overtal for M. Derfor ser vi straks, at der ikke kan vere et mindste rationalt overtal. Setningen geel-
der altsé ikke indenfor de rationale tal.

Bevis:
Lad M vare opadtil begranset. Vi vil ferst konstruere en intervalruse, der giver os tallet G, og der-

nest vise, at dette tal G er det mindste overtal.
1. trin: Veelg et overtal K,, og et tal k,, der ikke er et overtal
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Seet 1, =[k; K, ].
2. trin: Kald midtpunktet af intervallet /; for m;.
Hvis m; er et overtal, satter vi: 1, = [k;;m,].

Hvis m, ikke er et overtal, satter vi: 1, =[m; K|
Under alle omstendigheder er /; af formen [kz;Kz], hvor K, er et overtal, og k, ikke er et

overtal.
3. trin: Kald midtpunktet af 7, for m; osv.
Proceduren fra 2. trin gentages, og vi far i:

n.trin: I, =[k,;K,], hvor K, er et overtal, og k, ikke er et overtal.

P4 denne made far vi konstrueret en intervalruse:
I,o1,0,01,01;,01;>..21,,idet l&ngden af intervallerne ifelge konstruktionen vil

ga mod 0.
Aksiomet giver os da: {,} bestemmer et reelt tal G.

Pastand: G er et mindste overtal for M.
Péstanden indeholder to ting:
1. G er et overtal: Antag nemlig, at der findes et m € M , séledes at G <m:

¢ K m
T

»
»

M

Af konstruktionen felger: K, — G ndr n — . Overvej dette!

Fra et vist trin vil K, derfor ligge til venstre for m.
Men det er jo i modstrid med, at K, er et overtal for M. Altsa: G er et overtal.

2. G er det mindste overtal. Antag nemlig at der findes et g < G, sd g er et overtal:

g k‘m G
l

v

M

Af konstruktionen folger: k, - G ndr n — . Overvej dette!
Fra et vist trin, f.eks. m, vil k,, derfor ligge til hojre for g: g <k,,. Men da k,, ikke er et overtal, fin-

des der tal fra M til hejre for &, — og disse mé da ogsa ligge til hojre for g. Altsa kan g ikke vere et
overtal. Altsa: G er det mindste overtal.

BETEGNELSE

Et mindste overtal for M kaldes et supremum for M. Vi skriver: G =sup M
Tilsvarende kaldes et storste undertal g for et infimum for M. Vi skriver: g =inf M .

OVELSE

Bevis punkt 2 1 hoveds@tningen.

(Bemerk: Du kan enten gennemfore en argumentation efter samme idé som i ovenstdende bevis, el-
ler vaere mere elegant og udnytte, at s@tningen, vi har vist, gelder for alle mangder, der er opadtil
begrenset. Hvis vi nu starter med en mengde N, der er nedadtil begranset, betragt da mang-
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denM = {x |—x e N} . Udnyt s@tningen for mangden M og overbevis dig om, at det fundne supre-

mum for M er et infimum for N).

7. Kontinuerte funktioner (2. del)

Vi har nu varktejet til at kunne bevise:

2. HOVEDSATNING OM KONTINUERTE FUNKTIONER

(Scetningen om maksimum og minimum)
Hvis en funktion fer kontinuert pa det lukkede og begraensede interval [a;b] , s& er verdimangden

ogsa et lukket og begranset interval: Vm( f)=[a; B].

Beviset er stort og opdeles for overskuelighedens skyld i tre dele. De tre punkter er hver for sig en
lille setning, hvorfor vi omformulerer hovedsatningen til felgende version:

2. HOVEDSATNING OM KONTINUERTE FUNKTIONER (2. version)

1. Hvis fer kontinuert i et interval 7, sa er Vm( f) ogsé et interval.
2. Hvis fer kontinuert i [a;b], sd er Vm( f) begreenset.
3. Huvis fer kontinuert i [a;b] ,saer Vm( f ) et lukket interval.

I det folgende er kun givet en disposition til de tre beviser. Du skal selv gennemarbejde beviserne
og udfylde alle detaljer. Sine steder er det ikke helt let; men arbejdet med de enkelte punkter vil gi-
ve god indsigt i moderne matematisk teori og argumentation.

Punkt 1: f'er en kontinuert funktion, og vi vil vise, at ¥m( /) er et interval.

Vi kan slippe nemt om ved dette punkt, for hvad er egentlig definitionen pé et interval? Det ma vee-
re folgende: En delmangde 7 af de reelle tal kaldes et interval, séfremt der geelder: nar a,b € I, og

a<c<b,savil der gelde, at ogsd ce [ .
Men af denne definition ser vi, at setningen om mellemliggende vardier (forste hovedsatning) gi-

ver os, at f'(I) er et interval. Overvej dette!

Imidlertid ensker vi at henfore f (I ) til et interval pé en af de kendte former. Derfor gor vi folgen-

de:
a) Opdel i fire tilfelde, athengig af om Vm( f ) er begrenset eller ej:

1. Vm(f) er begranset bide opad og nedad.

2. Vm(f) er begranset opad, men ikke nedad.

3. Vm( f ) er begrenset nedad, men ikke opad.

4. Vm(f) er hverken begrenset opad eller nedad.

Se pa et af tilfeeldene, f.eks. nr. 3: Vm( f ) er begraenset nedad, ikke opad.
b) Der findes et storste undertal g. Marker pé tallinje.

Sa er Vm(f) c [g;oo[ .
¢) Péstand: Enten er Vm( f)=|g;o0[ eller Vm(f)=]g;].
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d) Argument: Valg et y > g. Argumenter for, der findes y; og y, fra Vm( f ) , sa:
¥y, <y <Yy,.Marker pé tallinjen.
e) Benyt setningen om mellemliggende vardier, der siger, at hvis y; og y, er med i Vm( f ) , sa

er ogsa y med.
f) Konkludér.

For vi viser punkt 2, vises folgende:

Hjzlpesatning

Hvis x,,x,,x;,...,x, er en voksende folge af reelle tal, der er opad begraenset (eller en aftagende fol-
ge, der er ned begranset), sd findes et xop, s& x, = x, ndr n — 0.

Bevis:

Safremt du har lavet opgave 11 1 kapitel 6, kan du anvende den. I modsat fald ger vi felgende:
Set M =x,,x,,X;,...,x, . M er opad begraenset, og har derfor et supremum (mindste overtal), xo.

Péstand: x, — x, nir n — oo . Laeg et lille interval om xo: |x, —&;x, + [ :

Da xy er et overtal for M, vil x, < x, for alle n.

X, _ e T )‘Co X, ‘+ e Da xy er mindste overtal, findes et x, i dette lille interval.
Men folgen er voksende, sé alle x,,,x,,,,Xy,,,... € med i
intervallet.

Intervallet om xy kan imidlertid vaelges vilkarligt lille. Det betyder, at folgen naermer sig vilkarligt
teet til xo. Altsd den enskede konklusion: x, — x, ndr n - .

Nu kan vi sa vise:

Punkt 2: Vi skal vise, at f'er begreenset, dvs. f vokser ikke mod oo.
Vi gennemforer dette som et indirekte bevis: Antag fikke er begrenset.

a) Definer mangderne M, = {x ela;b]| f(x)= k} ,for k=1,2,3...
Saet x, =1inf M, . Overvej at dette er muligt, dvs. x; findes.

b) Argumenter forat: M\, > M,>M,>..oM,

c) Argumenter foratsder x, <x,<x; <..<x,

d) Anvend nu hjelpesatningen pd denne monotone folge:
Der findes et xp s& x, = x, ndr n — o .

e) Udnyt kontinuiteten af f samt punkt d) til at drage en konklusion om grensevaerdien af
f(x,) nér n—o.

f) Udnyt konstruktionen af x;’erne til at drage en anden konklusion om grenseverdien af
f(x,) nér n— .

g) Konkludér ud fra modstriden mellem e) og f).
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Punkt 3: Vi skal endelig vise, at Vm( /) er lukket:

a) Vived, Vm(f) er et begraenset interval, dvs, af typen:

[e;d], [e:d[, ]esd], eller Je;d[. Vi skal udelukke de sidste tre.
b) Se pd det ene af dem: Antag Vm(f) = [c;d[.

dvs. f(x)<d forallex, eller d — f(x)>0 for alle x.

¢) Se nu pa funktionen:
1

g(x)zd_—f(x)

Argumenter for at g er kontinuert. Og derfor: g er begranset.
Altsé findes et tal K, sd: g(x)<K for alle x.

d) Omskriv og vis at sa galder:

f(x)<d—%, for alle x.

e¢) Men sa kan Vm( f) ikke vaere [¢;d[, dvs. vi har en modstrid.
f) Konkludér.

Hermed er vi néet til vejs ende: Ud fra den dybere forstaelse af, hvad de reelle tal er, har vi vist de
to hovedsetninger om kontinuerte funktioner. Og med disse som grundlag beviste vi endvidere mo-
notonis@tningen og begrundede den teknik, vi altid anvender ved undersggelser af fortegn og mo-
notoniforhold.

8. Appendiks 1:

Fast grund under grzensevardi- og kontinuitetsbegrebet

To skikkelser 1 matematikhistorien rager op 1 bestraebelserne pa at fa styr pa grensevardibegrebet
og dermed ogsé pa kontinuitetsbegrebet: Franskmanden Augustin Cauchy (1789-1857) og tyskeren
Karl Weierstrass (1815-1897).

Cauchy publicerede meget, og i det mest beremte af hans skrifter, Cours d’ Analyse fra 1821 fin-
des den definition pa graenseverdibegrebet, som vi 1 praksis anvender 1 gymnasiet 1 dag:

Ndr en folge af tal ncermer sig en fast storrelse pd en sadan madde, at talfolgens elementer slutte-
ligt adskiller sig fra den faste storrelse med sd lidt som vi kunne onske os, sd siger vi, at den faste
storrelse er greenseveerdi for de ovrige.

Hans definition pa kontinuitet lyder:

fer kontinuert i et interval, hvis det geelder, at en uendelig lille tilveekst h af variablen x, giver
en uendelig lille tilveekst f(x + h) - f(x) af funktionsvceerdien.

Ogsa den sidste definition virker ganske moderne; men vi bemarker dog, at Cauchy kun definerede
kontinuitet i et helt interval, ikke i et enkelt punkt.’

Nar vi forseger at oversatte Cauchy’s formuleringer: »sd tet pd vi ensker«, »en uendelig lille til-
vaekst« osv. til et pracist matematisk sprog, der giver mulighed for beregninger og pracise svar,
opstar der imidlertid abenlyse problemer.

7 Ud fra den intuitive opfattelse af kontinuitet som svarende til, at grafen er sammenhangende, er forestillingen om kon-
tinuitet i et enkelt punkt ogsé en svart begribelig egenskab. Kontinuitet forstdet som sammenhang vil man umiddelbart
knytte til et interval.
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Vanskelighederne heri illustreres af, at Cauchy selv »beviste« nogle forkerte setninger. Der var
kort sagt brug for en sd pracis matematisk formulering, at den kunne anvendes til at gennemfore
praecise beviser. Og det var netop hvad Weierstrass gjorde.

Weierstrass var oprindelig slet ikke professionel matematiker. Hans far enskede, han studerede
okonomi og administration; men da sennen ikke fandt interesse i disse fag, men derimod var en stor
ynder af tyske olstuer, gik arene, uden Weierstrass nogensinde fik en eksamen. Han forlod universi-
tetet og tog forskelligt forefaldende arbejde inden for undervisning, samtidig med at han i fritiden
dyrkede sin store lidenskab, matematikken. Og han demonstrerede sin store begavelse gennem en
raekke opsigtsveekkende matematiske artikler, der resulterede i at han »blev kaldet« til en stilling pa
Berlins Universitet.

Weierstrass publicerede ikke selv ret meget; men gennem sine beromte forelaesninger prasente-
rede han en raekke nye tanker og metoder fra sin forskning, ideer, som han generest overlod til sin
store skare af hgjt kvalificerede studenter at faerdiggere. Stort set alle Europas unge lovende mate-
matikere drog i de dr — fra forst 1 1860’erne — til Berlin for at felge hans forelasninger, og med
Weierstrass forskydes tyngdepunktet i matematikhistorien fra Frankrig til Tyskland.

Weierstrass blev tidligt sa syg, at han ikke kunne st& op og skrive under en forelaesning; han sad
derfor ned, dikterede til en student, der pa hans bud malede tavlen fuld. Denne anstrengende ar-
bejdsform var givetvis medvirkende til, at Weierstrass gennemarbejdede sine forelaesninger ned til
den mindste detalje, hvorved de notater, studenterne tog, faktisk var som lerebeger. Og netop gen-
nem kopier af sddanne notater og gennem de artikler, hvori Weierstrass’ elever bearbejdede hans
resultater, laerte matematikverdenen hurtigt om disse nye » Weierstrasske krav til stringens (precisi-
on)« — og hans metoder blev overtaget ord til andet.

Men det var som navnt altid andre, der prasenterede ideerne — séledes var det Eduard Heine og
Sofia Kovalevskaya (der begge siden indskrev sig i matematikhistorien), der publicerede Weier-
strass’ nye tilgang til kontinuitetsbegrebet.

Det centrale spergsmal var at fa styr pa grenseveerdibegrebet: Hvad skal vi forsta ved folgende
formulering: f(x) —> L, narx — a?

Vi er vant til at gribe sagen sdledes an: Vi begynder med en folge af x-vardier, og dernast ser vi
pa, hvad der sker med f{x)’erne. Men dette giver de foromtalte problemer: Hvordan kan vi vide, at
den folge, vi begyndte med, er typisk — ville vi f& samme resultat med en hvilken som helst anden
folge af x’er?

Weierstrass loser knuden ved at vende problemstillingen 180°: Hvad er det, vi vil frem til, spor-
ger han. Ifelge Cauchy vil vi frem til en konklusion om, at forskellen pa f{x) og L kan geres sa lille,
som det enskes (ved at velge x pd den og den made). Men si er det her, vi begynder, siger
Weierstrass.

Lad os forestille os det som »et spil«: Over for os star en »modstander«, der udfordrer os ved at
fastleegge et meget snaevert interval om L, méaske med en afstand pa 1/1000 eller 1/1.000.000 fra L.
Eller endnu tettere pd: Vi indforer en ny sterrelse & (graesk bogstav: »epsilon«), der skal angive,
hvor taet vi ensker at vaere pa L. ¢ har vi ingen indflydelse pa — det stikkes os ud af vores »modstan-
der«. Nu er det s vor opgave at fastlegge et interval om a, pa en sdidan mdde, at nér x er i dette in-
terval, er vi sikre pa, at f{x) er i det enskede interval om L.

Det interval, vi fastleegger omkring a, bestemmes mest enkelt ved at angive et tal 0 (graesk bog-
stav: »delta«), der maler afstanden fra x til a.

Lad os navngive de omtalte intervaller: J, = ]L —-& L+ g[ ,08 15 = ]a —-0,a+ 5[ .

Weierstrass’ definition pa greenseveardi lyder sé:

DEFINITION 1 (1. version)

f(x) har grenseverdien L, nér x gar mod a, pa kort form: f(x)— L nar x — a, hvis der til et-

hvert & >0 eksisterer et § > 0, saledes at der for x # a gelder: xe I, = f(x)eJ,.
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Bemerk: Definitionen er sammensat siledes, at x ikke kan blive lig med a; dette er vigtigt, for f{x)
kan sagtens have en graensevardi uden at vaere defineret i a.
Grafisk kan situationen vere saledes:

L+g 4 /
/ 1) Forst veelges intervallet J, .
7 I 2) J, fastlegger nu via grafen de ydre granser
¢ for intervallet /.

3) I, kan velges pd utallige mdder, men f.eks.
L-¢ som pa tegningen.

4) Vikontrollerer nu, at: xe I; = f(x)eJ,:

// > fkerer x op ad den skraverede ve;.

a
——
1
N B
1

Naér vi skal til at udnytte definitionen til at regne, er det ofte en fordel at have den skrevet med ulig-
heder i stedet for intervaller:

DEFINITION 1 (2. version)

Visiger at f (x) — L nar x — a, hvis der til ethvert & > 0 eksisterer et o > 0, saledes at:

O<|x—a|<§:>‘f(x)—L‘<5
OVELSE 1

Lav en skitse af f(x)=x’ iintervallet [-3;3], og illustrer p din tegning, at der gelder:

f(x)—>4 nir x > 2

Definitionen pé greenseverdi forer straks over i definitionen pé kontinuitet:

DEFINITION 2

Vi siger, at f'er kontinuert i xo, hvis der gaelder, at f(x) — f(x,) ndr x — x,, dvs. hvis der gzlder:
Til ethvert € > 0 eksisterer et & > 0, séledes at:
O<|x—a|<§:>‘f(x)—L‘<e

Bemark at vi her har erstattet 0 < |x - a| <0 med: |x - a| < 0, idet situationen for x — x, er helt tri-

viel: fer jo defineret i xo.

Det var ikke denne definition pa kontinuitet, Weierstrass i forste omgang gav. Som tidligere omtalt
opfattede de stadig kontinuitet som en egenskab 1 et interval; og bestrebelserne hos Weierstrass og
samtidige var at fa styr det lidt mere komplicerede begreb »uniform kontinuitet« (pa dansk: »ligelig
kontinuitet«), som vi omtaler 1 appendiks 2. Det blev sdledes en af Weierstrass’ elever Eduard Hei-
ne, der som den forste definerede begrebet kontinuitet i et punkt.
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Anvendelse af definitionen péd graensevaerdi eller kontinuitet volder altid besveer i starten. Det skyl-
des sikkert, at vi har svart ved at slippe fokus fra x’erne og 1 stedet satte fokus pé f{x). Men det er
her, hele ideen ligger:

Vi begynder med den onskede konklusion: ‘ f(x)- L‘ <eg.

Ud fra en analyse af dette, nar vi gennem forskellige omskrivninger frem til hvilket krav, der sa
ma stilles til x’erne, dvs. til fastleggelse af J.
For vi illustrerer dette med et par eksempler, sd prov at lgse folgende opgaver pd din grafiske lom-
meregner:

OVELSE 2

Indtast 1 de folgende opgaver regneforskriften i din lommeregner. Indret vinduet sdledes at x-
veerdierne ligger tet ved tallet a, og y-verdierne taet ved tallet L. Fa endelig en grafisk fremstilling
af, hvilket krav det givne ¢ stiller til det interval, vi ensker at legge om a, ved at indtaste de to kon-
stante funktioner y, =L +¢cogy; =L —e.

Ved hjelp af trace eller zoom eller pa anden vis skulle du sd pa lommeregneren kunne finde en
veerdi af J, der »matcher« s.

1. f(x)=~2x+3; underseg pastanden: f(x)—3 nir x —3 ved at finde et J, der matcher
£=0,01, dvs. opgaven er at finde et o, séledes at:
[x—=3|<5=|f(x)-3<0,01 eller: xe]3—&;3+&[= f(x)e]3-0,01;3+0,01[ .

2. f(x)=x";underseg pastanden: f(x)—> 8 nar x — 2 ved at finde et §, der matcher £ =0,2.

3. f (x)=ﬁ; undersgg péstanden: f(x)—1 nar x >0 ved at finde et J, der matcher

c=0,05.

4. Undersog pastanden: X~ 50 nar x— 2 ved at finde et 0, der matcher ¢ =0,01.

1+ x?

1
5. Undersog pastanden: X

— > —% nar x — —1 ved at finde et §, der matcher £ =0,001.
X

Anvendelse af definitionen til pracise beviser for graensevardier

EKSEMPEL 1

Vis: 3x+1—>7 nar x > 2:
Lad ¢ veare givet. Den gnskede konklusion er: ‘(3x +1) - 7‘ <&.

Vi omskriver: |(3x+1)—7| =[3x— 6| =3|x-2].
Den enskede konklusion fas, hvis 3|x - 2| <&, dvs. hvis |x — 2| < 2 .

Derfor vaelges o = % Sa far vi:

|x—2|<5:>‘(3x+1)—7‘<6
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EKSEMPEL 2

. 1—4x?
" 1-2x

— 2 ndr x —>1:

Lad & vaere givet. Den enskede konklusion er:

(1 + 2x)(1 — 2x)
1-2x

Vi omskriver: = -2

=|1+2x-2|=|2x-1|=2[x-4].

—4x’ 3 ‘

1-2x

. . . ) £
Den enskede konklusion fas, hvis 2|x - %| < ¢, dvs. hvis ‘x - %‘ < E .

Derfor vaelges o = % S4 far vi:

1-4x°

—-2x

|x—%|<5:>

— 2‘ <&
EKSEMPEL 3

Vis: \/;—)2 nar x > 4:

Lad ¢ vare givet. Den enskede konklusion er: Jx - 2‘ <eg.

(Ve-2)(Vx+2)| | a-a ]
Jx+2 ‘ \/;+2|

L

\/;+2|

Vi omskriver: ‘\/;—2‘ = -|x—4|.

Da vi skal undersgge x — 4, kan vi uden indskraenkning ngjes med at se pd x >1, dvs. Jx>1.

Dermed er x/;+221+2=3,0g

<

W=

1
«/;+2

1
x+2

Indsat dette:

-|x—4|£i|x—4|.

Den gnskede konklusion opnés, hvis: %|x - 4| < ¢, eller: |x — 4| <3¢.

Derfor vaelges 6 =3¢ . Sa far vi:
|x—4|<5:>‘«/;—2‘<5

Vi kan opsummere saledes:
En pastand vedrerende kontinuitet i et bestemt punkt eller vedrerende en bestemt graensevaerdi:

f(x)—> L, nér x - a, underseges pa folgende méade:

Vi begynder med at opskrive den gnskede konklusion: ‘ f(x)- L‘ <e&.
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Derncest foretages omskrivninger af typen: ‘f(x) — L‘ =.<..< K|x -a

, hvor K er en eller anden

konstant. Ud fra dette ser vi, at vi kan sikre ‘ f (x) - L‘ < &, hvis blot vi vaelger |x - a| < % .

Altsa lgser vi problemet ved at velge o < % .

OPGAVER
1. Vis: 5-2x—1,ndr x > 2.
2
2. Viss T2 5 ndr x> -2
x+2
(Hjeelp: Forkort breken.)
3. Vis: ¥v2x+3 = 3, nar x — 3.
(Hjeelp: Forleng v2x+3 -3 med v2x+3 +3. I din vurdering kan du indskranke dig til at se
pafeks. x>1.)
4. Vis: \/;—)1,1’12011" x—1.
5. Vis: x> > 8,nar x > 2.
(Hjeelp: Foretag polynomiers division med (x—2).)
6. Vis at grenseveerdier er entydige, dvs. Hvis f(x)— L, ndr x >a,og f(x)—> M ,nir x >a,

sder L=M.

Vi vil nu bevise, at folgende fundamentale s@tning gelder:

HOVEDSATNING OM GRANSEVARDIER

Weierstrass’ definition er ensbetydende med vores traditionelle definition.

Bevis:

1.

Antag: f(x)— L, ndr x — a, ifolge Weierstrass® definition.

Lad x,x,,x,,....,x, vaere en folge af tal, sd x, > a.

Vi ensker at vise: f(x)—> L, dvs. f(x,) nermer sig vilkdrligt teet til tallet L.
Lag derfor et lille interval J, om L, bestemt ved & J, = [L—&;L +¢].

Velg nu ifolge Weierstrass et interval /; om a, der afbildes indi J,: I, =|a—&;a+9].
Danu x, = a, vil x,’erne fra et vist trin, f.eks. nr. N, vere helt med 1 /.
Weierstrass’ definition pa grenseverdi giver os: x € [y = f (x) elJ,.

Men s kan vi sammenfatte: x,, X, Xy.55- € Is = f(xy ), [ (%51 )s f (Xps2 )se €,

&

Altsé netop den enskede konklusion.
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2. Antag: f (x) — L, nér x — a, ifelge den traditionelle definition med talfelger, dvs. vi antager:
For enhver talfelge: x, - a vil f(x,)—> L.
Lad & vare givet og betragt J,_ = ]L -& L+ g[ .
Lag nu for ethvert helt tal # i et interval 7, om a, bestemt ved: /, = ]a —La+ %[ )
Antag at ingen af disse intervaller bliver afbilledet helt ind 1 J_, dvs. ingen af dem opfylder
Weierstrass” krav: xe [, = f(x)eJ,.
Vi fér nu en modstrid pa folgende made: Velg et x; fra hvert Jj, siledes at: f(x, )¢ J, .
Ifolge valget af x’erne vil der gelde: x,,x,,x;,...,x, = a. (Overvej dette!)
Men ifelge beliggenheden af f{(x;)’erne holder disse sig alle uden for intervallet J,, s derfor
kan der ikke gaelde: f(x,)—> L.

Dette er i modstrid med, at pistanden skal galde for enhver talfolge.
Altsa kan vi konkludere, at ét af intervallerne /, vil blive afbildet ind i J,.

Og dermed er Weierstrass’ definition opfyldt.

9. Appendiks 2: Uniform kontinuitet:

Vearktejet, der giver integralregningen fast grund under fedderne

Det eneste udestaende problem i vort arbejde pa at give differential- og integralregningen fast grund
under fodderne er et af de oftest oversete.

I begyndelsen af ethvert forleb om integralregningen »bevises« at enhver kontinuert funktion
har en stamfunktion. Beviset deles op i flere skridt, og undervejs foretages forskellige antagelser om
funktionerne, men det er faktisk ikke her, problemet ligger:

Forst antages /(x)>0 i hele intervallet [a;b].

Men kan vi bevise pastanden i dette tilfelde, sa gelder den generelt. For en kontinuert funktion
g(x) har et minimum m €[a;b]: g(x)=m, eller g(x)—m>0. Dette giver os, at den kontinuerte

funktion g(x)—m har en stamfunktion G,(x). Men s er G,(x)+mx en stamfunktion til g(x).

Altsa galder pastanden generelt.
Den neste antagelse er ofte, at f er monoton. Men dette er udelukkende en bevisteknisk lettelse.

OVELSE

Find dine notater frem og sammenlign disse med det folgende:

I beviset indferes arealfunktionen A(x) , og vi gennemforer en vurdering péd sterrelsen
A(x)—A(x,). Denne storrelse er arealet af en lille strimmel under grafen for /. Men da f"er konti-

nuert har den et maksimum, £ og et minimum, a i [xo;x] . Derfor geelder:

fa)-(x—x)) < A(x)—A(x,) < f(b)-(x—x,) eller f(a)<w<f(b)

X=X,

Vi afsatter storrelserne pa en tallinje for at {4 et bedre overblik:
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v

Nér nu x — x,, vil bdde a og  ga mod xo, og dermed vil f(a) og f(f) g mod f(x,).
(Overvej hvorfor!).

A(x) = 4(x)

X=X, —)f(XO),

hvilket betyder, at A(x) er differentiabel i xo med differentialkvotient: A'(x,)= f(x,).
Med andre ord: A(x) er en stamfunktion til f (x) .

Se pa tallinjen og konkludér:

Vi ser saledes, at beviset kan gennemfores efter samme opskrift som 1 det tilfelde, hvor f er mono-
ton.

Problemet i beviset for s@tningen om, at en kontinuert funktion har en stamfunktion, ligger pa et
mere grundleggende plan: Eksistensen af A(x).

Vi postulerer, at arealet under grafen, og dermed A(x) eksisterer. For de grafer vi normalt steder
pa, forekommer dette indlysende. Men 1 redegerelsen for, at det har god mening at tale om et areal
af et omréde afgraenset af en krum kurve, steder vi ind i et problem. Metoden kender vi:

DEFINITION

Et omrdde har et areal, hvis der findes en felge af indre og ydre polygoner, henholdsvis P, og O,,
séledes at: areal(Q, ) —areal(P,) —> 0, ndr n —> .

Betragt punktmangden afgrenset af A
linjerne med ligninger x =a og

x = b, samt af x-aksen og grafen for
den positive funktion f.
S (M 1) 1

/™ N_
Lad: a<x,<x <x,<..<x,=b —
vaere en inddeling af [a;b] 17 lige
store dele.
. b-a M, mn,
Intervalleengden er sd /, = . ! ! >
n a X X X, b

I hvert delinterval har f et maksimum 1 et punkt M; og et minimum 1 et punkt m;. Den ydre polygon
fastlegges nu af veerdierne f(M,), og den indre af vaerdierne f'(m,).

Areal af indre polygon: areal(P,)= f(m,)-1, +...+ f(m,)-1,

Areal af ydre polygon: areal(Q, )= f(M,) 1, +..+ f(M,)-1,

Forskellen: areal(Q, ) —areal(P,)=(/(M,)- f(m))-1, +..+(f(M,)- f(m,))-L, (*)
Herefter vil vi lade n —o0. Sd vil / — 0. Hvad kan vi da konkludere om (*)?

Umiddelbart ikke noget, for antallet af led vokser ogséd mod uendeligt.
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Sammenlign med: ++3=1, 1+3+1=1, ..., 75+ 1005 + o050 T - + o550 = | (1000 led).

©* 1000 1000 1000 1000

W=

1
2

Betragter vi situationen grafisk, ser det ud til, at tallene ( f (M 1) - f (m1 )) kan gores s& sma, vi on-

sker det, blot intervalinddelingen bliver tilstraekkelig fin. Men vi har ikke vaerktejet til at afgere det-
te. Vort problem er nemlig, at vi skal styre, hvad der sker pé hele intervallet [a;b] , og ikke bare 1 et

enkelt punkt. Kontinuitetsbegrebet, som vi har indfert det, taler kun om, hvad der sker i et enkelt
punkt.

Den mere generelle problemstilling, der her er skitseret daekkes af begrebet Uniform kontinuitet.
Det var faktisk dette kontinuitetsbegreb, Weierstrass forst sogte at fa styr pd. Som tidligere omtalt
blev kontinuitet dengang altid opfattet som en egenskab knyttet til et helt interval: En graf kan vaere
sammenhangende i et interval, mens det umiddelbart forekom mere suspekt at tale om kontinuitet 1
et punkt.

Weierstrass’ definition af det, vi i dag kalder Uniform kontinuitet (for at skelne det fra begrebet
kontinuitet 1 et punkt) lyder:

DEFINITION

fkaldes uniform kontinuert i 7, hvis der gelder, at for ethvert £ > 0 findes et & > 0, sdledes at:
|x—y|<§:>‘f(x)—f(y)‘<g

Definitionen siger altsé, at uanset hvor i intervallet /, vi befinder os, s& gaelder det, at blot forskellen
|x — y| er mindre end J, sd har vi styr pd udsvinget i funktionsveardierne: Forskellen mellem disse er
mindre end det ¢, vi fik stukket ud.

Dette krav forekommer langt steerkere end den almindelige kontinuitetsdefinition. Teenker vi til-
bage pa evelserne i afsnittet om kontinuitet, husker vi, at det 0, vi veelger, normalt athenger bdde af
¢ og af det x¢, vi har som udgangspunkt. Sddan er det ogsa i almindelighed. Men ser vi pa lukkede
intervaller gelder faktisk folgende:

3. HOVEDSATNING OM KONTINUERTE FUNKTIONER

Hvis f'er kontinuert pd [a;b] , s& er fogsé uniformt kontinuert.

Bevis:

Lad ¢ vaere givet. Vi skal vise, der findes et 0, sé der for alle x,y e [a;b] gaelder:

pr-sl<o=|f(x)-r()<e (**)
Vi giver et indirekte bevis.
Antag nemlig at der ikke findes et sddant 0. Det betyder, at vi kan velge en folge af tal J,, f.eks.

folgende: 1,%,%,...,% , sdledes at o, — 0, ndr n — o, og hvor der for ethvert J, findes to tal x, og

Vn, der ikke opfylder (**), dvs.:

|x—y| <0 , men samtidig: ‘f(xn)—f(yn)
Overvej ngje dette!
Nu anvendes Bolzmann-Weierstrass’ scetning, der er vist i opgave 9, s. 28. Satningen siger, at en-

hver uendelig folge af tal i et begranset interval har et fortetningspunkt. (Har du ikke vist den, sé&
gor det nu — 1 opgaven er givet en hjzlp.)

Folgen {x,} har saledes et fortetningspunkt xo.

> &

Dette betyder, at der findes en delfelge: x, ,x, ,x, ,...x, =X,
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Overvej nu, at xo mé ligge i intervallet [a;b], nér dette er lukket.

Vi ved, at ‘xkl_ - yki‘ — 0, og derfor vil 0gsé y, , ¥, ¥y 5V = X -

fer kontinuert, s& derfor har vi nu bdde: f(xk, ) = f(x,) og: f(yk’ ) = f(x,)
Anvend s Weierstrass’ definition pa kontinuitet:

Laeg et interval J med bredde ¢ om f(x,): J = }f(xo)—g;f(xo) +§{ og velg hertil et J,

sd intervallet / = ]|x, — &;x, + J[ afbildes helt ind i J.
I er et interval om xo, sd fra et vist trin er bdde x, og y, medil.

Men sa er bade f(xk’_ ) og f(yk’_ ) med iJ, dvs. f(xki )—f(yki)

hvilket er i modstrid med valget af x’erne og y’erne, som beskrevet i (**%*).
Derfor er antagelsen 1 (***) forkert: Vi kan ikke blive ved med at valge disse x, og y,.
Altsa findes der et 0, s& (**) er opfyldt:

|x—y|<§:>‘f(x)—f(y)‘<5

Dette afslutter beviset for hovedsatning 3.

<g,

Med s@tningen om uniform kontinuitet i bagagen kan vi afslutte beviset for, at omrider under gra-
fen for en positiv kontinuert funktion har et areal. Og dette vil afslutte beviset for, at enhver konti-
nuert funktion har en stamfunktion.

Vi vender tilbage til problemstillingen pa side 40, hvor vi var ndet frem til at foretage en vurdering
pa:

areal(Q,) - areal(F,) = (f (M,) = f (m)) -4, = (/ (M,) = f (m,))-],
Vi ensker at vise:

areal(Q, ) —areal(P,) > 0 nir n —

g

Lad dertil et & vaere givet. Valg nu til tallet P et J ifolge definitionen pd uniform kontinuitet.

S& geelder: |x - )| <5:‘f(x)—f(y)‘ <3
Lad s 0 bestemme inddelingen af intervallet [a;b] , dvs. intervallengden /, veelges si denne er min-
dre end o. S& gelder dbenbart:

|Mi —mi| < ¢ for alle i, og derfor er ‘f(M,)—f(ml)‘ < ; &

for alle i.

—a
Indset nu dette 1 (*):

areal(Qn)—areal(ﬂ):(f(Ml)—f(ml))-ln —(f(Mn)—f(mn))-ln <

b—a " T bh—gq "

(indseet [, )

Altsé netop den enskede konklusion: areal(Q, ) —areal(P,) — 0 nar n — o,

dvs. omradet under grafen har et areal!

P4 grundlag af en dybere indsigt i de reelle tal, og ved hjelp af de tre kontinuitetssatninger, har vi
hermed féet etableret et solidt grundlag under den matematiske analyse.
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