Deskriptiv statistik med grafisk lommeregner (TI-84-serien).
Bjorn Felsager - Haslev Gymnasium & HF

Deskriptiv statistik ud fra beromte maleserier
Newcombes maling af lysets hastighed!

Newcombe arbejdede sammen med Michelson 1 slutningen af forrige arhundrede og
indferte nye teknikker til malingen af lysets hastighed. Det resulterede bl.a. 1 en
serie pa 66 preecisionsmalinger af lysets hastighed, som Newcombe foretog i perio-
den juli-september 1882 ved at male returtiden for en lysstrale, der blev sendt ned
af Potomac-floden og tilbage igen. Derved tilbagelagde lyset 1 alt en distance pa
knap 7% kilometer, hvilket derfor tog 1 sterrelsesordenen

__T5km 5 5.10%5-25000ns .

300000 km/s
De 66 malinger fremgar af det felgende skema med de forste 11 malinger 1 den for-
ste kolonne, de naeste 11 malinger 1 den naeste kolonne osv.:

24828 24822 24836 24826 24828 24828
24826 24824 24832 24830 24827 24824
24833 24821 24836 24832 24831 24825
24824 24825 24828 24836 24827 24832
24834 24830 24825 24826 24826 24825
24756 24823 24821 24830 24833 24829
24827 24829 24828 24822 24826 24827
24816 24831 24829 24836 24832 24828
24840 24819 24837 24823 24832 24829
24798 24824 24825 24827 24824 24816
24829 24820 24828 24827 24839 24823

Det kan jo godt virke lidt uoverskueligt med disse mange data, sa for at fa et over-
blik over dem taster 1 dem ind i en liste pa vores lommeregner2:
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Spergsmalet er nu, hvordan vi skal forholde os til disse data? Hvordan kan vi fx
treekke en rimelig vaerdi ud for lysets returtid og derigennem finde en rimelig veerdi
for lysets hastighed? Som altid kan det da betale sig forst at kigge lidt pa dataene
for vi kaster os ud 1 vilde beregninger.

1 Efter More and McCabe: Introduction to the Practice of Statistics, 2nd ed, Freeman, side 3.
2 Du kan ogséa indsatte disse data via den ovenstaende tabel eller fra den regnearksfil, der er lagt ud
pa EMU sammen med dette dokument.
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Grafisk inspektion af data

Vi vil nu foretage forskellige grafiske afbildninger af Newcombes data for at forsege
at forstd, hvordan vi kan traekke en rimelig praecis veerdi ud for lysets returtid. Sa-
danne statistiske plots indskrives i [20d[¥=] | dvs. i STAT PLOT-menuen:
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De to forste plottyper: Punkt-grafer og linje-grafer benyttes til 2-dimensionale data-
saet, sa vi skal have fat 1 de fire sidste plottyper, dvs. histogrammet, det udvidede
boksplot, det almindelige boksplot og normalfordelingsplottet:
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Vi starter med histogrammet:
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Ligesa snart vi har valgt histogrammet @ndres de nederste linjer til at vi nu kun
kan veelge en x-liste og en hyppighedsliste (idet frequency pa engelsk betyder Ayp-
pighed pa dansk). Den sidste er valgfri, og hvis vi ikke oplyser en hyppighedsliste,
saettes alle hyppighederne bare til 1, som vist! Da vores datasaet netop ligger 1 listen
L1, er vi altsa faerdige med at indstille plottypen. For at fa den tegnet velger vi nu
som sadvanlig ZoomStat (dvs. Zoom 9) og overlader det til maskinen at satte plot-
tet rimeligt op:

F1i:L1
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Som det ses er der afsat rimelig plads til oplysningerne fra en trace. Vi ser ogsa at
neesten alle malingerne ligger 1 to stort set lige store blokke, og at der er afsat plads
til 8 blokke 1 alt. Det er standard for et histogram tegnet med ZoomStat. Men vi kan
selvfolgelig nemt g& ind i [WINDOW]-menuen og sendre pa dette. Leeg meerke til at
bredden af de enkelte blokke styres af Xscl. Det er lidt ukonventionelt, men meget
praktisk. For at saette antallet af blokke op, skal vi altsa blot seette Xscl tilsvarende
ned. Hvis vi fx deler Xscl med 2.5 far vi altsa 1 stedet 20 blokke:

I T OO0
amln=247a5
amax=243852
Ascl=12-2.5
min=-a.62202 ||/ [/
Ymax=37.dd
Ve 1=5H
“ires=1

Vi far da en mere klokkeformet fordeling men stadig med to tydelige undtagelser til
venstre for klokken. Noget tyder altsa pa at de to laveste malinger er atypiske. Den
klokkeformede fordeling tyder ogsa pa at fordelingen godt med tilneermelse kunne
veere normalfordelt. Det kan vi checke med et normalfordelingsplot. Vi @ndrer

derfor plottypen:
FlakZ Flakz
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Igen eendrer det drastisk pa de folgende indtastningslinjer. Forst skal vi oplyse en
dataliste (og her er L jo igen netop det rigtige valg). Men sa derefter kan vi veelge
mellem to forskellige typer normalfordelingsplot, idet vi kan afsatte dataene
vandret ud af x-aksen eller lodret op af y-aksen. Da vi har tradition for det forste
godkende vi maskinens forslag, og beder igen maskinen om selv at tilretteleegge
plottet med ZoomStat:
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Igen skinner de to laveste malinger 1 gjnene, idet de tydeligt bryder med det retlin-
jede monster, der ellers praeger dataene. Det ser altsa virkeligt ud, som om de to
laveste malinger er problematiske!
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Inden vi forlader normalfordelingsplottet vil vi lige komme med en enkelt kommen-
tar til, hvordan det bliver til: Den laveste maling, her 24756, har den kumulerede
frekvens 1/66 og afsasettes derfor med y-koordinaten

invNorm(1/132) = -2.4287 ...,
idet 1/132 er midtpunktet i det forste kumulerede frekvensinterval [0;1/66]. Den
naestlaveste maling, her 24798, har den kumulerede frekvens 2/66 og afsaettes der-
for med y-koordinaten

invNorm(3/132) = -2.0004...,
1det 3/132 er midtpunktet 1 det naeste kumulerede frekvensinterval [1/66;2/66] osv.
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Atypiske malinger: Hvordan kan vi nu indfere et passende kriterium for hvornar
malinger er sa atypiske, at de ber give anledning til sarlige overvejelser? Her kan
det vaere nyttigt med et udvidet boksplot. Det bygger pa en undersogelse af kvar-
tilerne for det pagaldende dataseet. Forst ma vi derfor forsta kvartilbegrebet, der
bygger pa en amerikansk konvention, og derved for eksempel adskiller sig fra en
engelsk konvention, der igen adskiller sig fra en dansk konvention. Kvartiler er alt-
sa 1kke noget saerligt veldefineret begreb indenfor international statistik! Forst de-
finerer vi medianen Med som den midterste observation, hvis antallet af observati-
oner er ulige. Ellers definerer vi det som gennemsnittet af de to midterste observati-
oner, hvis antallet af observationer er lige. Medianen behover altsa ikke selv vaere
en observation! Sa definerer vi forste halvdel af datassettet, som maengden af de ob-
servationer, der gar forud for medianen. Tilsvarende definerer vi sidste halvdel af
datasaettet som meengden af de observationer, der folger efter medianen. Forste
kvartil Q1 er sa medianen for forste halvdel af datasaettet og sidste kvartil Q3 er
medianen for sidste halvdel af datasaettet. Her er et par eksempler:

Eksempel 1: Datasattet {2, 5, 7, 8, 10, 12} har medianen Med = (7+8)/2 = 7.5 (som er
gennemsnittet af de to midterste observationer). Forste halvdel af datasaettet bestar
sa af observationerne {2, 5, 7}, hvorfor den forste kvartil er Q1 = 5, mens sidste

halvdel af datasaettet bestar af observationerne {8, 10, 12}, hvorfor den sidste kvar-
til er Q3 = 10.

Eksempel 2: Datasaettet {1, 3, 3, 5, 7, 7, 10, 12, 12} har medianen Med = 7 (som er
den midterste observation). Forste halvdel af datassettet bestar sa af observationer-
ne {1, 3, 3, 5}, hvorfor den forste kvartil er Q1 = (3+3)/2 = 3, mens sidste halvdel af
dataseettet bestar af observationerne {7, 10, 12, 12}, hvorfor den sidste kvartil er
givet ved Q3 = (10+12)/2 = 11.

I et boksplot afsatter man nu alle observationerne 1 forhold til de fem statistiske
nogletal:



Deskriptiv statistik med grafisk lommeregner (TI-84-serien).
Bjorn Felsager - Haslev Gymnasium & HF

mindste observation, forste kvartil, medianen, sidste kvartil, storste observation
minX - Q1 - Med - Q3 - maxX

Midteromradet fra forste til sidste kvartil, dvs. kvartilboksen, indeholder derfor
(stort set) halvdelen af observationerne. Forskellen mellem forste og sidste kvartil,
dvs. tallet Q3 - Q1 kaldes kvartilbredden. Det angiver altsa kvartilboksens laengde.

Velger vi det almindelige boksplot, fas derfor (her vist som en montage af fem
plots):
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Den engelske statistiker Tukey foreslog nu 1 70’erne at man skulle anvende den fol-
gende regel for atypiske observationer:

Tukeys regel
En observation er atypisk, hvis dens afstand fra den naermeste kvartil
overstiger 1% kvartilbredde

Der er forskellige mader at begrunde denne regel pa, men her noterer vi os blot at
den minder om definitionen pa et exceptionelt udfald, som er et udfald, hvis afstand
til middelveaerdien er storre end 3 spredninger. I det udvidede boksplot afsaettes
atypiske observationer nu som enkeltpunkter:
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Begge de to laveste observationer er altsa klart atypiske! Spergsmalet er sa blot,
hvad vi skal gore ved dem? Hvis de skyldes fejl i malingerne skal vi selvfolgelig
smide dem ud, men de kunne ogsa rumme interessante oplysninger! Den klassiske
fejl er at smide dem ud pr automatik: Fx vil mange edb-overvagningsprogrammer
smide atypiske malinger ud, fordi man gar ud fra at de repraesenterer fejlmalinger,
der kan forstyrre den efterfolgende databehandling. Da man benyttede satellitter til
at holde gje med ozon-koncentrationen i atmosfaeren smed man saledes 1 en arrsek-
ke sommerens ozon-tal for sydpolen ud, da de var atypisk sma. Forst senere gik det
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op for forskerne, at der ikke var tale om fejlmalinger, men om et reelt og problema-
tisk hul 1 ozonlaget.

Newcombe selv besluttede at smide den laveste veek, men beholde den naestlaveste.
Vi veelger at smide dem begge ud, og fortseetter herefter med dataanalysen!

Den hurtigste metode til at finde de to mindste observationer i1 datalisten er nok at

sortere listen efter observationernes storrelse. Det gores ved hjalp af kommandoen
SortA( fra [2nd] [LIST]- menuen (hvor A star for Ascending):

HAMES MATH SortACL1 2B L1 Lz L 1
Sort zyrcy ||

: SortOr REL]

Zrdime AT

“HE cuBi
T

&5 CLIMSLM ] Chlibe

rlalist( Lictr =24 755

Efter at de er smidt ud, far vi nu paene histogrammer, normalfordelingsplot og ud-
videde boksplot. De bekraefter vores forventning om, at de resterende 64 malinger
opferer sig peent, dvs. som malinger med tilfaeldige fejl, der klumper sig sammen om
den ’sande veerdi’:

Saledes opmuntrede er vi nu grundigt forberedte til at diskutere den numeriske
analyse af dataene!
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Enkeltvariabel statistik
Den numeriske analyse af datasset styres via kommandoen 1-var-stats pa CALC-
menuen under [STAT]:

1-Mar Stat=s
w=2dE2Y . 7D
=x=1588975
swe=3%,M5A7ELA
Sx=h, 8833438912
EDIT TESTS | |[1-Yar Stats LA Tx=0. B4 356825
1-ar Stats =g
s 2-War Stats mins=294216
S Med-Med =24324.5
diLinRega ax+hkh Med=24327.5
2 QyadReg Hx=242351
B:Cubickeg maxa=2424H
rAPuartkReg

Vi far da forst gennemsnittet og spredningen oplyst for dataene:
= 24827.75 ox = 5.04356025

NB: Der er to spredningsmal, bade standardafvigelsen Sx og spredningen ox . Vi vil
ikke her ga 1 dybden med forskellen pa de to spredningsmal.

Tilsvarende far vi ogsa medianen og kvartilerne oplyst:
Q1 =248245 Med = 24827.5 Q3 = 24831

Det minder meget om de foregaende oplysninger: medianen har nsesten samme
veerdi som middelveerdien og kvartilbredden pa 6.5 er af samme storrelsesorden
som spredningen. De to typer deskriptorer har hver deres fordele og ulemper: Mid-
delveerdien er demokratisk og inddrager alle observationerne pa lige fod 1 udregnin-
gen af gennemsnittet. Medianen derimod er robust og pavirkes ikke synderligt af en
enkelt eller to fejlmalinger. Men da vi har smidt de atypiske malinger ud, synes det
rimeligt at bruge middelvaerdien som det bedste bud pa den ’sande returtid’.

malt returtid ~ 24827,75

Men hvor preecis er den? Da vi har mange observationer til radighed synes det ri-
meligt at tro, at gennemsnittet er behaeftet med langt mindre usikkerhed end de
enkelte observationer. De enkelte observationer har usikkerheden

=5.04356025

Standardreglen 1 statistik om virkningen af at tage gennemsnittet af n uathaengige
malinger er nu at nedsatte denne usikkerhed med faktoren +n-1 svarende til
kvadratroden af antallet af frihedsgrader:

usikkerheden pa den enkelte méaling
Jantal frihedsgrader

usikkerheden pa gennemsnittet =
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Det kan godt virke lidt ejendommeligt, at skulle tage hensyn til antallet af friheds-
grader, men forestil dig at du skulle beregne usikkerheden pa gennemsnittet ud fra
blot en enkelt observation. Det giver tydeligvis ingen mening. Der skal mindst 2
observationer til, for vi kan vurdere usikkerheden. Man siger derfor, at det er obser-
vationerne 2,..,n, der beerer informationen om usikkerheden, og derfor er antallet af
frihedsgrader netop n—1. I dette tilfeelde er usikkerheden pa gennemsnittet derfor
givet ved
Gx

o- = =0.6354288641

x \/@

Det udregnes pa lommeregneren ved at hente den statistiske variabel pa VARS-
Statistics skeermen:

1-Yar Stats ?ﬁ = ER TEST PTS| lgx~Tin—12
Trh=64 H  B304288641
mina=243816 -
=24824.5 KRS
Med=24227.5 ?g:{
Hz=24831 g
maxmn==c9454H B:Sd
L s

Pa den baggrund kan vi altsa slutte, at vi nok kun skal opgive returtiden med hojst
1 decimal:
malt returtid = 24827,8 + 0,6

Men er det sa virkelig et ’sandt resultat’? Det kan man ikke afgore statistisk! Sagen
er at Newcombes malinger var de forste af sin art og byggede pa delikate kalibre-
ringer af hans apparatur. Kun efterfolgende og mere sofistikerede malinger kan
vise, hvor ngjagtige Newcombes kalibreringer egentlig var. Sddanne senere malin-
ger blev foretaget af bl.a. Michelson 1 1927. I dag kender vi lysets hastighed langt
mere pracist end Newcombe — faktisk sa praecis, at vi bruger dens veerdi som en af
de grundleeggende eksakte veerdier 1 SI-systemet:

¢ =299792458 m/s

Med den viden vi har 1 dag kan vi regne os frem til, at Newcombe burde have faet
returtiden:
Sand(!) returtid = 24833.02 ns

Den ligger klart uden for Newcombes usikkerhedsinterval. Faktisk er forskellen
overraskende stor:
24833.02 — 24827.75 _399
0.6354288641

dvs. den sande vaerdi ligger mere end 8 standardafvigelser fra Newcombes resultat.
Det er altsa hojst exceptionelt, sa 1 dag ved vi derfor, at Newcombe havde problemer
med kalibreringen af sit udstyr. Men set med samtidens gjne var hans malinger et
afgorende fremskridt!
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Projekt: Cavendish’ malinger af Jordens densitet3

I 1798 fandt den engelske fysiker Cavendish Jordens (gennemsnitlige) densitet ved
omhyggelige malinger af gravitationskonstanten G udfert med en preecis torsions-
balance. Cavendish udtrykte jordens densitet 1 forhold til vands densitet og opnaede
1 29 successive malinger de folgende resultater:

5,50
5,57
5,42
5,61
5,63

5,47 5,29 5,65 5,75 5,27
4,88 5,34 5,34 5,29 5,85
5,62 5,26 5,30 5,10 5,65
5,63 5,44 5,36 5,68 5,39
5,07 5,46 5,79 5,568 ek

Undersog disse data grafisk og numerisk med henblik pa bl.a. at diskutere de fol-
gende sporgsmal:

Er der atypiske malinger?
Er malingerne med tilneermelse normalfordelte?

Hvor preecis en veerdi kan man udtraekke for Jordens densitet fra disse
data?

Hvad er den moderne verdi for Jordens densitet?

Stemmer den overens med Cavendish’ malinger?

3 Efter More and McCabe: Introduction to the Practice of Statistics, 2nd ed, Freeman, side 28.
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Avancerede emner
1) Normalfordelingsapproksimationen

Zoom 9 med 12 bokse

Som vi har set, kan vi tegne histogrammer over maledata nemt og smertefrit, men
hvordan far vi indtegnet normalfordelingsapproksimationen til histogrammet? Der
skal vi udnytte, at de enkelte kasser 1 histogrammet har bredden Xscl. Det samlede
areal under histogrammet er derfor givet ved n*Xscl, hvor n er antallet af observati-
oner. Nar vi skal indtegne sandsynlighedstetheden for normalfordelingen, der jo
har det samlede areal 1, skal den derfor ganges med n*Xscl. Sa skal vi have fat 1
nogle rimelige bud pa middelveerdien og spredningen for normalfordelingen. Men
dem kan vi jo fa fra en enkeltvariabelstatistik. Det fineste er da at bruge standard-
afvigelsen Sx som bud pa spredningen, men det gor ikke megen forskel om vi skulle
komme til at bruge ox 1 stedet.

For vi tegner normalfordelingsapproksimationen skal vi altsa huske at udfere en
enkeltvariabel statistik, dvs. 1-var Statistics pa maledataene! Derefter indskriver vi
den folgende graffunktion

n*Xscl*Normalpdf(X, X , Sx)

1 graflisten (hvor pdf star for point distribution function). Her henter vi de enkelte
statistiske deskriptorer under VARS] -Window- og VARS] -Statistics-menuen:

ALE] Flotz Flotz
“Ne=

“NE=

“No=

~Ne=

~Noa=

~NoBntssc lknormsa
1rdf CHa a5

Spergsmalet er sa selvfolgelig om denne approksimation er overbevisende! Men det
er jo det samme problem vi har med normalfordelingsplottet: Hvornar ligner det 1
tilstraekkelig grad en ret linje. Det ville altsa veere rart om vi kunne checke lidt me-
re handfast, hvor god normalfordelingsapproksimationen egentlig er. Men det kun-
ne vi jo fx gore ved at udfere en lineser regression pa normalfordelingsplottet. Her
er X-dataene ikke noget problem. De skal bare sorteres med en SORTA( kommando
som forklaret tidligere. Problemet er blot at vi ikke har direkte adgang til Y-
dataene! Vi ma derfor beregne dem selv, og da sandsynlighedsfordelingerne ikke er
liste-robuste, dvs. de virker ikke pa lister, ma vi selv beregne dem én for én med en
sekvens-kommando (fra [Znd] List-Ops-menuen):

10
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sed inyHorme C2e—( L1 Lz K z
12sc2edimel1 200, 0 zqElE | EEC| o
2 la.dimily22+lz %zgig HEE

Zygzh | -1E0d

zqBzl | -1u73

zygzi | -1.z68

ZuBzz | -1.273

Leih=-2,41735961 ..

Dermed er vejen banet for at fa udfert en almindelig lineser regression pa L1 og L, og
se, hvor godt det passer med en ret linje:

LinkE=9 Fi:L1sLZ
w=gx+h

a=. 19439755
=-43358. 563
fe=, 9855507
= 9279945

N n=cHBiB ¥=-z.4i7EED

Det ser jo rigtigt peent ud med en forklaringsgrad pa 98,56%. Vi kan sa ogsa treekke
de relevante parametre ud for normalfordelingsapproksimationen. Den rette linje
har ligningen

Y = :l.X_
(o)

al=

Spredningen er altsa givet ved den reciprokke heeldning a!, mens middelvaerdien er
givet ved —b/a:

“bra

24827 .72
2. 1389688357

Middelveerdien er ikke overraskende givet ved den gamle kending 24827.75, mens
spredningen pa 5.13090037 ligger en anelse hgjere end de tidligere skon baseret pa
enkelt variabel statistik: Sx = 5.0834.. og ox = 5.0435..! Men det sendrer selvfolgelig
ikke vaesentligt ved de tidligere konklusioner.

11
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2) Tukeys regel

Ifelge Tukeys regel er en observation atypisk, hvis dens afstand til neermeste kvar-
tilveerdi overstiger 1,5 kvartilbredder. Hvordan kan man nu begrunde en sadan re-
gel? Den nemmeste made at forsta den pa er at se pa et normalfordelt observati-
onsmateriale. Hvis datasaettet er standardnormalfordelt med middelvaerdi O og
spredning 1, sa ligger forste kvartil efter de forste 25% af observationerne, dvs.

Q1 =invNorm(0.25) = -0.6744897495

eller ca. —2/3. Tilsvarende ligger sidste kvartil efter de forste 75% af observationer-
ne, dvs.

Q3 =invNorm(0.75) = 0.6744897495
eller ca. 2/3.

DISTE ShadeMorml -8. 674
ShadeMarmi 35973, 0. 674458975
s Shade_t. il
S ShadeXq
4: Shadef ¢

AFea=E
Taw= = 6744T lUF=.67449

I runde tal er kvartilbredden for en standardnormalfordeling derfor 4/3. Halvanden
kvartilbredde er derfor 1 runde tal givet ved 3/24/3 = 2. Vi ser derfor at for et nor-
malfordelt observationsmateriale svarer 1% kvartilbredde netop til 2 standard-
afvigelser.

Der er tradition for at regne udfaldene indenfor to standardafvigelser for normale,
og tilsvarende regne observationerne udenfor tre standardafvigelser for exceptionel-
le. Her imellem ligger en grdzone, men jo taettere vi kommer pa de exceptionelle ud-
fald, jo mere atypiske er observationen selvfolgelig. Da vi leegger 1'% kvartilbredde
til kvartilen vil en atypisk observation ifelge Tukeys regel for normalfordelte obser-
vationer derfor ligge 2% standardafvigelser fra middelvaerdien. De er altsa ikke

helt exceptionelle, men alligevel tilstraekkeligt teet pa til at retfeerdiggore reglen!

Hvis omvendt observationerne er ligefordelte over intervallet [0; 1], sa optreeder alle
observationerne jo pa lige fod, og der ber derfor ikke kunne forekomme atypiske ob-
servationer 1 et sadant datasaet! Men for en sadan ligefordeling er kvartilbredden jo
netop % og den sidste kvartil er %. Vi ser derfor at eventuelle store atypiske udfald
skal vaere storre end

n

NS
nojeo
NI
Il
oo

dvs. et godt stykke uden for intervallet [0; 1]. Reglens sikrer altsa at der ikke fore-
kommer atypiske observationer i ligefordelte observationsseet.
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3) Middelvaerdien som punktet med det mindste samlede afstandskvadrat.
Vi kan give en avanceret karakterisering af middelveerdien pa den felgende made:
Vi ser pa vores datasaet {x,,x,,x,,...,x,} og stiller os det folgende sporgsmal:

Hvordan skal vi veelge tallet x, s4 det samlede afstandskvadrat til obser-
vationerne {x,,x,,%s,...,x,}, dvs. summen

y=(-x) +(x-x,)" +(x-x,)" +...+(x —x,)

er mindst mulig?

Vi kan fa en fornemmelse for problemstillingen ved at undersoge den pa grafregne-
ren. Her ligger datasaettet 1 listen L1 og den ovenstdende sum af afstandskvadrater
defineres derfor pa felgende made:

Y =sum((X-L+)?)

Men sa kan vi jo tegne grafen for summen og derved bestemme dens minimum. Nar
vi skal indtaste det ovenstaende udtryk skal vi huske pa, at alle liste-kommando-
erne ligger pa [2nd] LIST-menuen:

HAMES 0OFS [EELE AME Flotz Flob:
limine M Bsuml CE=Ly gD
2amas [ |
JEmeant “he=
4:mediant W=

SLIM ¢ wWy=

s Prodl wHe=
Flstdlew wWE=

Grafen er tegnet med ZoomFit over et X-interval, som rummer savel den mindste
som den storste observation. Den tager lidt tid om at blive tegnet, men det skyldes
jo at udregningen af hver eneste Y-veerdi er en lidt langsommelig affere, da det jo

er en sum af 64 led! Vi kan sa bestemme minimumspunktet ved at ga ind pa [2nd]-
CALC-menuen:

Fﬂ!ﬂ{]!ill!
sualue

2iZTero
Mindefue
R a1 MU

E=éﬁt§PEEEt
e e Hinirura-,

Falf O MozWBZ?.PNE _Y=16zB.0001

Det kunne jo godt se ud, som om vi har fanget middelveerdien X = 24827.75 og at
den tilherende sum af afstandskvadrater er givet ved sadan ca. 1628. De grafiske
rutiner 1 CALC-menuen arbejder jo kun med en endelig praecision.

Men kig lige pa grafen en gang til: Det kunne godt ligne en parabel! Faktisk er det

nemt at checke numerisk, at det ikke bare ligner en parabel: Det er en parabel!
Hertil skal vi blot have konstrueret en tabel over de tilhorende Y-vaerdier:
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L1 7] L z | [ Lz Lz z| [BuadRea

ZHELE | oo oo Z4B15 | FOCTTH| ______ g=gx +hx+c

ZUB1iG Z4HiE | 10464 =54

Z4E18 z4819 | 6528 h=-Z{77Fa52
ZUBZD zydzn | E4Fz =

Zubzi 4Bzl | bEuy c=3. 4S87A1ELS
ZuBzi z4Bz1 | 4EYY Rz=1

ZYBZZ ZyBZZ | 274y

Lz ="Yq L4 Lzitr=]1 B4 54

Der er altsa netop tale om en perfekt parabel, og oven 1 kebet med simple koefficien-
ter, idet
a=64,b=-3177952 og c=3.9450701010.

Men sa kan vi jo bruge toppunktsformlen til at beregne den preecise vaerdi af mini-
mumspunktet, idet koefficienterne til andengradspolynomiet jo som ssedvanlig fin-
des pa VARS]-Statistics-menuen:

c=3. 34087A1 el
Re=1

1e25. 8@l

Hvordan kan vi nu forsta dette teoretisk? Jo summen af alle afstandskvadraterne
bestar af en masse led, der hver for sig kan regnes ud til et andengradspolynomium.
Men sa kan summen jo ogsa udregnes som et andengradspolynomium:

y=(x—2x)" +(x—2x,)" +(x-x;)" +...+(x-x,)’
—(x% =2, x+x )+ (7 =20, x4+ x, )+ (22— 20w+ x, )+ + (27 —2x, x4+ x,°)
=Pt X)) (20 X+ 20, 20 K+ 20, x) + () +x Hx +Hx,)

=X =2 Xy Xy et X )+ XK,

Sa det viser netop at summen af afstandskvadraterne er et andengradspolynomium
med koefficienterne

2 2 2 2
A=n, B=-2-(x;+x,+x;+...+x,) og C=(x +x, +x; +...+x,)

Af toppunktsformlen far vi sa den folgende vaerdi for x-koordinaten i minimums-
punktet:
. B -2-(x, +x, + Xy X,) X X, XX,
= —— = =

24 2n n

=X

Nar man skal finde det tal x, der har det mindste samlede afstandskva-
drat til et datascet, skal man altsa veelge gennemsnittet af tallene!
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4) Medianen som punktet med den mindste samlede afstand.
Vi kan give en tilsvarende avanceret karakterisering af medianen pa den folgende
made: Vi ser pa vores datasaet {x,,x,,x,,...,x,} og stiller os det folgende sporgsmal:

Hvordan skal vi veelge tallet x, s4 den samlede afstand til observationerne
{x,,%,,%5,...,%,}, dVS. summen

y=|x - |+ |2 - x|+ x|+ -,

er mindst mulig?

Vi kan igen fa en fornemmelse for problemstillingen ved at undersoge den pa
grafregneren. Her ligger datasaettet 1 listen L1 og den ovenstaende sum af afstande-
ne defineres derfor pa felgende made:

Y1=sum(abs(X-L1))

Men sa kan vi jo tegne grafen for summen og derved bestemme dens minimum:

MATH CP¥ PREE|| Flotl Flotz Flots
abs=s ~YiBsumd abs g s—L 1
o 2l

SiiFPartc ~z=l

4: fPartc we=

5=1r_'|t'i wy=

GBimin We=

rlmax WA=

Grafen er tegnet med ZoomFit over et X-interval, som rummer savel den mindste
som den storste observation. Denne gang skulle vi gerne kunne se, at den ikke
krummer lige sa pent som en parabel. Faktisk er det en sum af stykvis linesere
funktioner, idet grafen for en absolutveerdifunktion jo er stykvis lineaer. Zoomer vi
ind pa bunden af grafen med Zbox fremtraeder denne stykvis linesere karakter tyde-

ligere (med heeldningerne 0, £1, £2, ...):
T‘FKMI:IJI:IE(H-UII/

Eo ... . . e | ] - e

n=ZHBZEO,

Denne gang kan vi derfor ikke bruge minimumsrutinen fra [2nd-CALC-menuen til at
finde minimumspunktet. Til gengaeld kan vi trace os frem til bundpunktet, eller
som 1 dette tilfaelde, bundstykket, idet grafen munder ud 1 en vandret linje pa det
laveste stykke, hvor X-veerdien gar fra 24827 til 24828 med en konstant Y-vaerdi pa
250. Men det er jo netop de to midterste observationer, sa de lgser problemet sam-
men med alle de mellemliggende veerdier. I praksis benytter man derfor — af sym-
metrigrunde — deres gennemsnit, dvs. tallet 24827.5, altsa netop medianen af ob-
servationssattet!
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Hvordan kan vi nu forsta dette teoretisk? Denne gang er det lidt mere tricket, fordi
vi ikke har en feerdig formel til at finde toppunkter for stykvis lineaere funktioner. I
stedet bruger vi bare den generelle strategi, at absolutveerdifunktioner har deres
minimum 1 et knaekpunkt, hvorfor y-veerdien ma vaere minimal 1 et af knsekpunk-
terne, dvs. én af observationerne. Det gor det nemt at finde minimumsveerdien 1
praksis, da der kun er et endeligt antal punkter vi skal prove igennem, men vi skul-
le jo ogsa gerne kunne argumentere teoretisk for losningen.

Det er da praktisk at starte med at se pa det simplest mulige datasaet bestaende af
to forskellige punkter x1 og x2:

X1 | I | X2
| |

Der er det nu klart, at hvis tallet x ligger indenfor de to punkter x1 og x2 er den sam-
lede afstand til de to punkter simpelthen |x, —x,| , dvs. specielt er den konstant pa

dette stykke. Hvis der imod tallet x ligger udenfor de to punkter er den samlede af-
stand summen af afstanden til det neermeste datapunkt og de to datapunkters ind-
byrdes afstand, dvs. den er storre!

Vi ser nu pa et vilkarligt dataseset {x,,x,,x,,...,x,}, som vi har stillet op 1 stigende
reekkefolge, dvs.:

X Sx, <X, <...5%,
Her kan vi nu parre den forste observation x1 med den sidste x,, den anden observa-
tion x2 med den naestsidste xn-1, osv. Hvis der er et lige antal observationer gar par-
ringen op, ellers bliver der den sidste midterste observation tilbage, som vi 1 givet
fald lader danne par med sig selv. Bredden af disse par kaldes d1, ds, ds, ..., dvs.

d, =|x, —x,| osv.

Den samlede bredde af alle parrene kaldes D, dvs. D =di + d2 + ... . Sa leenge vi be-
finder os udenfor et par kan vi nu gore den samlede afstand mindre ved at rykke
tallet x indenfor parret. Den mindste samlede afstand fas derfor indenfor det inder-
ste par! Hvis der er et lige antal observationer er det altsa mellem de to midterste
observationer. Hvis der er et ulige antal observationer lander vi derimod preecis i
den midterste observation. I begge tilfeelde kan vi derfor bruge medianen som det
tal x, der har den samlede mindste samlede afstand til datasaettet, og den samlede
afstand er netop summen af bredderne, dvs. tallet D.

Nar man skal finde det tal x, der har den mindste samlede afstand til et
datascet, skal man altsd veelge medianen af tallene!

Bemceerkning: Men leeg meerke til, at vi altid kan lese problemet ved at vaelge tallet x
som en central observation. Med et ulige antal observationer er lgsningen entydig.
Men ved et lige antal observationer er der to centrale observationer, der begge kan
bruges til at lese problemet. Den mindste samlede afstand antages altsa som tidli-
gere bemarket 1 et eller flere observationspunkter!
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