2. ordens differentialligninger

Side 1 af 3

2. ordens differentialligninger

Fra den klassiske mekanik kender vi Newtons anden lov. Kort formuleret siger den:


Kraft = masse ∙ acceleration

Denne lov er helt grundlæggende, når man ved hjælp af differentialligningsmodeller søger at beskrive fænomener som faldskærmsudspring eller et penduls bevægelse, eller ønsker at finde ud af, hvilken kurve de bærende kabler ved en hængebro følger.


Acceleration måler ændring i hastighed pr. tid, og hastigheden måler ændring i vejstrækning y(t) pr. tid, hvis der er tale om fysisk bevægelse. Så samlet er accelerationen den anden afledede af y(t). Derfor er det ikke overraskende, at den matematiske beskrivelse af fysiske systemer ofte fører til 2. ordens differentialligninger, dvs. differentialligninger, hvor den 2. afledede af den søgte funktion indgår (og der indgår ikke højere afledede). Ofte vil funktionen selv og den første afledede også indgå i differentialligningen.

Matematiske modeller til beskrivelse af elektriske svingninger eller til beskrivelse af jordskælv vil ligeledes føre til 2. ordens differentialligninger.

2. ordens differentialligninger er ofte umulige at løse eksakt. Men en betydningsfuld klasse af 2. ordens differentialligninger kan vi behandle analytisk, nemlig de såkaldte lineære 2. ordens differentialligninger. Vi vil i dette kapitel se på 2. ordens differentialligninger med konstante koefficienter, dvs. typerne:
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hvor b og c er konstanter, og hvor den uafhængige variabel kaldes t.

(Bemærk at differentialligninger af typerne ay'' + by' + cy = 0 og ay'' + by' + cy = f(t) også dækkes af vores undersøgelse, idet de let omformes til typerne (1) og (2).)

Sådanne differentialligninger kaldes lineære. Det karakteristiske ved disse ligninger er, at funktionen og dens afledede hverken indgår med nogen potenser eller i sammensatte funktioner af typen sin(y) eller ln(y). Differentialligningerne kaldes lineære, fordi der gælder, at såfremt både y og z er funktioner, der er løsning til differentialligningen (1), så er også funktionerne y + z, og ky, hvor k er en konstant, løsninger til denne ligning.

ØVELSE 1
Vis dette, dvs. antag at y og z er løsninger til (1), og vis, at så er y + z, og ky, hvor k er en konstant, også løsninger til denne ligning.

Differentialligningen (1) kaldes endvidere homogen: dette betyder, at der ikke er noget led, hvor y ikke er med. Differentialligningen (2) kaldes en inhomogen ligning. Inhomogene ligninger er teoretisk set ikke væsentligt sværere at få styr på end de homogene; men i praksis er de det ofte. Vi vil i første omgang koncentrere os om de homogene ligninger. Vi løser (1) ved at gå gennem nogle trin, der samtidig træner teknikken. Undervejs får vi brug for kendskab til løsning af den generelle lineære 1. ordens differentialligning:

HJÆLPESÆTNING
Samtlige løsninger til differentialligningen
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hvor f og g er tilfældige kontinuerte funktioner, er funktionerne med forskriften
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hvor c er en konstant, og F er en stamfunktion til f.

Typerne y'' = k2 ∙ y og y'' = –k2 ∙ y 
Vi ønsker først at vise følgende:

SÆTNING 1

Lad k være et positivt tal.

a) Den fuldstændige løsning til differentialligningen y'' = k2 ∙ y
er samtlige funktioner med forskrift 
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, hvor c1 og c2 er konstanter.

b) Den fuldstændige løsning til differentialligningen y'' = –k2 ∙ y
er samtlige funktioner med forskrift 
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, hvor c1 og c2 er konstanter.

Motivationen for at anvende k2 og –k2 er dels, at det giver en umiddelbart synlig skelnen mellem to i praksis ganske forskellige differentialligninger, og dels at det giver en lidt pænere form for løsningerne til differentialligningerne, som det fremgår af sætningen.

ØVELSE 2

Vis at 
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 er løsninger til a).

Vis at 
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 er løsninger til b).

ØVELSE 3

Udnyt øvelse 1 til at opskrive løsninger til henholdsvis a) og b), der kombinerer de to fundne løsninger.

En meget anvendt teknik ved løsning af differentialligninger er at gange en såkaldt »integrations​faktor« på den ukendte funktion y. En »integra​tionsfaktor« er en funktion, forskellig fra nul (evt. blot på et interval) og med »pæne« egenskaber. Formålet med at trække en integrationsfaktor ind på scenen er, at vi ved hjælp af denne muligvis kan omforme svære problemer til lettere problemer, jf. vores metode til løsning af den første lette differenti​alligning, hvor vi gangede e–kx på.

Formålet i dette afsnit skal især være at prøve at oversætte 2.ordens differential​ligninger til 1. ordens. Idet vi lader os lede af øvelse 2, vil vi til a) søge efter integrations​faktorer af typen ekt og e–kt og til b) søge efter integrationsfaktorer af typen cos(kt) og sin(kt).

Løsning i tilfælde a)
Lad y være en løsning til: y'' = k2 ∙ y.

Vi omformer ligningen på følgende måde (gør selv nøje rede for hvert enkelt skridt, hvor vi anvender produktreglen, differentiation af sammensat funktion eller andet):
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Dette er dækket af Den generelle lineære 1. ordens differentialligning. Prøv selv at udnytte sætningen med løsningsformlen til at løse den fremkomne differentialligning.

Men vi vælger at regne videre og finde y ved håndkraft:
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Kalder vi nu konstanten 
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 for c2, får vi y skrevet på formen
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Løsning i tilfælde b)
Omform differentialligningen y'' + k2 ∙ y = 0 på følgende måde (gør selv nøje rede for hvert skridt – vi bruger hyppigt produktreglen og differentiation af sammensat funktion i det følgende):
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Gentag det samme nummer med at gange cos(kt) på og nå frem til ligningen
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hvor b er en konstant.

De to ligninger anvendes nu til at bestemme y:


[image: image15.wmf](

)

(

)

'cossin

yktykktb

×+××=



[image: image16.wmf](

)

(

)

'sincos

yktykkta

×-××=


Ved at gange den øverste med sin(kt) og den nederste med cos(kt) og dernæst subtrahere (trække fra), får vi:
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Kalder vi nu 
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 for c2, får vi skrevet y på formen
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ØVELSE 4
Når vi skal løse konkrete opgaver med givne talstørrelser, skal vi åbenbart bestemme to konstanter c1 og c2. Teknikken til at gøre dette kan være lidt forskellig fra opgave til opgave; men for at bestemme to konstanter skal vi have to oplysninger, som vi dernæst søger at udtrykke som ligninger.

1. Bestem den fuldstændige løsning til 
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2. Bestem den fuldstændige løsning til 
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, hvis graf i punktet P(0,1) har en tangent med hældning 0,5. Skitsér dernæst grafen.

3. Bestem den løsning til 
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, hvis graf går gennem punkterne P(0,4) og 
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Skitsér grafen.

4. Bestem den løsning til 
[image: image26.wmf]2
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, der har minimumsværdi 10 for x = 1.

Typen y'' + b y' + c y = 0

Ved at bygge videre på de løsningsmetoder, vi havde succes med i foregående afsnit, er vi nu i stand til at bevise følgende (udtrykket: det karakteristiske polynomium forklares nedenfor):

SÆTNING 2

Betragt differentialligningen: 
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hvor b og c er konstanter.

Den fuldstændige løsning afhænger af diskriminanten 
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 i det karakteristiske polynomium 
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1. Hvis d > 0, og x1 og x 2 er de to forskellige reelle rødder i det karakteristiske polynomium, så er den fuldstændige løsning til (1) mængden af alle funktioner, der kan skrives på formen
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,
hvor c1 og c2 er konstanter.
2. Hvis d = 0, og x0 er dobbeltroden i det karakteristiske polynomium, så er den fuldstændige løsning til (1) mængden af alle funktioner, der kan skrives på formen
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,
hvor c1 og c2 er konstanter.
3. Hvis d < 0, og k sættes lig med tallet 
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, så er den fuldstændige løsning til (1) mængden af alle funktioner, der kan skrives på formen
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hvor c1 og c2 er konstanter.
Bemærk: Hvis vi behersker regning med komplekse tal og funktioner, er punkt 3 overflødig, idet andengradspolynomier altid har komplekse rødder og dermed altid kan faktoriseres inden for de komplekse tal. Tilfælde 1 og 3 er derfor i de komplekse tals verden i virkeligheden den samme situation, matematisk set (men modellerne bagved kan være meget forskellige).
Før vi går i gang med at bevise sætningen, vil vi sammenligne med de to tidligere undersøgte tilfælde.
ØVELSE 5

I tilfældet 
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 er differentialligningen (1):
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Opskriv det karakteristiske polynomium og find rødderne heri. Opskriv dernæst løsningsformlen ifølge sætningen ovenfor, og sammenlign med den, vi tidligere har fundet.
BEMÆRKNING om det komplekse tilfælde
I tilfældet 
[image: image36.wmf]2

''

yky

=-×

 er differentialligningen (1):
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Dette polynomium har ingen reelle rødder, men derimod to komplekse rødder:
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Opskrives løsningen, som sætningen ovenfor giver os, støder vi på de komplekse funktioner 
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, så også her virker det beslægtet med den løsning, vi fandt tidligere.
(Med bestemte valg af konstanterne c1 og c2 kan vi få dækket alle de reelle løsninger ind, som vi fandt i afsnit 4.)
Vi laver nu de indledende forberedelser til at bevise sætningen. Først analyseres problemet. Lad os antage at f(t) = ekt er en løsning til (1). Vi indsætter og ser, hvilke krav, vi evt. kan udlede heraf:
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Dvs. k er rod i det andengradspolynomium x2 + bx + c = 0, der fremkommer ved at erstatte y, y' og y'' med henholdsvis x0, x1 og x2. Det er dette polynomium, vi kalder det karakteristiske polynomium.
Såfremt det karakteristiske polynomium har to rødder, x1 og x2, ved vi altså, at
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ØVELSE 6

Vis følgende: Hvis 
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 en løsning, for alle valg af konstanter c1 og c2.
I beviset for sætningen foretages nogle omskrivninger, der bygger på teorien for andengradspolynomier. Lad os nemlig betragte:
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og det tilsvarende karakteristiske polynomium:
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Lad x1 og x2 være rødderne i polynomiet (reelle, dobbeltrod eller komplekse):
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Så husker vi: 
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ØVELSE 7

Har du glemt disse formler, så vis dem nu.
Løsning af den homogene ligning

1. metode: Anvendelse af en integrationskonstant

Lad nu y være en vilkårlig løsning til
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(1)

Vi gennemfører udregningerne forskelligt afhængigt af, om diskriminanten i det karakteristiske polynomium er negativ eller ej. (Bemærk dog: Kender vi til komplekse tal og funktioner, så vil alle tilfælde kunne behandles på samme måde. Vi vælger imidlertid en særskilt behandling af tilfældet med negativ diskriminant).

Tilfældet, hvor diskriminanten er ikke-negativ
Indsæt i (1) udtrykkene for b og c:
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Inspireret af tidligere løsningsmetoder regner vi nu videre således (gør selv rede for, hvad der sker i hvert enkelt skridt):
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Dette genkendes som en lineær 1. ordens differentialligning med



[image: image63.wmf](

)

2

ftx

=

 og 
[image: image64.wmf](

)

1

xt

gtce

=×


Derfor kan vi nu omskrive løsningsformlen til:
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(3)

Herefter deler vi op i tre tilfælde, alt afhængig af, hvilke rødder det karakteristiske polynomium har, dvs. afhængig af diskriminanten. (Bemærk: Kender vi til komplekse tal og funktioner, så vil 1. og 3. tilfælde kunne behandles under ét; vi vælger imid​lertid en særskilt behandling af tilfældet med negativ diskriminant).

1. TILFÆLDE
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Vi finder en stamfunktion til integralet i (3):
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Indfører vi nu betegnelsen 
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, får løsningen den ønskede form:
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2. TILFÆLDE
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ØVELSE 8

Vis at løsningen til (3) i dette tilfælde bliver
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Kalder vi nu c for c2, c2 for c1, samt den fælles dobbeltrod for x0, får løsningen den ønskede form:
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3. TILFÆLDE

Negativ diskriminant, dvs. ingen reelle rødder.

Vi vil føre dette tilfælde tilbage til differentialligningen y'' = –k2 ∙ y , som vi allerede har løst. Omskrivningen foregår under en vis inspiration af den løsningsmetode, vi kender fra løsningen af andengradsligningen, samt igen ved brug af produktreglen (gør igen selv omhyggeligt rede for hvert skridt i nedenstående):
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Vi har anvendt produktreglen på de første led. For at kunne anvende produktreglen på de sidste led må vi tilføje et ekstra led:
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 eller



[image: image77.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

222

2

22

'''

bbb

ttt

bb

yeyecye

×+××=--××


ØVELSE 9

Vis: 
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Sæt nu 
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Substituér 
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, der har løsningen 
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Substituér tilbage:


[image: image84.wmf](

)

(

)

2

12

cossin

b

t

yecktckt

×=×+×

 eller


[image: image85.wmf](

)

(

)

(

)

2

12

cossin

b

t

yecktckt

-

=××+×

, hvor 
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hvilket netop var løsningen på den ønskede form.

Løsning af den homogene ligning

2. metode: Substitutionsmetoden.
Vi giver nu udregningerne ovenfor en lille drejning, som dels viser en ny teknik, dels samtidig giver en metode, der kan generaliseres til højere ordens differentialligninger med konstante koefficienter. Teknikken har yderligere den fordel, at den kan an​vendes ved løsning af inhomogene ligningssyste​mer, hvilket vi viser senere.

Betragt igen differentialligningen:
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(1)

med x1 og x2 som rødder i det karakteristiske polynomium.

ØVELSE 10

Udnyt formlerne for b og c og vis, at (1) kan omskrives til
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Substituér 
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Denne differentialligning løses let:
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ØVELSE 11

Substituér tilbage, og anvend igen formlen for løsning af den lineære 1. ordens differentialligning til at få:
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Dette er den samme løsningsformel, som vi nåede frem til ovenfor, hvorfor den resterende del af udregningerne forløber identisk med ovenstående opdeling i tilfælde 1 og tilfælde 2. (3. tilfælde, hvor der ingen reelle rødder er, er ikke dækket af denne metode, når vi kun holder os til de reelle tal).

ØVELSE 12

2. Find den fuldstændige løsning til:
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3. Løs følgende begyndelsesværdiproblem:


[image: image94.wmf]''3'40

yyy

--=

, 
[image: image95.wmf](

)

01

y

=

, 
[image: image96.wmf](

)

'00

y

=


4. Løs følgende begyndelsesværdiproblem:
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5. Løs følgende begyndelsesværdiproblem:


[image: image100.wmf]''4'40

yyy

++=

, 
[image: image101.wmf](

)

01

y

=

, 
[image: image102.wmf](

)

'03

y

=


6. Find den fuldstændige løsning til:


[image: image103.wmf]''6'90

yyy

-+=


7. Løs følgende begyndelsesværdiproblem:
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8. Find den fuldstændige løsning til:
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9. Løs følgende begyndelsesværdiproblem:
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10. Find den fuldstændige løsning til:
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11. Løs følgende begyndelsesværdiproblem:
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Typen y'' + by' + cy = f(t)

1. løsningsmetode: Gættemetoden

Indtil nu har vi begrænset vores undersøgelser til de homogene differentialligninger, dvs. ligninger hvor y-funktionen indgår i alle led forskellige fra nul. Inhomogene ligninger af typen


[image: image115.wmf](

)

'''

ybycyft

++=


(2)

er i praksis lidt sværere at løse end de homogene. Den første metode, vi vil se på, kan virke lidt obskur, for denne teknik til løsningen af in​homogene ligninger inde​holder en god portion »gætteri«. Metoden foretrækkes ofte af den enkle grund, at en udregning af en løsningsformel til differentialligningen kan være ret besværlig, hvilket vil fremgå ved gennemgangen af 2. metode.

Når vi taler om at »gætte« er der selvfølgelig ikke tale om vilde gæt, men kvalificere​de gæt, som umiddel​bart afprøves.

Men hvordan kan vi være sikre på at finde alle løsninger, når vi bare gætter? Kunne der ikke være flere, som vi bare overser?

Metodens anvendelighed bygger på følgende iagttagel​ser:

ØVELSE 13

a) Vis, at hvis y og z er løsninger til den inhomogene ligning (2), så er funktio​nen y – z en løsning til den tilsvarende homogene ligning (2).

b) Vis, at hvis h(t) er en løsning til den inhomogene ligning (2), og y er en løsning til den tilsvarende homogene ligning, så er funktionen y + h(t) også en løsning til den in​homogene.

c) Sammenfat a) og b) i følgende:

SÆTNING 3

Lad h(t) være en vilkårlig løsning til den inhomogene ligning, så består den fuldstæn​di​ge løsning hertil af samtlige funktioner h(t) + y, hvor y gennemløber den fuldstæn​dige løsning til den tilsvarende homogene ligning.
Så i al korthed er teknikken følgende: Gæt én løsning h(t) til den inhomogene ligning, og find den fuldstændige løsning til den homogene ligning. Den fuldstændige løsning til den inhomogene består da af samtlige funktioner, der kan skrives som summen af h(t) og én fra den fuldstændige løsning til den homogene.

EKSEMPEL og ØVELSE 14

1. Find den fuldstændige løsning til 
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Den tilsvarende homogene har den fuldstændige løsning
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Det ses umiddelbart, at 
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 er en løsning til den inhomogene. Derfor er den fuldstændige løsning
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2. Find den fuldstændige løsning til 
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Da polynomier differentieres til polynomier, gætter vi på en funktion med forskrift



[image: image121.wmf]2

0

yatbtc

=++


Vi differentierer og indsætter, og vi finder: a = –1, b = 2 og c = 0.

Opskriv nu den fuldstændige løsning.

ØVELSE 15

Find den fuldstændige løsning til
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Når du her skal gætte, så lad dig lede af din viden om, hvad der sker med e3t og med polynomier ved differentiation. Ud fra dette ville det være et forsøg værd at prøve funktionen 
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ØVELSE 16
Betragt en 2. ordens differentialligning 
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, hvor a, b og c er positive.

Vis at differensen mellem to vilkårlige løsninger går mod 0, når x går mod uendelig.

(Vink: Udnyt først øvelse 12 og sætning 3. For den tilsvarende inhomogene ligning: opskriv diskriminanten for det karakteristiske polynomium og opdel i forskellige tilfælde.)

Typen y'' + by' + cy = f(t)

2. løsningsmetode: Substitutionsmetoden

»Gættemetoden« er naturligvis en usikker og ikke nær altid farbar vej. For differenti​alligninger med konstante koefficienter er vi i den heldige situation, at det er muligt at opskrive en løsningsformel for den fuldstændige løsning. Den enkleste metode til at nå frem hertil er substitutionsmetoden, som vi kender fra løsningen af den homoge​ne ligning.

Betragt differentialligningen
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og antag at det karakteristiske polynomium har rødderne x1 og x2. Vi omskriver på samme vis som i det homogene tilfælde og får differentialligningen omformet til



[image: image126.wmf](

)

(

)

(

)

121

'''

yxyxyxyft

-×-×-×=


Substituér 
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Denne differentialligning løses ved hjælp af formlen for den lineære 1. ordens differentiallig​ning.

ØVELSE 17

Vis at løsningen bliver 
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ØVELSE 18

Vis at y nu findes som løsning til 
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(4)

Herefter må vi dele op i to tilfælde: 

1. TILFÆLDE
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 (to forskellige reelle rødder)

ØVELSE 19

Vis at løsningen til (4) bliver 
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Vi har hermed formelt set løst problemet, idet vi hare angivet den fuldstændige løsning til den inhomogene ligning på en færdig løsningsformel. Formlen forekommer imidlertid lidt uhåndterlig og kan reduceres noget. Vi kan specielt slippe af med »det ydre integral« og derved slippe for at have et integral i et integral. Dette kan gøres ved at lave partiel integration på dette store integral:

ØVELSE 20

Vis: 
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ØVELSE 21

Reducer ovenstående udtryk en smule, sæt ind i udtrykket, vi fandt for y, kald brøken 
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 for c2, og vis så følgende:

SÆTNING 4

Den fuldstændige løsning til den inhomogene differentialligning kan skrives på formen
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Bemærk: De to første led i løsningen til den inhomogene ligning genkendes som løsningen til den homogene ligning. Sidste led, kan man ved indsættelse eftervise, er én partikulær løsning til den inhomogene ligning. Altså ser vi, at vores beregninger bekræfter resultatet fra sætning 3: Den fuldstændige løsning til den inhomogene ligning fås ved at addere den fuldstændige løsning til den homogene til én partikulær løsning til den inhomogene.

EKSEMPEL

Bestem den fuldstændige løsning til 
[image: image136.wmf]2

'''20

yyyt

+-=

.

Først findes rødderne i det karakteristiske polynomium:
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Den fuldstændige løsning til den tilsvarende homogene ligning er da
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Dernæst udregnes (ved partiel integration) den partikulære løsning til den inhomoge​ne ligning:
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Konklusion: Den fuldstændige løsning er 
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Bemærk: Ved gættemetoden ville vi naturligt have gættet på et andengradspolynomium, indsætte og bestemme konstanterne. Det ville helt sikkert være betydeligt hurtigere.

Men er man i tvivl, kan det være nyttigt at prøve med løsningsformlen. Og under alle omstændig​heder vil formlen altid give løsningen, også uanset om man kan udregne de konkrete integraler.

2. TILFÆLDE
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 (dobbeltrod); kald dobbeltroden for x0.

ØVELSE 22

Vis at løsningen til differentialligningen (4) i dette tilfælde bliver
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Vis dernæst at 
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Vis endelig, ved at kombinere ovenstående, at løsningen til differentialligningen i 2. tilfælde bliver
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For integraler, som vi kan løse, vil det i almindelighed være mere fremkommeligt og hurtigere at gætte end at beregne. Kvalificerede gæt bygger naturligvis på erfaringen; men man behøver ikke vente på at få opbygget en årelang erfaring, før man kaster sig ud i det. Til specielle inhomogene ligninger med polynomier, eksponentielle funktioner, sin og cos mv. er der standardiserede gættemetoder.

Løsningsformlen er imidlertid meget nyttig at have, både til teoretiske formål og med henblik på praktisk brug. For med formlen i hånden kan vi altid opskrive løsningen, uanset om vi kan udregne de konkrete integraler.

ØVELSE 23

Bestem ved beregning løsningen til følgende inhomogene differentialligninger, og lav evt. en sammenligning med, hvorledes løsning ved gættemetoden ville forløbe:
1. 
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2. 
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3. 
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Løs endvidere begyndelsesværdiproblemet 
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