1. ordens differentialligninger

Side 4 af 6

1. ordens differentialligninger

En ligning kaldes en differentialligning, hvis den ubekendte, vi leder efter, er en funktion f, og hvis denne funktion optræder i ligningen med sin afledede f '. Normalt indgår funktionen f også selv i ligningen. Der kan også være tale om, at højere afledede som f '' optræder. I så fald taler vi om 2. ordens differentialligninger (eller 3. ordens osv.). Dem vil vi ikke beskæftige os med her.

En førsteordens differentialligning kan se således ud:
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hvor der er tradition for at anvende betegnelsen y for den ubekendte funktion. Når vi tager fat på at løse differentialligningen, er opgaven at finde en funktion f, der indsat på y’s plads gør ligningen sand. Ofte er der flere løsninger til ligningen. Mængden af alle løsninger til en differentialligning kaldes den fuldstændige løsning.

Differentialligninger er normalt meget vanskelige at løse, ja ofte »umulige«, forstået på den måde, at vi ikke kan finde en regneforskrift for den søgte løsning, der kan beskrives ved hjælp af de klassiske funktioner. I sådanne tilfælde må man lave det, vi kalder en numerisk løsning. Det betyder, at man regner sig frem til støttepunkter for den søgte funktion, stykke for stykke, nu om dage ved brug af en computer.

Vi vil her se på sådanne differentialligninger, der kan løses eksakt. At løse en differentialligning er i en vis forstand at regne baglæns i forhold til differentialregningen. I differentialregning lærer man at finde afledede funktioner af de mest komplicerede udtryk. Dette er ikke specielt vanskeligt, man skal blot have to værktøjer ved hånden: Dels skal man kende de afledede funktioner til alle de klassiske som cos(x), ex osv. (og dem skal man kunne udenad), og dels skal man kunne sine regneregler såsom differentia​tion af sammensat funktion, af et produkt osv. At regne baglæns betyder bl.a. at lære at gennemskue et udtryk, så man kan se »hvor det stammer fra«; derfor indeholder løsning af differentialligninger ofte elementer af »gætteri«, men ikke tilfældige gæt ud i luften: Kendskabet til differentialregningen giver netop mulighed for at give kvalificerede gæt.

Et af de mest værdifulde redskaber er følgende sætning fra differentialregningen:

MONOTONISÆTNINGEN

Hvis f er differentiabel i et interval I, så gælder:
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 f er voksende i I
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 f er aftagende i I
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 f er konstant i I
Sætningen anvendes ustandselig i differentialregning, bl.a. til bestemmelse af monotonifor​hold. Læg mærke til, at det er de to første dele af sætningen, vi anvender i sådanne opgaver. 

Den tredje del udtaler sig om f '(x) = 0. I differentialregningen er vi vant til at knytte dette til undersøgelser af lokale ekstrema. Men det er i situationer, hvor f '(x) = 0 i et enkelt punkt. Sætningen udtaler sig om den situation, hvor f '(x) = 0 i et helt interval. Er dette tilfældet, er f en konstant funktion.

Sætningen er svær at bevise, men intuitivt indlysende: f '(x) = 0 betyder, at grafen har vandret tangent, og hvis grafen har vandret tangent i alle punkter, så må den være konstant. Sætningen bevises indenfor emnet analysens grundlag.
Sætningen er grundlaget for løsningen af differentialligninger. I det følgende vil vi skridt for skridt bevæge os fra den mest simple type til stadig mere komplicerede.

Lineære førsteordens differentialligninger

Vi vil i dette afsnit nå frem til at give en eksakt løsning til den lineære første ordens differentialligning, som har formen:
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hvor f og g er tilfældige kontinuerte funktioner.

Det karakteristiske ved disse ligninger er, at funktionen og dens afledede hverken indgår med nogen potenser eller i sammensatte funktioner af typen sin(y) eller ln(y). Differentialligningerne kaldes lineære: Hvis f(x) = a og g(x) = b er konstanter, genkendes højre side som et lineært udtryk i y. Hvis g(x) = 0 kaldes ligningen homogen.

ØVELSE 1

Vis at for en homogen ligning: 
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 gælder: Hvis y1 og y2 er løsninger, så er også funktionerne y1 + y2 og k ∙ y1, hvor k er en konstant, løsninger til denne ligning.

Vi arbejder os nu hen mod at kunne løse ovenstående differentialligning. Repetér først beviset for følgende:

SÆTNING 1

Den fuldstændige løsning til differentialligningen: 
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hvor k er et givet tal, er mængden af alle funktioner med forskrift:
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hvor c er en konstant, dvs. ethvert reelt tal c giver en løsning.

Husk: Ideen var at gange igennem med e–kx. Vær meget omhyggelig med at notere dig, hvilke differentiationsregler vi benytter, samt præcis hvor monotonisætningen kommer i spil.

ØVELSE 2

Find den løsning f til differentialligningen:
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hvorom der gælder, at f(0) = 3
ØVELSE 3

1. Find den løsning til differentialligningen:
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hvis graf går gennem punktet (1,1)

2. Find den løsning f til differentialligningen
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hvorom der gælder, at f '(0) = 2

Ved hjælp af sætning 1 viser vi sætning 2, der udtaler sig om den situation, hvor funktionerne f og g er konstante (Overvej!).

SÆTNING 2

Den fuldstændige løsning til differentialligningen:
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hvor 
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 og b er konstante tal, er mængden af alle funktioner med forskrift:
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hvor c er en konstant, dvs. ethvert reelt tal c giver en løsning.

Genopfrisk beviset og læg mærke til hvilken betydning det har, at størrelserne a og b er konstante.

ØVELSE 4

Bestem den fuldstændige løsning til:
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Tegn grafen for konstantværdier c = 1, c = 2 og c = – 0,5 på din grafiske lommeregner.

Begynd med at overveje indretningen af grafvinduet.

ØVELSE 5

Overvej for enhver værdi af a og b de asymptotiske forhold for løsningerne omtalt i sætning 2.

ØVELSE 6

1. Find den løsning f til differentialligningen:
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hvorom der gælder, at f(0) = 4

2. Find den løsning f til differentialligningen:
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hvorom der gælder, at f(0,5) = 5,5

Differentialligninger af typen yADVANCE \R 1.10' = ay + g(x), hvor g(x) er en funktion, der ikke behøver at være konstant, er en smule vanskeligere at klare. Men de kan løses eksakt med en metode, der blot er en videreudvikling af den teknik, vi anvendte til løsning af differentialligningerne i sætning 1 og sætning 2. I de følgende øvelser føres du frem til en løsningsmetode, der ikke alene klarer den omtalte type, men også den almene lineære første ordens differentialligning. 

ØVELSE 7

1. Betragt differentialligningen
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Løs den ved at udnytte samme teknik som i beviset for sætning 1; men denne gang ganger vi med 
[image: image22.wmf]2

x

e

-

. Omskriv ved hjælp af reglerne for differentiation af sammensat funktion og produktreglen, og udnyt dernæst igen monotonisætningen til at vise, at samtlige løsninger kan skrives på formen:
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2. Løs med samme teknik differentialligningen 
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Som et delresultat viser vi følgende 

SÆTNING 3

Lad f(x) være en kontinuert funktion, og F(x) betegne en stamfunktion til f(x). Samtlige løsninger til differentialligningen
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kan skrives på formen:
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hvor c er en konstant.

Bevis selv sætningen ved at generalisere teknikken fra øvelse 7.

ØVELSE 8

Differentialligningerne i øvelse 7 ville vi normalt løse ved separation. Prøv at sammenligne denne metode med vores nye metode. Notér dig hvilke karakteristiske forskelle der er.

ØVELSE 9

Løs – uden brug af separation – differentialligningen
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og find dernæst de løsninger, hvis grafer går henholdsvis gennem punkterne (0,3), (2,0) og (–1,1). Anvend evt. computer til at skitsere løsningskurverne.

ØVELSE 10

Løs differentialligningen
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Skitser skaren af løsningskurver til differentialligningen. Anvend gerne computer hertil.

ØVELSE 11

Betragt den inhomogene differentialligning
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(Inhomogen betyder, at ligningen indeholder et led, hvori y-funktionen ikke optræder, heller ikke med sin afledede).

1. Gennemgå løsningsmetoden til den homogene ligning
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og gør dig klart, hvor det er, vi anvender monotonisætningen.

2. Anvend nu samme teknik til at løse den inhomogene ligning, ved først at omskrive til:
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Vis herved at samtlige løsninger udgøres af funktionerne


[image: image32.wmf]2

1

3

xx

ycee

-

=×+

,

hvor c er en konstant.

ØVELSE 12

Løs differentialligningen
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ØVELSE 13

1. Vis at:
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(Benyt partiel integration to gange, og betragt det søgte integral som den ubekendte i den fremkomne ligning. Find så integralet ved at løse ligningen).

2. Løs differentialligningen
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ved hjælp af omskrivningen
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ØVELSE 14

Anvend samme teknik som i de tidligere øvelser til at løse differentialligningen
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og vis herved, at samtlige løsninger kan skrives på formen
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Bemærk: det sidste integral kan ikke udtrykkes ved hjælp af de klassiske funktioner. Dette er et langt mere almindeligt forekommende problem, end man umiddelbart ville tro. I differentialregningen lærer man at differentiere alle funktioner, uanset hvor komplicerede de synes at være. Da integralregning i en vis forstand »blot« er det omvendte af differentialregning, skulle man tro, det var muligt at finde stamfunktioner til, om ikke alle, så dog de fleste funktioner. Men det er som sagt ikke tilfældet. På den anden side ved vi, at alle kontinuerte funktioner har stamfunktioner, så det har god mening at opskrive det ubestemte integral af en vilkårlig kontinuert funktion – uanset vi ikke »kan løse integralet«, dvs. uanset vi ikke kan udtrykke integralet ved hjælp af de klassiske funktioner: polynomier og polynomiumsbrøker, potensfunktioner, eksponential- og logaritmefunktioner, de trigonometriske og deres omvendte funktioner.

Gennem historien har matematikere anvendt sådanne integraler til at definere nye funktioner med. Vi kender således fra sandsynlighedsregningen fordelingsfunktionen for normalfordelingen, den såkaldte Ф-funktion. Bortset fra nogle konstanter er Ф-funktionen et integral af 
[image: image39.wmf]2

x

e

-

. Ф-funktionens værdier kan normalt ikke bestemmes eksakt, hvorfor den er tabellagt og i dag indlagt på de fleste større lommeregnere (grafregnerne).

Men i virkeligheden adskiller den sig ikke i denne henseende fra logaritmefunktioner og de trigonometriske funktioner. Også disse har deres oprindelse i integralregningen.
 Vi er bare så vant til at finde funktionsværdierne på lommeregneren, at vi af og til glemmer, at dette kun giver en numerisk tilnærmelse. Før lommeregnerens tid optrådte logaritmefunktionerne og de trigonometriske funktioner, helt parallelt med f.eks. Ф-funktionen, med tabellagte værdier. Når vi synes, at udtrykket 
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 virker mere eksakt og brugervenligt end f.eks. 
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, skyldes det altså alene vanetænkning og adgangen til regnetekniske hjælpemidler.

Vi er nu rustet til at bevise løsningsformlen til den almene lineære første ordens differentialligning:

SÆTNING 4

Samtlige løsninger til differentialligningen:
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hvor f og g er tilfældige kontinuerte funktioner, er funktionerne med forskriften:
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hvor c er en konstant, og F er en stamfunktion til f.

Gennemfør beviset ved at generalisere metoden fra øvelse 14.
ØVELSE 15

Løs differentialligningerne, hvor den uafhængige variabel betegnes t:

a) 
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c) 
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d) 
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e) Løs begyndelsesværdiproblemet 
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f) Løs begyndelsesværdiproblemet 
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� Den naturlige logaritme er et integral af x–1. De trigonometriske funktioner defineres helt præcist ud fra deres omvendte funktioner. Og disse er kurveintegraler, idet de måler længden af bestemte cirkelbuer.
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