Et matematikeksperiment: Bjorn Felsager, Haslev Gymnasium & HF

Tilfeeldige rektangler: Et matematikeksperiment
Variable og sammenhaenge

Baggrund:

I de senere ar har en del gymnasieskoler eksperimenteret med HOT-program-
met i matematik og fysik, hvor HOT star for Higher Order Thinking. HOT-
programmet blev oprindeligt udviklet i England under akronymet CASE (Cogni-
tiv Acceleration through Science Education) af Adey og Schayer. Omkring ar
2000 blev HOT-programmet introduceret i Danmark af Jens Holbech og Poul
V. Thomsen fra Center for Naturfagenes Didaktik ved Arhus Universitet:

I begyndelsen koncentrerede man sig om faget fysik i 1g, men senere blev ma-
tematik i 1g (og ogsa naturfag) inddraget i HOT-programmet. Centralt i HOT-
programmet star bl.a. variabelbegrebet og hvordan man kan leere at handtere
sammenhaenge mellem mange variable pa en gang. Eleverne introduceres fra
starten til variabelbegrebet og leerer at klassificere variable pa forskellig vis:

e Kvantitative og kvalitative variable
e Uafhaengige og afheengige variable
e Sammensatte variable

Dernaest leerer de at handtere simple sammenheenge mellem variable, forst
kvalitativt (stigende, faldende), dernaest kvantitativt (ligefrem proportionalitet,
omvendt proportionalitet, lineser sammenheeng).

Endelig leerer de variabelkontrol, dvs. hvordan man pa systematisk vis afger,
hvilke variable, der har indflydelse pa en given variabel ved kun at variere en af
de uafheengige variable ad gangen.

Matematikeksperimentet: Tilfeeldige rektangler

Her vil vi kigge pa en typisk evelse fra matematikdelen af HOT-programmet. I
tilknytning til det forste forleb om variable og deres sammenhaeng har klas-
sen arbejdet med deres forste matematikprojekt, som vi dels arbejdede med i
timerne, dels mundede det ud i deres forste 'bleekregning'. Eleverne har altsa
arbejdet med variable og herunder arbejdet lidt med klassificeringerne i kvali-
tative og kvantitative variable, henholdsvis uafthaengige og afheengige variable.
De har ogsa arbejdet lidt med deres lommeregnere og er sa smat begyndt at fa
styr pa tegningen af dataseet ved hjeelp af STAT-PLOT og ZOOM-STAT1.

1 Vi brugte den grafiske lommeregner TI-83+, men det er underordnet for selve
projektet, der lige sa godt kan udferes med fx et regneark.
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Vi tegnede et rektangel pa tavlen og snakkede om hvilke variable, der kunne
karakterisere rektanglet. Eleverne kom med mange forslag som vi noterede pa
tavlen, herunder ogsa nogle som vi ikke kunne bruge, fx vinkel (der jo netop
ikke varierer i et rektangel) og rumfang. Til slut handplukkede vi sa de fire fol-
gende variable:

grundlinje, hojde, omkreds og areal

Af hensyn til gvelsen valgte jeg ikke at bruge navnene leengde og bredde, men
grundlinje og hgjde. Dels viser det med det samme at grundlinjen er den linje,
der tegnes vandret, og hejden den linje der tegnes lodret. Dels er det ligegyl-
digt om det er grundlinjen eller hojden der er leengst, mens nogle elever kan
godt kan insistere pa at laengden skal veere leengere end bredden!

Derefter snakkede vi om tilfeeldige tal, som i vores tilfeelde skulle ligge mel-
lem O og 1, og vi valgte at benytte sadanne tilfeeldige tal som veerdierne for
grundlinjen og hgjden. Det kraever lidt snak om tilfeeldighedsgeneratorerne, der
er indbygget i den grafiske lommeregner eller regnearket: Hvordan man finder
den og hvordan man bruger den?2.

S& var vi klar til at producere grundlinjer og hegjder for 200 tilfeeldige rek-
tangler ved inde i stat-liste editoren (eller i regnerarket) at afgive kommandoer
af typen

Listel = RAND(200) og Liste2 = RAND(200)

Bagefter tegnede vi forskellige plot over disse data, idet vi sa pa forskellige
kombinationer af de fundne variable. Forst afbildede vi grundlinjen versus hgj-
den, hvorved vi fik frembragt en stribe pa 200 tilfeeldige punkter i enhedskva-
dratet, der fx kan se saledes ud (her tegnet med TI-interactive).
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Grundlinje versus hajde!

2 Da vi benyttede fabriksnye grafiske lommeregnere gav elevernes maskiner de
samme tilfeeldige tal! Vi snakkede derfor ogsa om hvordan vi kunne give ma-
skinen en tilfeeldig start ved fx at benytte elevernes fodselsdato som et fro
(seed) for tilfeeldighedsgeneratoren, og derved sikre at maskinen virkelig gav
deres egen personlige serie af tilfeeldige tal.
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Vi snakkede ogsa om at hvert enkelt punkt svarer til hjornepunktet i et rektan-
gel (med det modstaende hjernepunkt i (0,0)). Men allervigtigst blev vi enige om
at der ikke var nogen umiddelbar sammenhaeng mellem grundlinjen og hegjden.
Uanset hvilken grundlinje vi kigger pa varierer hejden tilfaeldigt mellem O og 1.

Herefter blev eleverne sluppet lgs pa egen hand: De skulle nu selv finde formler
for omkreds og areal og leegge dem ind i listerne Liste3 og Liste4. De havde sa
fire variable, de kunne lege med og deres opgave var at frembringe grafer for de
mulige sammenhaenge og kommentere disse grafer, dvs. dels afgere om der
rent faktisk er tale om en sammenheeng eller ej, dels saette ord pa de fundne
sammenhaenge. Og sa matte de meget gerne, hvis ellers de kunne, seette form-
ler pa de fundne sammenheenge!

Efterfolgende skulle eleverne skrive en rapport over forsgget. Her fik eleverne de
folgende holdepunkter:

Rapporten om tilfeeldige rektangler bor indeholde de folgende punkter:

En beskrivelse af forsgget herunder hvordan man frembringer de fire lister ved
dels at udnytte tilfaeldighedsgeneratorer for grundlinjen og hgjden, dels at ud-
nytte formlerne for omkredsen og arealet af et rektangel.

En beskrivelse af de fire variable, en diskussion af deres veerdier og en klassifi-
kation af hvem der er uafheengige og hvem der er afheengige. Det vil ogsa veere
godt med en diskussion af hvilke kombinationer, der er relevante.

En beskrivelse af de fire figurer, der fremkommer, herunder en diskussion af
deres form og ligningerne for de afgreensende figurer. Det vil ogsa veere godt
med en diskussion af hvordan disse ligninger er fremkommet.

Afsluttende kommentarer
Hvad kan eleverne nu fa ud af en sadan gvelse?

Dels ber de overveje at grundlinjen og hgjden rummer samme information, sa
de far ikke noget nyt ud af at udskifte grundlinjen med hgjden i en sammen-
heeng mellem de gvrige variable! Der bliver derfor kun fire reelt forskellige mu-
lige sammenheaenge:

(Grundlinje, Hojde), (Grundlinje, Omkreds), (Grundlinje, Areal) Og (Omkreds, Areal)
Reekkefolgen kan selvfelgelig diskuteres, men som uafhaengig wvariabel bor
man vel veelge den simpleste variabel, og i den sammenhaeng er grundlin-
jen/hgjden vel simplere end omkredsen (som ogsa er en leengde) og denne igen

er vel simplere end arealet.

Vi har allerede set pa den forste af graferne. De tre gvrige ser saledes ud:
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Ombkreds versus areal

Specielt den sidste figur er rimeligt kompliceret og vakte straks elevernes be-
gejstring (selv om de selvfelgelig ikke sa den i farver og med skravering!). Men
jeg var spaendt pa, om der ogsa var nogen af dem, der kunne 'afkode' den. I
hvert enkelt tilfeelde er det klart at savel den eovre greense for den afheengige
variabel (den sterste omkreds henholdsvis det storste areal) atheenger af valget
af grundlinjen henholdsvis omkredsen — og tilsvarende for den nedre greense
for den atheengige variabel. Endvidere er det klart, at der i de fleste tilfeelde er
tale om linesere sammenhaenge med den sidste graf som en markant undtagel-
se. Her dukker der ogsa en kvadratisk sammenheeng i form af en parabel op pa
figuren. Selv om klassen som sadan ikke kendte til parabler pa forhand, var
der altid nogen der gjorde (fx fordi de havde gaet i 10 klasse), og de fleste kun-
ne hurtigt fange ideen med at kigge pa grafer for funktionen af typen y = k2.
Herefter skulle man geette pa en passende veerdi af k. Her kan man eksperi-
mentere sig frem, fx med brug af dynamiske parametre. Men man kan ogsa
snakke om betydningen af punktet (4;1), der tydeligvis afslutter parablen oppe
i grafens overste hegjre hjorne. Det giver tilsvarende mulighed for at fastseette
veerdien af parameteren k.
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@velsen gav helt klart stof til overvejelser og udfordringer til alle, ogsa de ele-
ver, der matte synes, at de ikke rigtigt var blevet pressede i forlgbet hidtil.

Tilfaeldige rektangler med TI-Interactive
Efterfolgende gives et konkret eksempel pa en analyse af figurerne ud fra en
undersogelse i TI-Interactive3, men det er altsa teenkt som en leerervejledning!

L1s L2& L3a L4s
0.25033(/0.43342| 1.3675| 0.1085
0.73501/0.05845|1.58691| 0.04296
0.40437|0.70699| 2.22273|0.28589
0.18199|/0.25114| 0.86626| 0.04571

0.538|0.60236(2.28071|0.32407
0.79709|/0.56479|2.72376| 0.45019

0.2902(0.06716|/0.71472|0.01949
0.31201/0.94431|2.51264| 0.29463
0.58586(0.71832|2.60835|0.42083
0.27323(0.41069(1.36784|(0.11221
0.77018/0.68878|2.91791| 0.53048
0.31422/0.05102|0.73049|0.01603
0.31377/0.46913(1.56581| 0.1472
0.64254|/0.64807|2.58121|0.41641
0.07843| 0.8174|1.79166| 0.06411

Vi frembringer l&engderne og bredderne for 200 tilfeeldige rektangler som listerne L1 og L2 af
200 tilfeeldige tal mellem 0 og 1 ved hjeelp af formlen rand(200). Dernast finder vi omkredsen
L3=2L1+2L2 og arealet L4 = L1*L2 for de 200 rektangler. Vi har altsa nu fire forskellige
variable repraesenteret ved de fire lister. Spgrgsmalet er sa om der er nogle sammenhzange mel-
lem disse fire variable?
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Farst viser vi grafen for bredden L2 som funktion af leengden L1. Det giver som vist anledning
til et punktdiagram, hvor punkterne ligger tilfeeldigt fordelt i enhedskvadratet. Der er ingen
umiddelbar sammenhang mellem lzengde og bredde. De er (som forventet) uafhaengige af hinan-
den!

3 En tilsvarende grundig gennemgang af projektet med databehandlingsprogrammet DataMe-
ter findes som eksempel 2 i heeftet 'Seks Guidede ture med DataMeter', der kan downloades fra
programmets hjemmeside: www.datameter.dk. Her findes ogsa forslag til udvidelser af projektet
pa hgjere niveauer, hvor man kigger pa summer og produkter af stokastiske variable.
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Dernaest viser vi omkredsen L3 som funktion af l&engden L1. Her dukker der tydeligvis en sam-
menhang op, idet den maksimale omkreds som vist afgreenses af linjen y = 2 + 2x og den mini-
male omkreds afgranses af linjen y = 2x. Begge dele er nemme nok at forsta: Den maksimale
omkreds for en givet l&ngde L1 fas nar bredden L2 er maksimal, dvs. vi finder netop:

O e=2:L1+2L2|L2=1=2L1+2

Tilsvarende fas den minimale omkreds for en given leengde L1 netop, nar bredden L2 er mini-
mal, dvs. 0, hvorfor vi denne gang finder:
Opnin=2:L1+21L2|L2=0 = 2L1

maks

09 1

Denne gang ser vi pa arealet L3 som funktion af leengden L1. Her er der igen en sammenhang,
idet det maksimale areal for en given leengde er opadtil begraenset af linjen y = x. Ogsa det er
nemt at forsa idet vi finder det maksimale areal L1*L2 ved at sette bredden L2 til 1.
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Endelig ser vi pa den mest komplicerede sammenhang: Arealet L4 som funktion af omkredsen
L3. Det giver anledning til en kompliceret sammenhang, hvor arealet er opadtil begraenset af

_— 1 5
parablen med ligningen y = E-x2 . Det heenger sammen med (hvad man nok bgr begrunde pa

simpel vis!) at det starste areal fas for et kvadrat, dvs. med leengden givet ved en kvart omkreds.
Heraf faglger netop formlen:

x )2 X
Amaks = [T) - Amaks = E

Tilsvarende er arealet tydeligvis nedadtil begraenset af den stykvis lineaere funktion:

0 X<2

Y= —x-1
2 X>2

Her er der altsa langt flere ting at overveje!
For en given omkreds mindre end 2 kan vi valge leengden stor og bredden lille, fx kan vi gare
bredden vilkarligt lille ved at veelge laeengden taet pa den halve omkreds! Derfor kan vi gere area-

let vilkarligt lille. Det forklarer den nedre granse for arealet pa 0.

Men for en given omkreds starre end 2 er den starste l&engde netop 1! Den mindste bredde er sa
tilsvarende givet ved halvdelen af resten, dvs. (O - 2)/2. Det forklarer sa den nedre graense:

Amm:expand(l'(XT_Z)\ - A,=—-1

>

) min 7

Igen kreever det selvfglgelig en overvejelse om hvorfor det mindste areal fas nar rektanglet ligger
sa langt fra et kvadrat som muligt.

Bjorn Felsager

Haslev Gymnasium & HF

August 2005



