Et matematikeksperiment: Bjorn Felsager, Haslev Gymnasium & HF

Sammenligning af to maleserier

En af de mest grundleeggende problemstillinger i statistik bestar i at undersoege
om to forskellige maleserier er signifikant forskellige eller om forskellen pa de
to serier lige si godt kan tilskrives tilfaeldige variationer. Der findes selvfolgelig
utallige simple eksperimenter, der giver anledning til en sddan sammenligning
af maleserier, men her vil vi se pa et simpelt eksperiment, der nemt kan udfe-
res fra starten af 1g: Maling af reaktionstiden.

&—

Det sker som vist ved at man lader en lineal falde og derefter ser, hvor langt
den falder, og dernaest bruger denne faldleengde til at udregne reaktionstiden.
Det forudseetter altsa lidt teori om faldloven:

Ifolge Galileis faldlov, som er en af hjernestenene i den moderne naturviden-
skab, er sammenheengen mellem faldtiden t og faldleengden s givet ved formlen:
1 2
S 5 g-t
hvor g er tyngdeaccelerationen, der varierer en lille smule fra sted til sted. Her
vil vi ignorere de lokale variationer og bruge den sakaldte standardaccelerati-
on, der har veerdien 9.80665 m/s2. Vi kan derfor omseette en faldleengde til en
faldtid ved at isolere ti formlen:

t= =2
g
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Eleverne arbejder sammen to og to, hvor den
ene skal slippe linealen uventet, mens den an-
den skal forsege at stande linealen i dens fald
sa hurtigt som muligt. Derefter bytter de rolle.
I hver runde har de netop 10 forseg. Resultatet
er altsa en maleserie for hver af eleverne pa
netop 10 faldleengder, som omregnes til 10 re-
aktionstider.

I det folgende benytter vi autentiske data fra to
elever Janus og Vincent (mens billederne viser
to andre elever i feerd med at udfere eksperi-
mentet!).

Til selve databehandlingen kan vi benytte et
hvilket som helst databehandlingsprogram.
Her illustrerer vi udregningerne med DataMe-
ter som er det databehandlingsprogram vi er
gaet over til at anvende pa Haslev Gymnasium,
hvor vi tidligere benyttede Excel.

Vi opretter derfor en tabel med to variable, en
for eleven og en for faldleengden, s4 man for
hvert af eksperimenterne kan se, hvem der ud-
forte det og hvad resultatet blev. Dernaest ud-
regner vi faldtiderne, hvilket sker ved hjeelp af
Galileis faldlov. DataMeter har ogsa indbygget
alle de geengse naturkonstanter, sa DataMeter
kender godt standardtyngdeacceleration.

Det giver anledning til den felgende tabel over
navne, faldleengder og faldtider. Det er disse
data vi vil diskutere i det folgende.

Reaktionstid
Elev |Faldleengde
enhed centimeter

1 Janus 14.5cm
2 Janus 11.0cm
3 Janus 10.0 cm
4 Janus 5.5¢cm
5 Janus 8.5¢cm
6 Janus 16.0 cm
7 Janus 6.0 cm
8 Janus 15.2 cm
9 Janus 10.0 cm
10 Janus 5.7cm
11 |Vincent 23.5cm
12 |Vincent 26.0 cm
13 |Vincent 12.0 cm
14 |Vincent 10.5cm
15 |Vincent 13.0cm
16 |Vincent 10.4 cm
17 | Vincent 11.9cm
18 |Vincent 14.0 cm
19 |Vincent 10.3 cm
20 |Vincent 12.0 cm
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Reaktionstid
Elev |Faldleengde Faldtid
enhed centimeter sekunder
_ |2Faldleengde
g
1 Janus 14.5 cm 0.171964 s
2 Janus 11.0cm 0.149779 s
3 Janus 10.0 cm 0.142809 s
4 Janus 55cm 0.10591 s
5 Janus 8.5cm 0.131663 s
6 Janus 16.0 cm 0.18064 s
7 Janus 6.0 cm 0.110619 s
8 Janus 15.2 cm 0.176066 s
9 Janus 10.0 cm 0.142809 s
10 Janus 5.7cm 0.107818 s
11 [Vincent 23.5cm 0.218922 s
12 |Vincent 26.0 cm 0.230272 s
13 |Vincent 12.0 cm 0.156439 s
14 |Vincent 10.5 cm 0.146335 s
15 |Vincent 13.0 cm 0.162827 s
16 |Vincent 10.4 cm 0.145637 s
17 |Vincent 11.9 cm 0.155786 s
18 |Vincent 14.0 cm 0.168974 s
19 Vincent 10.3 cm 0.144935 s
20 |Vincent 12.0 cm 0.156439 s

For at fa en visuel fornemmelse for dataene treekker vi en graf ind i dokumentet
og traekker dernsest den numeriske variabel Reaktionstid ind pa fersteaksen
og den kategoriserede variabel Elev ind pa andenaksen.

Allerede med prikdiagrammet far vi da en klar fornemmelse af forskellen pa de
to drenges reaktionsmenster: De har begge en stor variation i reaktionstiderne,
men Vincent har mere samling pa sine data med kun to reaktionstider, der
halter lidt bagefter, mens Janus' reaktionstider falder i tre adskilte klumper.
Samtidigt ser det ud som om Janus har en tendens til at veere lidt hurtigere pa
aftreekkeren end Vincent.
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Janus' reaktionstider er rimeligt symmetrisk fordelt med en forholdsvis stor
kvartilbredde, mens Vincents data er hgjreskaeve med to perifere veerdier samt
en betragtelig forskel pA medianen og middelveerdien. Det kunne ogsa godt se
ud som om Janus er hurtigere end Vincent: Faktisk ligger hele den nederste
halvdel af maleserien for Janus under maleserien for Vincent.

De ovenstaende forhold er typiske for mange maleserier: De er ikke specielt
stabile og rummer tit nogle kraftige skeeverter, ogsa i form af ekstremt sma re-
aktionstider i de tilfeelde, hvor det lykkes eleven at geette sig til hvornar linealen
slippes. Vi anbefaler derfor eleverne at de bruger den robuste median som et
mal for den typiske reaktionstid!

Traekker vi en beregningsboks ind i dokumentet kan vi nemt finde medianerne
ved at treekke variablene Faldtid og Elev ind i oversigtstabellen og efterfelgen-
de rette i formlen, sa den udregner medianen. I dette tilfaelde opnar de to elever
altsa felgende typiske reaktionstider:
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Reaktionstid

Faldtid
Janus 0.1428087 s
Vincent | 0.15643909 s

Sgijle total 0.15278246 s
R1 = median ( )

Elev

Pa basis af denne forelgbige numeriske og grafiske analyse af dataene (en sa-
kaldt Explorative Data Analysis) synes konklusionen altsa at veere:

Janus er hurtigere end Vincent.

Men det er selvfelgelig en konklusion Vincent ikke kan veere helt tilfreds med,
sa vi vil give ham lov til at udfordre den i en statistisk test!

Er Janus sa virkeligt hurtigere end Vincent?

Vi har set at Janus har en median, der ligger under Vincents median, og at
mange af Janus reaktionstider ligger under Vincents reaktionstider. Pa den
anden side er der kun 10 observationer fra hver, sa hvor overbevisende er Ja-
nus sejr egentlig? Kunne den ikke lige sa godt tilskrives tilfeeldigheder? Det vil
vi nu udfere en statistisk test pa og for bedre at kunne leve sig ind i argumen-
tationen vil vi benytte en meget udbredt metafor for en saddan statistisk test i
form af en retssag:

Sagen Janus versus Vincent

De far hver lov til at fremlaegge deres pastand:

Janus: Jeg har vundet fordi jeg er den bedste!
Jeg vinder med overvaeldende sandsynlighed ogsa nseste gang!

Vincent: Du har alene vundet fordi du er heldig!
Nzeste gang kan det lige sa godt veere mig, der vinder!

Teknisk bemaerkning: Kernen i enhver statistisk test er en undersogelse af om
en observeret forskel skyldes systematiske variationer i data eller tilfeeldige va-
riationer i data. De to pastande knyttet til den statistiske test kaldes hypoteser:
e Pastanden om at forskellen skyldes tilfeeldige variationer i data kaldes
nulhypotesen Ho. Den udsiger altsa at der ingen systematisk forskel er
pa de to maleserier, dvs. den systematiske forskellen er nul.
e Pastanden om at forskellen skyldes systematiske variationer i data kal-
des den alternative hypotese Ha.
Strengt taget skal disse hypoteser foreligge for malingerne udferes. Man ma
altsa forestille sig at Janus kigger Vincent dybt i gjnene og siger: "Jeg er bare
hurtigere end dig" og at Vincent efterfolgende udfordrer ham pa en reaktions-
test for at fa sat pastanden fra Janus pa preve. Det er sa resultaterne fra den-
ne test, der skal afgere om Janus kan opretholde sin pastand.
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Spergsmalet er nu hvordan vi kan finde en rimelig afggrelse pa tvisten? Vi ma
altsa blive enige om nogle spilleregler. Der findes nu forskellige strategier for
hvordan man udferer detaljerne i testen, men det er de samme overordnede
rammer man anvender i de forskellige typer test. I alle tilfaelde gar man ud fra
Vincents pastand om at der i virkeligheden ikke er nogen forskel og at de ob-
serverede forskelle alene skyldes tilfeeldigheder (den sakaldte nulhypotese) og
antager altsad midlertidigt at han har ret:

Retten bygger sin dom pa en analyse af den folgende midlertidige antagelse:
Det er alene tilfeeldigheder, der har afgjort konkurrencen mellem de to.

Bade Janus og Vincent forpligter sig naturligvis pa dette udgangspunkt.

Derneest veelges en teststorrelse: Hvorfor mener Janus han er bedre end Vin-
cent. Det kan han have mange gode grunde til, men han er nedt til at veelge en
af dem for at gennemfore testen. Janus kan sa fx sige: Jeg er bedre end Vin-
cent, fordi jeg har en bedre median. Vi vedtager altsa at testen skal ga pa me-
dianforskellen. Igen ma begge siderne altsa forpligte sig pa at lade retten basere
sin afggrelse pa en analyse af denne teststorrelse. Hvis det alene var tilfeeldet
som radede, ville man forvente en medianforskel pa O s : Det ville veere lige sa
sandsynligt at Janus vandt som at Vincent vandt. I den faktiske konkurrence
finder man nu en medianforskel pa -0.0136 s, dvs. sa meget hurtigere er Janus
i forhold til Vincent malt pa medianen:

Reaktionstid

-0.013630393 s
R1 = median (Faldtid; Elev = "Janus") — median (Faldtid; Elev = "Vincent")

Janus fastholder nu, at denne forskel virker meget stor, og derfor sveer at opna
ved alene at lade tilfeeldet rade, mens Vincent fastholder, at den virker meget
lille, og derfor er nem at forklare alene ved tilfeeldighedernes spil.

I retten udregner man nu sandsynligheden for at konkurrencen kunne ende
sa skeevt, som den faktisk gjorde:

e Hvis denne sandsynlighed er meget stor, star Vincent steerkt: Hvis man
alene lader tilfaeldet rade vil det vaere nemt at fa et udfald som det faktisk
observerede.

e Hvis denne sandsynlighed derimod er meget lille, star Vincent darligt:
Der skal da neermest et mirakel til for at fa et sa ekstremet udfald blot
ved at lade tilfeeldet rade.

Problemet er selvfalgelig, hvor greenserne ligger for en klar afgerelse. Ogsa disse
graenser bor aftales pa forhand! Der er da tradition for at man fastleegger et kri-
tisk niveau. Det kan fx veere pa 1%. Hvis sandsynligheden er under 1% vil
man altsa hegjst kunne opna et sa skaevt resultat i 1 ud af 100 konkurrencer,
hvis det alene var tilfeeldet. Det sveekker Vincent betydeligt, for det gor det
hejst usandsynligt at de skulle fa et sa skeevt resultat, nar de kun prevede
kreefter den ene gang. Igen skal de to kombattanter forpligte sig pa det kritiske
niveau og respektere rettens afgerelse:
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Aftalen: Hvis sandsynligheden for, at det kan ende sa skeevt — som det rent
faktisk gjorde — nar vi lader tilfeeldighederne rade, er under 1% vinder Janus
retssagen. I modsat fald vinder Vincent retssagen.

Tilbage er sa blot spegrgsmalet om hvordan vi finder sandsynligheden! Det kan
gores pa to vaesentligt forskellige metoder:

e Ved en rent teoretisk beregning af teststorrelsens fordeling.
e Ved en rent eksperimentel undersogelse af teststorrelsens fordeling.

Bemeaerkning: Det er den teoretiske analyse af testsandsynligheden, der er me-
get kreevende. Udover et stort matematisk apparat aftheenger den meget af en
lang raekke detaljer sasom kendskab til den teoretiske fordeling af reaktionsti-
derne hos de to kombattanter og det specifikke valg af teststorrelse. I praksis
afger man derfor sadanne tvistigheder ved hjeelp af en reckke kanoniske tests,
der pa forhdnd er undersogt teoretisk i alle detaljer, hvorfor man kan ngjes
med at checke om forudseetningen for teorien er opfyldt og derefter sla sand-
synligheden op i en tabel eller udregne den via et program. I vores konkurren-
ce, ville man saledes traditionelt anvende et t-test. Det forudseetter at
1. reaktionstiderne er normalfordelte (herunder symmetriske), hvad vi alle-
rede har set de ikke er!
2. spredningerne er de samme, hvad vi ogsa har set de ikke er!
3. vi veelger forskellen i middelveerdi som teststorrelse, hvad vi netop ikke
har gjort!
Hvis vi skulle basere rettens afgerelse pa en teoretisk funderet kanonisk test
ville vi altsa veere ilde stedt!

Vi veelger derfor den anden mulighed og gennemferer rettens analyse ud fra en
eksperimentel undersogelse af teststorrelsens fordeling. Vi kommer da til at
treeffe endnu et valg: Hvor preecist vil vi kende fordelingen? Hvis den kritiske
sandsynlighed er 1% skal vi i praksis kende fordelingen med en ngjagtighed pa
nogle fa promille. Det ma vi altsa tage hgjde for i det felgende!

Tilbage star sa blot at simulere udfaldene af eksperimentet pa tilfeeldig vis. Det
kan gores pa forskellige mader, men her benytter vi felgende synsvinkel:

Hvis Vincent har ret er det i virkeligheden rent tilfeeldigt hvordan de fremkom-
ne reaktionstider er fordelt pa de to kombattanter. Vi kan derfor simulere de
tilfeeldige udfald af eksperimentet ved at rerer rundt i variablene i dataseettet,
dvs. vi gennemforer en tilfeeldig permutation af navnene og bryder dermed en-
hver sammenhegeng mellem personer og reaktionstider. I sa fald vil vi fa et data-
seet, hvor forskellen mellem de to personer med garanti kan tilskrives tilfeeldig-
heder.

Spergsmalet er sa i hvor hej grad det omrorte dataseaet ligner det originale data-
seet. Hvis de ligner hinanden meget taler det for ogsa at opfatte forskellene mel-
lem de to personer i det originale datasaet som veerende fremkommet ved til-
feeldigheder. Hvis de derimod overhovedet ikke ligner hinanden taler det for at
opfatte forskellen mellem de to personer i det originale datasaet som en reel sy-
stematisk forskel, dvs. at Janus reelt synes at veere hurtigere end Vincent.
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Retten er sat!

Omrering i handen:

Inden vi gennemforer omreringen med DataMeter vil vi lige papege at det er
nemt at udfere omregringen i handen. Det kan derfor veere en god ide at gen-
nemfere en omrering med klassen i handen sa de kan derved bedre kan fange
ideen.

Hver elev far da to saet kort af ti kort med hver sin farve, fx bla og gul, og tilde-
ler Janus 10 bla kort og Vincent 10 gule kort. Reaktionstiderne for Janus skri-
ves op pa de bla kort, mens reaktionstiderne for Vincent skrives op pa de gule
kort. Derefter blandes kortene rigtig godt og grundigt og de tyve kort fordeles
nu pa Janus og Vincent pa en systematisk made, fx de ti forste kort til Janus
og de ti sidste kort til Vincent. Eleverne har da netop faet omrert observatio-
nerne godt og grundigt og derved sikret at Janus i det omrorte dataseet far en
tilfeeldig blanding af bla og gule kort og tilsvarende med Vincent.

Eleverne leegger nu de ti omrorte kort for Janus op i reekkefolge efter stigende
reaktionstid og noterer hans median i det omrorte seet. Tilsvarende gores for
Vincent. Til sidst finder eleverne forskellen mellem medianerne for reaktionsti-
derne for Janus og Vincent. Det er her tydeligvis en fordel at vi arbejder med
medianen og ikke fx middelveerdien, da vi sa stort set slipper for at foretage
manuelle udregninger. Der kan hgjst blive tale om gennemsnittet af to tal!

Med en klasse pa fx 25 har vi altsd nu 25 forskellige malinger af forskellen i
medianerne i de scramblede datasset. Gentages det nogle gange kan man rime-
ligt hurtigt opbygge en samling pa 100 malinger af forskellen mellem media-
nerne i de omrorte datasaet. Disse medianforskelle kan lgbende indtastes i et
datasaet, sa man hurtigt kan fa frembragt et billede af deres fordeling og sup-
plere med de nedvendige udregninger.

Det gor det muligt at se hvor typisk forskellen i det originale dataszet er, idet
man kan se om den ligger midt inde i klumpen af de omroerte forskelle, eller
tveertimod langt ude i enderne. Derved kan man finde sandsynligheden for at
frembringe den observerede forskel ved et rent tilfeelde. Hvis denne sandsynlig-
hed er endog meget lav tyder det pa at forskellen pa Janus og Vincent er reel.
Ellers kan vi lige sa godt forklare den ved tilfeeldigheder!

For at udfere en enkelt omroring hejreklikker vi pa dataszettet for Reaktions-
tider og vaelger Rer rundt i en variabel fra menuen (eller det tilsvarende me-
nupunkt pa Datasaet-menuen). Der dukker da et nyt afledet dataseet pa skeer-
men med navnet

Omroring af Reaktionstid

som vi kan inspicere ved at dobbeltklikke pa det. Som det sidste faneblad fin-
der vi Omrering. Her kan vi veelge hvilken variabel vi vil omrere. I dette tilfeelde
er der tre variable: Elev, Faldlaengde og Faldtid. Som udgangspunkt reres der
rundt i den forste variabel. Det passer fint her, fordi vi sa rerer rundt i den ka-
tegoriserede variabel, dvs. navnet. Men da man kun kan rere rundt i uafheen-
gige variable skal man huske at klippe formlen for Faldtid forst! Ellers gar der
kludder i enhederne.
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- Inspicér Omraring af Reaktionstid

Data | Malinger | Kommentarer | Udseende KategorierFm @ring

( Elev

[ ] Gentag omraringen ved andring | datasasttet

Ny l:lmraring|

Vi skal nu have oprettet en maling af forskellen i medianer i det omrerte data-
seet (hvis vi da ikke pa forhand har indfert malingen i det oprindelige dataseet
og dermed trukket den med over i det omrorte datasaet). Det sker ved at abne
fanebladet for malinger og sa indskrive formlen (eller kopiere den og indsaette
den, hvis den allerede er indfert i en beregningsboks)

. Inspicér Omraring af Reaktionstid

Formel
median ( Faldtid: Elev = "Janus"™) — median ( Faldtid; Elev = "Vincent"-]

Vi kan nu se hvordan eksperimentet opforer sig, nar vi gentager omreringen.
Visuelt kan man fx se pa hvordan boksplottene for de to kombattanter opferer
sig nar vi gentager omreringen:

Omrgring af Reaktionstid Boksplot #]  Omrering af Reaktionstid | Boksplot | £ |

Janus
Janus
]

(o]

Elev
Elev

Vincent
Vincent
(o]

010 014 018 022 010 014 018 022
Faldtid (sekunder) Faldtid (sekunder)

Vi ser da at det sommetider er Janus, der vinder, og sommetider er det Vin-
cent, der vinder. Og i snit vinder de selvfglgelig ca. lige mange gange hver i den
omrgrte version, fordi det nu netop kun er tilfeeldighedernes spil, der rader.

Men det interessante er sa med hvor meget de vinder, dvs. hvor stor forskellen
bliver mellem medianerne. Vi foretager derfor en gentagen maling pa det om-
rorte datasaet ved at hgjreklikke og veelge menupunktet Udfer gentagne ma-
linger. Der oprettes da et nyt afledet dataseet med de gentagne malinger og pa
det sidste faneblad i den tilherende datainspekter kan vi seette betingelserne
for den gentagne maling:
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. Inspicér Malinger fra Omrering af Reaktionstid

Data| Malinger Kommentarer | Udseende | Kategorier | Mali

[] Animation slaet til

(<] Erstat de eksisterende malinger

[ ] Gentag malinger ved &ndring | datasasttet
® 1000 malinger

() Stopkriterium

My mélinger |

Her har vi sldet animationen fra (som er tidsrgvende idet alle andre grafer osv.
hele tiden skal opdateres lgbende mens malingerne gentages). Tilsvarende har
vi slaet Erstat de eksisterende malinger til, sa vi starter forfra pa malingerne.
Derved bliver det nemmere at holde styr pa det samlede antal malinger. Ende-
lig har vi sat antallet af malinger til 1000, hvilket er mange, men det giver en

rimelig hoj sikkerhed for at preecist billede af fordelingen:

Malinger fra Omrgring af Reaktionstid Prikplot | § |
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| —0.013630393s =-0.0136304 s
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Som det ses af prikdiagrammet er fordelingen for medianforskellene grynet. Det
er karakteristisk for fordelinger, der involverer medianer: Der er kun et for-
holdsvis lille antal mulige medianer, og dermed ogsa kun et overskueligt antal

medianforskelle.
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Endvidere kan vi ogsa se at den observerede medianforskel pa -0.0136...s slet
ikke er sa useedvanlig endda. Vi kan nu nemt finde ud af hvilken sandsynlig-
hed den observerede medianforskel svarer til, dvs. hvor mange observationer
der gar forud for den observerede forskel. Det kan fx ske ved at teelle kugler i
det tilherende Prikdiagram eller ved hjeelp af en formel i en Beregningsboks.

Malinger fra Omrgring af Reaktionstid

R1 = teel (Medianforskel < —0.013630393s )

Vi finder altsa at 103 af kuglerne ligger mindst lige sa langt ude, dvs.ica. 1/10
af tilfeeldene vil vi kunne frembringe en forskel, der er mindst lige sa stor. Det
tyder pa at vi forholdsvis nemt kan forklare den observerede forskel som et re-
sultat af tilfeeldigheder, sd mere overbevisende er Janus sejr altsa heller ikke!
Vi konkluderer derfor at det blev Vincent, der har vundet retssagen: Janus har
ikke kunnet overbevise retten om at han reelt er bedre end Vincent.

Til slut vil vi lige kort se pa hvad der sker, hvis vi i stedet for at sammenligne
medianer benytter den indbyggede standardtest til at sammenligne middelveer-
dier. Vi treekker derfor Test-vaerktejet ned og veelger testet for sammenligning
af to middelveerdier:

Y

Stikpreveresultater | Test af to middelveerdier | 3 |
Farste variabel (numerisk): Ikke tildelt
Anden variabel (numerisk eller kategoriseret): Ikke tildelt

Stikprgvens starrelse for Fgrste variabel : 20

Stikprgvens starrelse for Anden variabel : 20

Stikprgvens middelveerdi for Farste variabel : 100

Stikprgvens middelveerdi for Anden variabel : 110

Standardafvigelsen for Fgrste variabel : 10

Standardafvigelsen for Anden variabel : 15

Standardfejlen for middelveerdien af Fgrste variabel : 2.23607

Standardfejlen for middelveerdien af Anden variabel : 3.3541

Alternativ hypotese: Populationsmiddelveerdien af Fgrste variabel er forskellig
fra den fra Anden variabel

Teststarrelsen, Student's t, pa grundlag af ukombinerede varianser , er -2.481.
Der er 33.1031 frihedsgrader .

Hvis det var sandt at populationsmiddelvaerdien af Fgrste variabel var den samme
som den fra Anden variabel (nulhypotesen), og vi gentog stikprgven mange
gange, ville sandsynligheden for at fa en veaerdi for Student's t der var med en
numerisk veerdi, der er mindst lige sa stor veere 0.018.

Vi far da en skabelon for testen, hvor vi skal indsaette forskellige oplysninger
markeret med bla skrift. Hvis vi som her har de ra data til radighed kan vi sim-
pelthen traekke de to relevante variable ind i skemaet. Ellers ma vi selv indskri-
ve nggletallene: stikpreoveantal, stikprevemiddelveerdier samt standardafvigel-
ser. Disse nggletal kunne fx veere oplyst i en opgavetekst.
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Et matematikeksperiment: Bjorn Felsager, Haslev Gymnasium & HF

Men her traekker vi de to variable ind. Ferste variabel er numerisk og giver di-
rekte anledning til middelveerdierne. Det er altsa variablen Faldtid. Anden va-
riabel er kategorisk med to forskellige veerdier, som splitter den forste variabel i
to kategorier, her Elev.

Test fra Reaktionstid | Test af to middelveerdier | 3 |
Farste variabel (numerisk): Faldtid
Anden variabel (numerisk eller kategoriseret): Elev

Stikprgveantal fra Elev = Janus: 10

Stikprgveantal fra Elev = Vincent: 10

Stikprevemiddelveerdi fra Faldtid nar Elev = Janus: 0.142008 s
Stikprevemiddelveerdi fra Faldtid nar Elev = Vincent: 0.168657 s
Standardafvigelse af Faldtid nar Elev = Janus: 0.0282367 s
Standardafvigelse af Faldtid nar Elev = Vincent: 0.0305726 s

Standardfejl af Faldtid nar Elev = Janus: 0.00892922 s

Standardfejl af Faldtid nar Elev = Vincent: 0.00966792 s

Alternativ hypotese: Populationsmiddelvaerdien for Faldtid nar Elev = Janus er
forskellig fra den som opfylder Elev = Vincent

Teststarrelsen, Student's t, pa grundlag af ukombinerede varianser , er -2.025. Der
er 17.8875 frihedsgrader.

Hvis det var sandt at populationsmiddelveerdien af Faldtid nar Elev = Janus var den
samme som den fra Faldtid nar Elev = Vincent (nulhypotesen), og vi gentog
stikprgven mange gange, ville sandsynligheden for at f& en veerdi for Student's t med
en numerisk veerdi, der er mindst lige sa stor vaere 0.058.

Det giver anledning til den viste udfyldning af skemaet. Men her har vi stadig-
veek mulighed for at justere den alternative hypotese (mens nulhypotesen ligger
fast: De to middelveerdier er ens og enhver observeret forskel skyldes tilfeeldige
variationer). I vores tilfeelde var den alternative hypotese at Janus er hurtigere
end Vincent og dermed har en mindre middelveerdi:

Alternativ hypotese: Populationsmiddelvasrdien af Faldtid nar Elev = Janus m
mmg dan com anfulder Elev = Vincent

Teststarrels v er forskeligfia 3 grundlag af ukembinerede varianser . er -2.025.
Der er 17.8  er sterre end

Teknisk bemeerkning: Endelig er der en lidt kryptisk bemeerkning om at test-
storrelsen er beregnet pa grundlag af ukombinerede varianser. Forudsaetningen
for at udfere et kanonisk test er at de to maleserier har samme varians, og at
denne feelles veerdi derfor kan beregnes ved at samle de to maleserier til en
lang maleserie. Men man kunne ogsa give et skon over den feelles varians ved
at kombinere de to stikpregvevarianser.

Det endelige resultat fra testveerktejet giver en testsandsynlighed pa 2.9%, sa
heller ikke her er Janus alt for overbevisende! Vi ligger dog og roder nede i
neerheden af 1%, sa denne gang ville vi konkludere at testet var niveaufslsomt
(og afgerelsen derfor ikke helt klar til fordel for en af hypoteserne).
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Et matematikeksperiment: Bjorn Felsager, Haslev Gymnasium & HF

Test fra Reaktionstid [ Test af to middelveerdier | & ]

Farste variabel (numerisk): Faldtid
Anden variabel (numerisk eller kategoriseret): Elev

Stikprgveantal fra Elev = Janus: 10

Stikprgveantal fra Elev = Vincent: 10

Stikprgvemiddelveerdi fra Faldtid nar Elev = Janus: 0.142008 s
Stikprgvemiddelveerdi fra Faldtid nar Elev = Vincent: 0.168657 s
Standardafvigelse af Faldtid nar Elev = Janus: 0.0282367 s
Standardafvigelse af Faldtid nar Elev = Vincent: 0.0305726 s

Standardfejl af Faldtid nar Elev = Janus: 0.00892922 s

Standardfejl af Faldtid nar Elev = Vincent: 0.00966792 s

Alternativ hypotese: Populationsmiddelveerdien for Faldtid nar Elev = Janus er
mindre end den som opfylder Elev = Vincent

Teststarrelsen, Student's t, pa grundlag af ukombinerede varianser , er -2.025. Der
er 17.8875 frihedsgrader.

Hvis det var sandt at populationsmiddelvaerdien af Faldtid nar Elev = Janus var den
samme som den fra Faldtid nar Elev = Vincent (nulhypotesen), og vi gentog
stikpraven mange gange, ville sandsynligheden for at fa en veerdi for Student's t
mindst lige sa lille veere 0.029.

Igen kunne vi have tilfgjet middelforskellen som en maling og lave 1000 gen-
tagne malinger af middelforskellen og derved eksperimentelt fastsla sandsyn-
ligheden for at fa et resultat, der er mindst lige sa skaevt som den observerede
middelforskel pa —0.026648773 s. Ved en provekorsel fandt jeg da ogsa 1.9% i
rimelig overensstemmelse med p-veerdien pa 2.9% fra den officielle t-test.
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13



Et matematikeksperiment: Bjorn Felsager, Haslev Gymnasium & HF

Reaktionstider for en hel argang

Nu har vi leenge nok vadet grundigt rundt i et opger mellem to elever. Vi slutter
med at se pa den typiske fordeling af reaktionstiderne for en sterre population,
fx fra en bestemt argang. Her ses fx resultaterne fra den lille &rgang 2003 pa
Haslev Gymnasium. Der er ogsa medtaget en enkelt leerer (mig selv!) for at fa
det til at ga op med et lige antal:

Reaktionstider fra en hel argang

Elev Klasse [Reaktionstid Kagn N
enhed sekunder
37 37| 1bx 0.189s|p
38 38| 1bx 0.166 s|d
39 39| 1bx 0.157 s/d
40 40| 1la 0.142s|p
41 41| 1a 0.135s|p
42 42| 1y 0.11s/d
43 43| 1z 0.148 s|p
44 441z 0.167 s|p
45 45| 1bx 0.186 s|p
46 46| 1bx 0.143 s|p
47 47|1z 0.124 s|d
48 48/ 1z 0.125s|d
49 49 la 0.194 s|p
50 50| 1a 0.146 s|p
51 51| 1bx 0.16 s|p
52 52| 1bx 0.141 s|p
53 53| 1a 0.132 s|d
54 54| Leerer 0.15s/d

For at danne os et overblik over dataseettet tegner vi forskellige grafer over for-
delingen, der pa mange mader viser det samme fra lidt forskellige synsvinkler:

Et prikdiagram, et histogram, et boksplot og et normalfordelingsplot.

Pa alle graferne har vi tilfgjet middelveerdien og pa prikdiagrammet og normal-
fordelingsplottene har vi ydermere tilfgjet greenserne for normalomradet, dvs.

middelveerdien + 2 standardafvigelser.

Det fremgar af graferne at fordelingen er trukket lidt hejreskesev af en enkelt
perifer veerdi, samt at middelveerdien er 0.152 s og at alle observationerne
bortset fra den hurtigste og den langsomste ligger i normalomradet. Der er alt-
sa kun to observationer der skiller sig ud. Fordelingen kan ogsa med rimelig-
hed beskrives ved en normalfordeling med middelveerdi 0.152 s og spredning
0.0273 s.
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Et matematikeksperiment: Bjorn Felsager, Haslev Gymnasium & HF

Reaktionstider fra en hel rgang | Prikdiagram| %
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Er det s& hvad man ville forvente for en undersogelse af reaktionstider? For at
besvare dette spergsmal ma vi kende lidt til mere omfattende undersogelser af
reaktionstider. Sddanne undersoegelser ligger bl.a. til grund for nogle simple
maskiner, der tidligere blev brugt til at male reaktionstiden. Her er vist et bille-
de af en hollandsk maskine, men tilsvarende maskiner har ogsa tidligere veeret
stillet op i Danmark. Maskinen fungerer ved at man skubber en ment ind, som
pa et tilfeeldigt tidspunkt efterfolgende falder frit. Ved at trykke pa en tast kan
man stoppe faldet og afleese pa skalaen, hvor lang tid man har brugt og hvor
hurtig man har veeret.

Af det tilherende skema fremgar at en normal reaktionstid gar fra 0.13 s til
0.17 s med en midterveerdi pa 0.15 s. Det passer fint med en observeret mid-
delveerdi pa 0.152 s. Vores observerede normalomrade, der gar fra 0.10 s til
0.20 s passer ogsa paent med de afgreensende omrader SNEL og ZER SNEL (der
raekker ned til 0.09 s) pa den ene side og LANGZAAM (der raekker helt op til
0.21 s) pa den anden side. Vi har ingen elever, der er BLIKSEMSNEL og kun en
enkelt der er GERING.
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Et matematikeksperiment: Bjorn Felsager, Haslev Gymnasium & HF

Resktie- REAKTIE-

in sec. VERMOGEN
0.07

0.08 BLIKSEMSNEL
0.09

0.10 ZEER SNEL
0.11

SNEL
0.12

0.13| NORMAAL
— wetenschappelijke
0.14| onderzoekingen
hebben vastge-
0.15 steld dat het nor-

' male reaktiever-
mogen ligt tussen
0.16| 0,12 en 0,18 sec.

Bent U snel of langzaam - 017
. LANGZAAM

0.18

D

{herschat u zell I.'nrl ! 0.19

-

0.20

0.21| GERING

Nar man har en hel argang til raddighed kan man ogsa sammenligne fx drenge
og piger. Vi traekker derfor variablen Ken ind pa andenaksen i et boksplot:

Reaktionstider fra en hel argang

Ken
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Et matematikeksperiment: Bjorn Felsager, Haslev Gymnasium & HF

Vi ser da at drengenes fordeling er peent symmetrisk, mens

pigernes traekkes

skeaevt af den perifere langsomme pige. Vi ser ogsa at drengene tilsyneladende i
middel er lidt hurtigere end pigerne ligesom pigernes fordeling falder i to tydeli-
ge halvdele. Men fjerner vi den hurtigste dreng og den langsomste pige fx ved at

seette et passende filter pa er forskellen knap sa markant (om
deling stadigveek er trukket lidt skeev til hajre):

Reaktionstider fra en hel &rgang | Boksplot | 3
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(Reaktionstid > 0.10s) og (Reaktionstid < 0.20s

Som i eksemplet med Janus og Vincent kan vi teste om forskellen er signifi-
kant. Her ngjes vi med at se pa udfaldet af en kanonisk t-test med tilherende

grafisk fremstilling af testfordelingen:

Test fra Reaktionstider fra en hel &rgang | Test af to middelvzerdier | § |
Farste variabel (numerisk): Reaktionstid
Anden variabel (numerisk eller kategoriseret): Kan

Stikprgveantal fra Kgn =d: 21

Stikprgveantal fra Kgn = p: 33

Stikprgvemiddelveerdi fra Reaktionstid nar Ken =d: 0.144667 s
Stikprgvemiddelveerdi fra Reaktionstid nar Ken = p: 0.156879 s
Standardafvigelse af Reaktionstid nar Ken =d: 0.0250187 s
Standardafvigelse af Reaktionstid nar Kgn = p: 0.0279886 s
Standardfejl af Reaktionstid nar Kgn = d: 0.00545952 s
Standardfejl af Reaktionstid nar Kgn = p: 0.00487218 s

Alternativ hypotese: Populationsmiddelveerdien for Reaktionstid nar
Kgn =d er forskellig fra den som opfylder Kgn =p

Teststarrelsen, Student's t, pa grundlag af ukombinerede varianser| ="
, er -1.669. Der er 46.2196 frihedsgrader.
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Hvis det var sandt at populationsmiddelveerdien af Reaktionstid nar
Kgn = d var den samme som den fra Reaktionstid nar Kgn =p
(nulhypotesen), og vi gentog stikprgven mange gange, ville
sandsynligheden for at fa en veerdi for Student's t med en numerisk
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Sandsynlighedstasthed
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Reaktionstider {_ Funktionsgraf | 7]

vaerdi, der er mindst lige sa stor veere 0.1.

—'4‘-'2‘({)‘é‘4'1‘

Student's t

— Y = tTeethed (x; frihedsgrader)

Der synes altsa ikke at veere signifikant forskel pa drengenes og pigernes reak-

tionstider (malt pa middelveerdierne af de to stikprever).
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