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Det gyldne snit og Fibonacci-tallene

Forudsatninger:

e Kendskab til ligedannethed. Grundleggende geometrisk viden.

e Kendskab til andengradsligningen.

¢ Grundleggende symbolmanipulation, herunder kvadrats@tninger.

Forlgbet:
1. Prasentation af emnet med vagt pa det gyldne snit.

2. Grupperne arbejder og forventes at have naet mindst til og med gvelse 6.2 i lgbet af de forste to
lektioner.

3. Felles samling:
a. Afklaring af eventuelle spgrgsmal
b. Prasentation af Fibonacci-tallene
c. Prazsentation af idéen i et induktionsbevis

4. Grupperne arbejder videre og tager hurtigt fat pa afsnittet om Fibonacci-tallene.

Hver gruppe afleverer en rapport. Rapporten skal indeholde:

e en prasentation med dine egne ord af, hvad det gyldne snit er 1 kunst, arkitektur mv., og hvad
det har med matematik at ggre (se evt. netadressen i punkt 5).

* Igsning af gvelserne om det gyldne snit til og med gvelse 7.1

e en prasentation med dine egne ord af, hvad Fibonacci-tallene er, hvor de optreder i vores om-
verden, og hvad de har med det gyldne snit at ggre. (se evt. netadressen i punkt 5).

* Igsning af gvelserne om Fibonacci-tallene til og med gvelse 13.

Hver gruppe laver enten gvelse 7.2 eller finder en anden geometrisk opgave pa nettet, som de Igser i
stedet.
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Det gyldne snit

1. Du opsgger selv via leksika, fagbgger eller internet informationer om »det gyldne snit« Du skal
have sat dig ind i det pa en sadan made, at du med egne ord kan give en mundtlig og skriftlig
fremstilling af det.

2. Den fglgende matematiske del om det gyldne snit er bygget op gennem gvelser, som du selv ar-
bejder igennem. En gvelse begynder med, at der stair @VELSE NR..., og den slutter med, at der
er angivet . I hver gvelse er der spgrgsmal, du skal svare pa, eller udregninger, du narmere
skal redeggre for.

Ind imellem gvelserne er der givet definitioner og anfgrt forskellige bemarkninger.
DEFINITION

Et rektangel ABCD kaldes et gyldent rektangel, hvis det opfylder fglgende:
Nar vi skeerer et kvadrat ABEF vek, sa far vi et nyt rektangel ECDF,

B X E y C

A X F y D

som er ligedannet med det store rektangel ABCD:

B X+y c
C X D
X
y
A X+y D E F
BEMARKNING.
Nar rektanglerne er ligedannede gelder
Xty _x (1)
X y’

dvs. forholdet mellem den lange og den korte side er ens for de to rektangler.
DEFINITION

I et gyldent rektangel kaldes forholdet mellem den lange side og den korte side for det gyldne snit
og betegnes med det greeske bogstav ® (udtales »phi« eller »fi«), dvs.

®=" (eller ®=2Y),
y X
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OVELSE 1
(Beregning af det gyldne snit)
Gor ngje rede for hvert skridt 1 det felgende:

Formel (1) omskrives til xy+ y* = x* eller x> —xy—y* =0.

2
Ligningen omskrives videre til (ﬁj - q=o. (2a)
y y

Lag marke til at det ikke er x eller y, men derimod forholdet i , som er det gyldne snit, og som vi

y
er interesseret i at beregne. 2 er altsa den ukendte stgrrelse og findes som en lgsning til anden-
y
gradsligningen 7> —z—1=0. (2b)
1£45

Vis at Igsningen er z = 5

1+\/§

2

Heraf kan vi konkludere: Det gyldne snit er lig med ® = =1,618... 3)

OVELSE 2

Den anden lgsning betegnes af og til ®'. Med denne betegnelse har vi altsa, at
1++/5 o
’ g

1- . . .
D= P'= er Igsningerne til andengradsligningen z° —z—1=0.

Redeggr for at der gelder, at +P'=1 og ¢-P'=-1.

OVELSE 3
Hvis et gyldent rektangel har siden x som den lange side og siden y som den Korte side, sa er

den lange side x
=SBRS4

~ den korte side y

Inds®ti &-P'=—1 og vis, at ¢'=—M:—l. 5)
den lange side X

X

Redeggr ogsa for at d'=— .
xX+y
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OVELSE 4
(Tilncermet konstruktion af det gyldne snit)

Lag linjestykkerne i forlengelse af hinanden:

B x E y C

Vi gnsker at finde ud af, hvor stor en del x udggr af hele lengden x + y.

Vis at svaret pa dette er —®'eller tilneermet 0,618...

Dvs. x udggr ca. 62 % af hele linjestykket. Vi skal saledes udmale 62% af linjestykket og dér afseet-
te et mearke, nar et linjestykke skal deles i et forhold som det gyldne snit. Vi kan naturligvis male ud
fra hvert endepunkt, sa der bliver to gyldne snit pa en linje.

OVELSE 5.1

Hvordan skal man dele et linjestykke pa 20, saledes at de to stykker kan udggre siderne i et gyldent
rektangel?

OVELSE 5.2

Vi har givet et linjestykke pa 12. Vi gnsker at dette skal udggre den Korte side i et gyldent rektangel.
Hvor stor skal den lange side vare?

den lange side

Bemark at udtrykket & = , der gzelder for et gyldent rektangel, kan omskrives til

den korte side
den korte side - ® = den lange side .

OVELSE 5.3

Vi gnsker at lave et gyldent rektangel med areal 40. Hvor lange skal siderne vere?
OVELSE 6.1

(Eksakt konstruktion af det gyldne snit)

(Bemark: Dette er den geometriske konstruktion svarende til beregningerne i gvelse 5.1.)

Konstruér en retvinklet trekant, hvor den l&ngste katete er 2 (enheder), og den korte katete er 1 (en-
hed) — se figuren.

» B
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Med en passer konstrueres en cirkel med centrum 1 B og radius |CB| =1.
Skeringspunktet med AB kaldes D.

Med passeren tegnes en cirkel med centrum 1 A og radius |AD| .
Skeringspunktet med AC kaldes E.

lAc| 2

|AE| 51

) ) L1+
Vis at dette kan omskrives til

Vis nu at

> , dvs. det er lig med tallet .

Konklusion: Konstruktionen med de to cirkelbuer deler AC i det gyldne snit.

OVELSE 6.2
(Geometrisk konstruktion af et gyldent rektangel ud fra et givet kvadrat)

(Bemeark: Dette er den geometriske konstruktion svarende til beregningen i gvelse 5.2.)
Vi har givet et kvadrat med sidelengde x

B E

A F

og gnsker at konstruere et rektangel ABCD, som er et gyldent rektangel.
Lav fglgende konstruktion (se tegningen):

BE halveres, og vi finder midtpunktet M. Med M som centrum og |MF | som radius tegnes en cirkel.
Denne cirkel skarer forlengelsen af BE 1 et punkt C.

B M E \C

A X F

Pastand: Siden BC er nu den lange side i et gyldent rektangel, hvor siden AB er den korte side, dvs.
rektanglet ABCD er gyldent, hvor D findes pa forlaengelsen af AF.

BC| 1+A+/5
Bevis pastanden, dvs. bevis fglgende at ﬁ = T\/— =o
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OVELSE 7.1

Tegn en ligebenet trekant med topvinkel 36°.
Vinklerne ved grundlinjen er sa 72°.

Halvér vinkel A.
Skeringspunktet med siden BC kaldes D.

Vis at ACD er ensvinklet med BAC

Argumentér for at siderne AD og BD har samme
lengde, som vi kalder x.

Laengden af DC kaldes y.
Visat -2 =X
X y

Omskriv til x> —xy—y>=0.

Argumentér for at forholdet mellem siderne x og y i trekant ADC er lig med det gyldne snit.
Formuler dette som en s&tning om denne type trekant.

(Trekanter med disse vinkler kaldes af og til for gyldne trekanter.)

OVELSE 7.2

Tegn en reguler femkant ABCDE, dvs. en
femkant, hvor siderne og vinklerne er lige
store.

Tegn ogsa diagonalerne AC, BE og BD. Ar-
gumentér for at vinklerne i en femkant,
f.eks. hele vinkel E, er 108°.

Ga pa jagt efter ligebenede trekanter inde i
femkanten, og argumenter for at vinklerne
markeret med v faktisk er lige store. (Hjlp:
Begynd f.eks. med at se pa trekant ABE og
udregn, hvor stor v er).

Argumentér for at vinklerne markeret x er li-
ge store, og at x = 2v. (Hjlp: se fgrst pa
vinklen markeret w.)

Argumentér for at vinklerne markeret y er lige store, og at de derfor ma vere lig med x.
Vis at 3v = 108°, og altsa at v = 36°. Heraf far vi: x =y = 72°.
Angiv mindst 3 gyldne trekanter inde i femkanten.

Udnyt dette til at vise at @ = @ =0,
joP| - |PA|

Konklusion: Diagonalerne skarer hinanden op i gyldne snit.



Det gyldne snit og Fibonacci-tallene Side 8 af 14

Fibonacci-tallene

3. Les den engelske version af Leonardo af Pisa’s kanin-problem.
Leonardo af Pisa kaldes ofte Fibonacci. Han levede i Norditalien omkring ar 1200 og var med at
ggre den hgjtudviklede arabiske matematik kendt i Europa. Han ydede bl.a. et stort bidrag til, at
de arabiske tal blev kendt og efterhanden anvendt i stedet for romertallene.
Kaninproblemet gav anledning til at studere den markelige talrekke
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...,
som siden er blevet kaldt Fibonacci-tallene.
Giv en kort prasentation af kaninproblemet, hvor du bl.a. redeggr for, hvad det har med Fi-
bonacci-tallene at ggre.

4. Den fglgende matematiske del om Fibonacci-tallene er bygget op gennem gvelser, som du selv
arbejder igennem. En gvelse begynder med, at der star @VELSE NR..., og den slutter med, at
der er angivet . I hver gvelse er der spgrgsmal, du skal svare pa, eller udregninger, du nermere
skal redeggre for.

DEFINITION

Fibonacci-tallene er den talfglge
1,1,2,3,5,8, 13,21, 34,55, ...,
der opstar ved, at »det naste element« dannes som summen af de to foregaende (dette kaldes i ma-
tematik en »rekursiv definition«). Med symboler kan dette udtrykkes saledes:
e Lad u, betegne det n’te tal i talfglgen (f.eks. u;=1, ug =38, ug =21, osv.)
e Reglen om »det na@ste element« kan sa skrives saledes:
U, , *u, ,=u, (6)

OVELSE 8

Opskriv de fgrste 15 Fibonacci-tal i et skema som dette:

Ui Uy us Ug Us Us Uz us Ug Uuio Uil Uiz U3 U4 Uis

1 1 2 3

OVELSE 9

Indtast Fibonacci-tallene som en talfglge i dit CAS-varktgj. Hertil skal du fgrst omstille maskinens
program til talfglger (endring 1 »mode«). Der er plads til flere talfglger, og du indtaster f.eks. i den
forste, som hedder ul. Det 4. tal og det n’te tal i fglgen hedder i maskinens sprog ul(4) og ul(n).
Reglen om »det naste element«, som er formuleret i (6), indtastes sa. Endelig skal du give begyn-
delsesverdier, og dette er de forste to tal i fglgen, der indskrives saledes: {1,1}. I Table kan du nu
se fplgens tal. Hvad er Fibonacci-tal nr. 40?7

OVELSE 10
Udregn forholdet mellem ét tal i Fibonacci-talfglgen og det foregaende tal, dvs.:
Uy By Uy Us

2 2 2 bR
u, U, Uy U,

Kan du se et mgnster — et tal, som denne fglge nermer sig?
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Udregn tilsvarende:
B W WL
w, wy u, ug
Hyvilket tal n&ermer denne fglge sig tilsyneladende?

OVELSE 11

Lad os kalde brgkerne fra forrige ¢velse a,,a,,a,,..., dvs.

u u u
=—2=1 a2=—3=2 a,=—=1,5
u, u, Us

a

Lav en tallinje med en stor enhed, f.eks. 8 eller 10 cm. Afsat et sa stort antal af tallene i talfglgen
a,,a,,a,,..., at du kan svare pa fglgende: Beskriv med ord det mgnster, du ser.

DEFINITION
(Greenseveerdi)

Antag vi har en talfglge a,,a,,a;,...

Hvis der findes et bestemt tal ag, som talfglgens elementer n&ermer sig mere og mere, jo lengere vi
gar frem i fglgen, sa siger vi, at ag er greenseveerdien for talfglgen, og vi skriver a, — 0 nar n — oo
(Laeses: »a, gar mod ao, nar n gar mod uendelig.«)

BEMZARKNING

Udtrykket »narmer sig mere og mere« betyder: Hvis vi gnsker at komme taettere pa a.. end en given
lille forskel pa f.eks. 0,0001, sa kan vi finde et bestemt trin i talfglgen, hvorfra alle fglgende tal er sa
teet pa som gnsket.

PASTAND

Vi vil tage vores eksperiment med udregning og afsatning pa tallinjen som et argument for, at tal-
fglgen a,,a,,a,,... af brgker lavet ud fra Fibonacci-tallene faktisk har en grensevardi (denne pa-

stand vil vi bevise senere — se tilleg). Det ser ud, som om graenseveardien er tallet ®. Kan vi bevise
dette? Det er opgaven i den neeste gvelse.

OVELSE 12

(Nar du er kommet igennem @gvelsen og har fundet ud af, hvad x er, vend sa tilbage og se, hvor x
kom fra. Sa far du et bedre overblik over, hvorfor vi foretager omskrivningerne.)

Lad os begynde med at kalde grensevardien for x, dvs. a, — x nar n —oo.

Af definitionen pa Fibonacci-tal har vi:
u, ,+u,  =u, (6)

Vis dette kan omskrives til —— =1 4 Zn=2 (7
u u

n—1 n—1

Vi gnsker at omskrive formel (7) til formel (8) nedenfor. Dertil har vi brug for fglgende to ting:

2. =2 L (vis det sidste ved at begynde med a,_»)
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Indsettes 1. og 2.1 (7), far vi

1
a, =1+—— (8)
an—Z
Nar n bliver meget stor vil bade a,_; og a, » nerme sig grensevardien x. Ligningen (8) galder hele
vejen. Derfor ma der ogsa »til sidst« gelde, at

x=1+l
X
Omskriv dette til
x*=x+1 eller 9)
X —x—1=0 (10)

Argumenter nu for at x = @ ved simpelthen at 1gse ligningen.
Da x var grenseverdien for a-fglgen, ved vi derfor nu, at a, - ® nir n — oo

Formuler dette resultat med ord.

BEMARKNING

Det er lidt besvarligt at udregne Fibonacci-tal langt fremme i fglgen, fordi vi skal arbejde os frem
trin for trin. CAS-varktgjet er naturligvis en stor hjelp. Men kunne man finde en formel for udreg-
ning af et givet Fibonacci-tal, var det enklere. Og der findes faktisk en ganske markelig formel,
som giver os mulighed for direkte at udregne f.eks. Fibonacci-tal nr. 37 eller nr. 73. Formlen blev
fundet af en matematiker ved navn Binet, og nar man ser den, tror man, det er lggn, at den formel
altid giver et helt tal.
Fibonacci-tallene bliver hurtigt meget store, sa formlen har hovedsagelig teoretisk interesse.

Som en hjelp til at vise formlen skal vi fgrst klare felgende:

SATNING

Hvis tallet x opfylder x* = x+1, s& gazlder for ethvert naturligt tal n, at

X"=u -x+u, (11)
hvor u,’erne er Fibonacci-tallene.
(Bemerk: Tallet x kender vi godt: Det er enten P eller ®'.)

OVELSE 13
(Beviset for seetningen)

Beviset laves trinvist, dvs. vi indser, det gelder for n = 2, n = 3, n = 4 osv. | hvert trin udnytter vi
det, vi ved om x, nemlig at formel (9) gzlder:

1. trin: Vi ved, at x° = x+1, og det er det samme som x° =u, - x +u, (hvorfor?).

2. trin: Vi ganger ligningen (9) igennem med x pa begge sider og far x* = x> + x.

Vis at dette kan omskrives til x* =2x+1.

Men det er det samme som x° = u, - x+u, (hvorfor?) (12)
3. trin: Vi ganger ligningen (12) igennem med x pé begge sider og far x* =u, - x> +u, - x.

Vis at dette kan omskrives til x* = (u, +u,)- x+u,.

Men det er det samme som x* =u, - x +u, 0sv.

Lad os nu sige, at vi har vist formlen ind til trin nr. 9, dvs. vi har vist formlen

10 _
X =uyy X+,
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10. trin: Vi ganger... prgv selv at gennemfgre dette trin, sa du nar frem til

M =u o xtug,.
Vi kan saledes altid komme et skridt yderligere fremad. Derfor siger vi, at s@tningen er bevist ved
den teknik, der kaldes matematisk induktion.

SATNING
(Binets formel)

Det n’te led i Fibonacci-talfglgen kan udregnes saledes:

“,1:% (1+2\/§]"_[1—2J§]n 13)

BEMARKNING

Prgv at udregne nogle eksempler, som us, ug og u3, for at se, at formlen giver det gnskede.
OVELSE 14

(Beviset for Binets scetning)

1445 C1-5
og ¢'=
2 2
sa derfor geelder ifglge satningen ovenfor og gvelse 13 for ethvert naturligt tal n:
P"=u - d+u,
Q" =u, - P+u,,

Detotal ® =

er Igsninger til ligningen x> = x+1,

Vis at du heraf kan fi ®" - ®" =u, - (- P').
Visat ®-P'=5.

Indsettes dette, far vi @" —P" =u, 5.

Vis endelig at vi herfra far Binets formel.

5. Der findes pa nettet et veld af adresser vedrgrende Fibonacci-tallene.
Pa adressen http://www.mcs.surrey.ac.uk/personal/R.Knott/Fibonacci/fib.html kan du finde en
omfattende information. Prgv at ga ind pa den og led efter:
¢ Fibonacci-tal og det gyldne snit i naturen
¢ Find pa hjemmesiden mindst to matematiske sammenhange, som ikke er omtalt i disse noter
og gor rede for dem.

Tilleeg

Dette tilleg handler om, hvorfor talfglgen af forhold mellem Fibonacci-tallene opfgrer sig som de
g¢r, og som vi bl.a. saigvelse 11.
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OVELSE 15

Betragt de fgrste Fibonacci-tal:

Lag merke til:
u, u, =10 og u; =9
us -u, =65 og u; =64
u, -1y =442 og ug =441
samt fglgende:
u,-u, =3 og u; =4
u, - u, =24 og ul =25
ug -uy =168 og us =169
Formuler med ord de regler du kan se ud af dette mgnster.

OVELSE 16

Vi sa i foregaende gvelse, at vi af og til har brug for at skelne mellem lige tal (2, 4, 6, ...) og ulige
tal (1, 3, 5, ...). Nar vi skal reesonnere matematisk om lige og ulige tal, er vi ngdt til at kunne skelne
mellem tallene ved hjelp af matematisk symbolsprog.

Det ggr vi ved at skrive de lige tal som 2n, eller 2n — 2, eller 2n + 2 osv., hvor n er et tilfeldigt
naturligt tal. De ulige tal skrives som 2n + 1, 2n — 1, 2n +3 osv. Et lige eller et ulige tal kan skrives
pa flere mader, f.eks.

8=2-4eller8=2-3+2eller8=2-5-2eller ...

0g9=2-4+1eller9=2-3+3eller9=2-5-1eller...

Det afggrende er, at vi far udtrykt, om 2 gar op eller 2 ikke gar op i tallet. Nar vi skriver lige tal og
ulige tal sdledes, kan reglen fra gvelse 14 formuleres saledes:

For efterfglgende lige numre i Fibonacci-talfglgen (som us 0og usg) gelder:

Uyyn Uy, = ”2n—12 -1 (14)
For efterfglgende ulige numre i1 Fibonacci-talfglgen (som u; og uy) gelder:
uZn—l ’ u2n+l = u2n2 _1 (15)

Dette vises trinvist med samme teknik, som vi anvendte i gvelse 13. Vi har set, at formlerne (14) og
(15) geelder for Fibonacci-tallene op til ug. Vi kunne blive ved et stykke tid endnu; men i stedet
spgrger vi nu:

Hvis formlerne (14) og (15) gaelder op til en bestemt veerdi af n, kan vi sa vise, at de ogsa gel-
der for de naste Fibonacci-tal? Hvis vi kan det, sa siger vi, at formlerne er vist for alle tal ved hjzlp
af matematisk induktion. Vi gnsker at vise de naste to formler. Overvej at disse skrives:

_ 2 '
Uy, “Usyy =Uy,y” —1 (14"

_ 2 '
Uiy Uy = Upy iy — 1 (15"

Vi viser (14') ved at udregne venstre side og her benytte, at det er Fibonacci-tal.
(Ggr ngje rede for hvert skridt 1 det fglgende.)
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Uy Uppio =

Uy, (”2n + ”2n+1) =

uznz Ty, Uy =

Upyoy Uy =10y, Uy, =

(u2n—l + u2n ) ’ u2n+1 - 1 =

2
Uy, —1
hvilket var det gnskede.
Prgv selv med samme metode at vise (15'), dvs. vise, at u, ., U, ., =...=u,, , —1.

BEMARKNING

Find tilbage til de fgrste udregninger af forholdet mellem Fibonacci-tallene og afsetning af disse pa
en tallinje. Vi kaldte for nemheds skyld:

u u u

_U _ U _uy

a=-=%, a=-2, a=—1,
u, u, U,

For fglgen a,,a,,a,,... sa vi fglgende:
1. Forskellen mellem efterfglgende tal i a — fglgen bliver mindre og mindre.
. Tallene a,,a,,as,... (de lige numre) bliver mindre og mindre.

2
3. Tallene a,,a;,as,... (de ulige numre) bliver stgrre og stgrre.
4

. For hvert trin i a-fglgen bliver tallet skiftevis stgrre og mindre end det foregaende, dvs.
a, er stgrre end a;, as er mindre end a,, ay er stgrre end as, ...

Tilsammen giver dette, at fglgen af a-tal svinger frem og tilbage og langsomt n@&rmer sig en gran-
severdi (som, vi 1 gvelse 12 beviste, var lig med P).

Vi beviser pastandene 1-4 ved hjzlp af formlerne (14) og (15) fra gvelse 16.

OVELSE 17

Formuler pastandene 2, 3 og 4 ved hj®lp af symbolerne a,,, a,, ,, a,, , 0g a,,.,-

OVELSE 18

Pdstand nr. 1: Forskellen mellem to efterfglgende tal udregnes:

u u -u u
— n_ _ “n-1 _ "n n—2 n—1
a, =4, ,= -
u,, u,, u, -u, ,
2 _
Argumenter for at u, -u, ,-u, " ==xI.

Sammenfatter vi, har vi derfor:

*1
an—l - an—Z =
un—l ’ un—Z

Tallene u,_; og u, bliver stgrre og stgrre, hvorfor brgken bliver mindre og mindre.
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Konklusion: Forskellen mellem efterfglgende tal bliver mindre og mindre og narmer sig 0, nar n
gar mod uendelig.

Pastand nr. 2: Vi ser pa tallene a,,q,,4,,...,a,, og vil vise, at a,, <a,, ,.
Overvej at dette udtrykker, at tallene bliver mindre og mindre.

Af (14) far vi:

_ 2 2
Uy, y Uy, = Uy, —1<Uy, |

Vi regner nu videre (ggr ngje rede for hvert skridt):

2

Uy, n Uy, <Uy, A4
2

Upyp Upy Ty, Uy, <Uy, " F Uy, Uy, &

Uypr® (u2n + ”2n—1) <Uy, - (u2n—1 + “2n—2) =

Uy Uy <Uy, g Uy, A4

u2n+l < u2n—1

U, Uy,
eller:

a,, <a,, ,

Uy, Upnin

< —= "'med brug af formel (15).

uZn—l u2n+l

Pastand nr. 3: Prgv selv at vise, at a,, , <a,,,,, dvs.

Pastand nr. 4: Formel (14) giver som navnt:
2

Uy, Uy, <Uy, |
hvilket kan omskrives til:
Uy, < Uy,
Uyt Uppy s
eller:

Aypy < Gypy (16)

Formel (15) giver tilsvarende:
2
uZn—l : u2n+l < u2n ’
hvilket kan omskrives til:
Uppsi < U,
u2n u2n—1
eller:

a,, > a,y, (17)

Prgv at anskueligggre de to resultater fra (16) og (17) medn=4,n= Sogn=6.
Konklusionen bliver, at for hvert trin bliver a-tallet skiftevis stgrre og mindre.

Samlet har vi nu set, at a-fglgens led svinger frem og tilbage, de lige numre bliver mindre, de ulige
bliver stgrre, mens forskellen mellem efterfglgende tal nermer sig 0. Derfor ma fglgen have en
grenseverdi.



